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tice, in contextul in care acestea apar

1.1. Recunoasterea apartenentei unui numar real la o
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algebrice

1.3. Identificarea unor dependente functionale in di-
ferite situatii date

1.4. Identificarea unor figuri plane sau a unor ele-
mente caracteristice acestora in configuratii spatiale
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1.5. Identificarea corpurilor geometrice si a elemen-
telor metrice necesare pentru calcularea ariei sau a
volumului acestora

expresii

2. Prelucrarea unor date matematice de tip canti-
tativ, calitativ, structural, cuprinse in diverse surse
informationale

2.1. Efectuarea unor operatii cu intervale numerice
reprezentate pe axa numerelor sau cu multimi defi-
nite printr-o proprietate a elementelor ei

2.2. Aplicarea unor reguli de calcul cu numere reale
exprimate prin litere

2.3. Descrierea unei dependente functionale intr-o
situatie data, folosind diagrame, tabele sau formule
2.4. Reprezentarea, prin desen sau prin modele, a
unor configuratii spatiale date

2.5. Prelucrarea unor date caracteristice ale corpuri-
lor geometrice studiate in vederea calcularii unor ele-
mente ale acestora
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diverse contexte matematice

3.1. Utilizarea unor procedee matematice pentru ope-
ratii cu intervale si rezolvarea inecuatiilor in R

3.2. Utilizarea formulelor de calcul prescurtat sia unor
algoritmi pentru rezolvarea ecuatiilor si a inecuatiilor
3.3. Reprezentarea 1n diverse moduri a unor functii cu
scopul caracterizarii acestora

3.4. Folosirea unor proprietati de paralelism sau per-
pendicularitate pentru analizarea pozitiilor relative
ale dreptelor si planelor

3.5.Alegerea metodei adecvate pentru calcularea unor
caracteristici numerice ale corpurilor geometrice

4. Exprimarea in limbajul specific matematicii a in-
formatiilor, concluziilor si demersurilor de rezol-
vare pentru o situatie data

4.1. Folosirea terminologiei aferente notiunilor de
multime, de interval numeric si de inecuatii

4.2. Exprimarea matematica a unor situatii concrete
prin calcul algebric

£4.3. Utilizarea unui limbaj specific pentru formu-
larea unor opinii referitoare la diferite dependente
functionale

4.4. Descrierea In limbaj matematic a elementelor
unei configuratii geometrice

4.5. Utilizarea unor termeni si expresii specifice pen-
tru descrierea proprietatilor figurilor si corpurilor
geometrice

5. Analizarea caracteristicilor matematice ale unei
situatii date

5.1. Interpretarea unei situatii date utilizand intervale
siinecuatii

5.2. Interpretarea unei situatii date utilizand calcul algebric
5.3. Analizarea unor functii In context intra si
interdisciplinar

5.4. Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in
vederea descrierii unor configuratii spatiale si a cal-
cularii unor elemente metrice

5.5. Analizarea conditiilor necesare pentru ca o con-
figuratie geometrica spatiala sa verifice anumite ce-
rinte date

6. Modelarea matematica a unei situatii date, prin
integrarea achizitiilor din diferite domenii

6.1. Rezolvarea unor situatii date, utilizand intervale
numerice sau inecuatii

6.2. Interpretarea matematicd a unor probleme prac-
tice prin utilizarea ecuatiilor sau a formulelor de cal-
cul prescurtat

6.3. Modelarea cu ajutorul functiilor a unor fenomene
din viata reala

6.4. Modelarea unor situatii practice in limbaj geo-
metric, utilizand configuratii spatiale

6.5. Interpretarea informatiilor referitoare la dis-
tante, arii si volume dupa modelarea printr-o confi-
guratie spatiald a unei situatii date din cotidian



Cuvant-inainte

Manualul de matematica pentru voi, elevii clase-
lor a VIII-a, este elaborat de un colectiv de profesori
de exceptie, cu indelungata experienta la catedra, in
special la clasele de gimnaziu. Echipa formata este
una care s-a sudat si consolidat in timp, prin multi-
ple colaborari anterioare.

Ceea ce s-a dorit prin noul curriculum gimna-
zial la disciplina matematica este ca Invatarea sa
permitd oricarui elev un acces la cunoastere echi-
librata, referindu-ne la un bagaj de notiuni teore-
tice necesare unei culturi generale si de specialitate,
precum si de notiuni factuale si procedurale prin
care elevul sa-si formeze si sa-si dezvolte deprin-
deri si atitudini utile pentru viata si pentru o viitoare
profesiune. Metodele - prin care accesul la cunoas-
tere este asigurat - au 1n vedere participarea activa
a elevului, fie prin sarcini de lucru independente, fie
in colaborare, valorizand experienta reald si intui-
tia, Intarind invatarea prin introducerea de aplicatii
practice si prin reducerea formalismului matematic
la strictul necesar.

Pentru a transpune viziunea acestor programe in
realitate este necesar ca manualele sa fie elaborate
atat din perspectiva programei, cat si prin raportare
la caracteristicile noilor generatii de elevi, genera-
tii pentru care a reduce manualul si predarea doar
la functia de transfer informational, chiar si perfect
structurat, nu mai este suficient.

Pornind de la aceste consideratii, in elaborarea
manualului s-a avut in vedere nevoia permanenta
de actualizare, cu ancore multiple in experientele de
invdtare anterioare ale elevilor, lansarea unor pro-
vocari catre elevi implicand descoperirea si parti-
ciparea la constructia noilor domenii de cunoastere
matematica, precum si includerea de contexte prin
care elevul sd se autoevalueze.

Astfel, consider ca manualul de fata satisface
intru-totul exigentele pe care trebuie sa le indepli-
neasca o resursa pentru invdtare, fie ca este utilizata
in cadrul orelor de clasa, fie in cadrul unor activitati
de lucru independent, acordandu-se o atentie deo-
sebita nevoii de abordari diferentiate.

Manualul este organizat pe domenii si unitati de
invitare. In debutul fiecirei lectii existd cite un pre-
ambul recapitulativ, urmat de observatii, intrebari,
zone de reflectie, care sa il faca pe elev sa descopere
partial notiunile teoretice ce urmeaza a fi introduse.

Zonele de exersare si problemele propuse incheie
fiecare lectie si fiecare unitate de invatare. Sarcinile
de lucru sunt gradual prezentate, in functie de difi-
cultate si de gradul de aplicabilitate In realitate.

Remarc de asemenea prezentarea grafica de Tnalt
standard. Este un fapt dovedit ca matematica scolara
are nevoie de texte matematice relevante si atragdtoare.

Sunt convins cd utilizarea curenta a acestui ma-
nual va produce o crestere importanta a calitatii
educatiei matematice in Romania.

Este bine-cunoscut ca orice manual, oricat de bun
ar fi, nu va produce efectele scontate daca utilizarea
sanu se face sub indrumarea unui mentor de calitate.
In acest sens, manualul este o poarta spre Invatare a
carei cheie este profesorul. Dragi elevi, va invitam sa
faceti o echipa performanta cu profesorul vostru de
matematica si sa priviti manualul de fata ca pe o co-
lectie de experiente prin care cunoasterea voastra va
fi consolidata. Sa nu uitam ca la finalul clasei a VIII-a
sunteti in fata unui moment hotdrator pentru viito-
rul vostru si ca valoarea unui drum nu se mdsoara nu
numai prin lungime, ci si prin efortul depus.

Celor care deschid paginile acestui manual le do-
resc sa vada in matematica dincolo de prejudecati,
caci n orice este matematicd!



Ghid de utilizare a manualului

Manualul cuprinde variantele tiparita si digitala
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Manualul este structurat in doud parti: ALGEBRA, ce contine unitatile de invdtare Intervale de numere reale.
Inecuatii in R, Calcul algebric in R, Functii, respectiv GEOMETRIE, ce contine unitatile de invatare Elemente ale
geometriei in spatiu, Arii si volume ale unor corpuri geometrice. Fiecare unitate de invatare contine lectii care
pastreaza, n general, titlurile existente la ,,Continuturi” in programa scolara. O lectie se poate intinde pe una
sau mai multe ore, dand posibilitatea profesorului sa-si adapteze planificarea materiei in functie de posibilita-
tile psiho-intelectuale ale elevilor.

Continuturile noi, specifice programei scolare, sunt prezentate in lectii la rubricile Definitie, Teorema si
, Retineti! . Acestea sunt precedate de rubrica ? Ne amintim! si de probleme rezolvate care sugereaza in-
troducerea notiunilor noi. Se atrage atentia asupra unor notiuni sau situatii prin rubricile QObservatll si
@ Atentie!.

In cazul in care continutul ce trebuie prezentat se poate intui sau intiri prin prezentarea si ana-
liza unor exemple sau a unor situatii din viata de zi cu zi, acestea sunt propuse si comentate in rubricile
%}Exemple, @Reﬂectim! si @Descoperii,:i!. Prin rubrica mMa Exersam impreuna! sunt prezentate exercitii
rezolvate, comentate, exemple si contraexemple, iar pentru a intelege si mai bine notiunile prezentate, elevii

sunt provocati sa coopereze in rezolvarea unor sarcini de lucru cat mai aplicative prin intermediul rubricilor

gﬁ' Activitate practica / pe grupe / in echipe / in cooperare.

Zonele de exersare si probleme propuse, marcate prin rubrica Exersati contin, in general, probleme asema-
ndtoare cu cele rezolvate, prezentate gradual. Dacd nu exista exemple rezolvate pentru unele tipuri de probleme
propuse, atunci acestea au prezentate la finalul cartii rezolvarea completa sau indicatii pentru rezolvare. Un set
de lectii cu continut legat notional se finalizeaza cu un set de probleme propuse si Teste de (auto)evaluare, ur-
mate de Activitati de remediere/consolidare/aprofundare. Testele sunt grild sau cu itemi deschisi, au la finalul
cartii raspunsurile, astfel Incat elevii sa poata verifica corectitudinea rezultatelor obtinute, si au punctaj pentru
fiecare problema pentru a fi posibild si autoevaluarea.

Rubrica 0 Stiati ca? prezintd elevilor informatii interesante referitoare la notiunile invdtate, iar prin rubri-
cile ¢.‘*‘ PrOIect si #’* Investigatie acestia sunt invitati sa documenteze diferite teme, astfel incat sa fie pusi in

situatia de a descoperi latura aplicativa a matematicii si frumusetea ei.



Algebra

1. Scrieti numarul 8 sub diferite forme sau ca rezultat
al operatiilor Invatate.
Exemplu:3=0+3=4-1=-(-3) =3,0=3-1=6:2=
-3=(3)"=v8

2. Daca A este multimea cifrelor impare in scrierea in
baza 10, precizati:

a) care sunt elementele multimii A;

b) cat este cardA (numarul elementelor multimii A);
c) care este cel mai mic numar ce apartine multimii
(minimul);

d) care este cel mai mare numar ce apartine multimii
(maximul).

3. Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor propo-
zitii: -2€ Z; -4eN; 9 eR\Q; -/5eR\Q; 15N,
5,13) € Q; V4 -vieN; V6 € R\Q; 1,(8) € R;
ZeZ;2¢R; -V16 ¢ Z; {3t €{1;2;3;4}; 8€{0;1;3};
3 € {-3;0;5}; {-1;1} c {-3; -1;0;1;3}; 10} C &;
{2;3} c{0;1;2;3}.

4. Dati exemplu de:

a) doud numere naturale care au suma egala cu 15;
b) doua numere Intregi care au suma egala cu —17;

¢) doua numere din multimea Q\Z care au suma
egalacu7;

d) doua numere rationale care au suma egald cu —2;

e) doua numere reale care au suma egald cu —5;

f) doua numere irationale care au suma egala cu 8.

5. Dati exemplu de:

a) doud numere naturale care au produsul egal cu 15;
b) doud numere intregi care au produsul egal cu —17;

¢) doua numere din multimea Q\Z care au produsul
egal cu 6;

d) doud numere rationale care au produsul egal cu —2;
e) doua numere reale care au produsul egal cu —5;

f) doua numere irationale care au produsul egal cu 8.

Recapitulare initiala

Recapitulare initiala

6. Scrieti doua numere rationale si doud numere ira-
tionale cuprinse intre:

a)7,2817,3; b) —11,5 si —11,4;
c)V16siy17;  d)-V8si-y/7.
7. Comparati numerele: a)1sii; b) —%si —%;

C) 2)(15) $1 2)1(5); d) _7)4 $1 _7)(4))
e)11,2si -11,3; £)2v/3i3V2; g)2V/3-3siV/3 -1

8. Aproximati prin lipsa la zecimi numerele:
a)2,71; b) —=4,18; ¢)0,36; d)-5,82.

9. Aproximati prin adaos la sutimi numerele:

a) 0)274; b) —4,108; C) 10)3516; d) _5)182'
10.x=12 - 5] = |=7] + [1 - 4],y=12,5| - |-4,2] - |2,7|
si z = [2,4] -1-0,8]| -|1,2|. Calculati 2x—3y + 2z,

amintindu-va definitia si proprietatile modulului
unui numadr real.

11. Determinati elementele x pentru care:
a) {-2;0;2} = {x;-2;2}; b){0;5;x,8}c{0;3;5;7;8}
Luati in considerare toate cazurile posibile!

12. Fie multimea A = {—4, 123; 8; —2;%; -V3;V7; 1

-1,(5);0; -5,125,; 41},

a) Ordonati crescator elementele multimii A.

b) Aproximati prin lipsa la zecimi cel mai mic ele-
ment al multimii A.

¢) Rotunyjiti la Intregi cel mai mare element al multimii A.
d) Determinati valoarea sumei dintre inversul celui
mai mic element din A si opusul celui mai mare ele-
ment din A.

e) Determinati: ANN,ANZ,ANQ, AN (R\Q).

13. Stiind ¢ A = {\/§; 1,5(3); -2,5; -3,1(6); 0; ;

-3vZ;2%; -v3; -3% 63 (-2) 3y/(3) . calcu-
latiANN, AnZ, AnQ, An(R\Q).



8 Recapitulare initiala

14. Pentru A = { -3% (-3)%; (-2 -0% 04 (2)"; ) (BVZ-2v3) - (V3 +V2) - V6;

-3;0; 55V%32,3;330,5;v27; -\/5}, scrieti: N2V2(VZ +3) + (VZ - V3)(2V2 + /3) - V6;
a) submultimea numerelor naturale;

b) submultimea numerelor Intregi pozitive; k) V18 - (3150 +V162) - vi2 - (V432 - V192);
¢) submultimea numerelor Intregi; — )

d) submultimea numerelor ragioiale; b (ﬁ ’ ﬁ) V5 5 10,0016 + (=2)%;

e) submultimea numerelor irationale. m) Viz2-3V6 5V6-12 EE 2V6  164/3-63VZ,
15. Ordonati crescator numerele 3,(25); 3,2(5); 3,25. 23 42 5V3 20V6 '

Transformati-le apoi In fractii ordinare ireductibile.
Care ar fi avantajele aducerii la forma ireductibild a
unei fractii ordinare? Comparati raspunsurile la nive- )22 15 - [1,4(6) -2,(8) +1,6] - 0,1(6)}: 0, (1);
lul clasei. . L 12 2
- 2
16. Fie numerele: a = 5,08 si b = —6,72. Determinati ~ P) {[(i - %) = () %] - [0,257-0,1(6)7] } ;

media aritmetica si media geometrica a modulelor =2 -2 -1
’ )( +__1> (i) .(2_&) .
numerelor date. q 1 5”25)

= -27-1 1\ -2
2] -1 -V2 (1+3) .
17. Calculati: /81 ; vV100;v/484;/576;/14400; /i; 1) [3,5-1,(3) -v2 ] :(1+3)
121 19. Rezolvati In multimea numerelor rationale:
Va5 i \3853 /0,0064; +/0,81; ﬁ J7° 135;

n)31+0,75+(0,1+1-0,5+0,9):10;

a)x+2-0' b)3-x=5; C)4x-2=17,
V42741155 /252 - 20%; /4> + 32 d) X - 1; e)4x-1=2(4-x); f)xvV2 +1=0;
18. Caleulati: ) 522:/2 + 31: 1,(7) - v36: V65 8)5(x~ z) =3(2x+1) - (x+13); h)2x+1=2(x+2).
b) J%@) +2,(7) ++/1,96 - 8,0(6); 20. Rezolvati ecuatiile In multimea numerelor reale:
05, 345, a) 2x—3(4x-1) =13; b) 3(4x—3) + 5 = 6(2x—1);
N 0)5[2-3(3x-2)] = 2-7x d)X3L-ZF3 -3,
8 10x -3
d)\/g~(2\/§—3\/§)(\/§+\/§); e)%"*%:x‘?; f)2x+1 5;+7?
g)2V2x-3=4V2Xx+0;
e) -v2 ++/72 + V128 - /50 - h)2V3x-5=+/3(2-%) - V6 +4;
5 _2V7, 3 \.1. 5P S5 G
f)(m 7 +zﬁ)'ﬁ’ %)12 3(3x—2) = 4x—5(x—2);
)(i_ﬁ+g>}5ﬁ i) 3v3-(2x-3)+3x=x/3- (V3 - 3);
3vs 15 V5] 477 k) 3[2x=5(x + 8)] = 4=7(4—X);
h)[3 (0 2+ ) 0,(3) - ] 1,9(6); 1) 2XT + 2X2 + 2X3 + .. . + 2X9 = 2025.
21. Scrieti relatiile de tip ecuatie care corespund fiecareia dintre afirmatiile din tabel, dupa model:
Afirmatie Relatia corespunzatoare
2,5 2 4,5 -0,5 Ix-21=2,5
Abscisele 5 5 4 o
punctelor de ..fatade X 6
pe axa nume- punctul de ...sunt... si
relor aflatela | 3 abscisi.. | ©
distanta... 4 -1 ....sau.... ....sau...
1 5
Ix+11 =3




22. Determinati un numar pentru care suma sa cu ju-
matatea lui, cu treimea lui si cu sfertul lui are ca re-
zultat 100.

23. Cei 6 elevi premianti reprezinta 20% din numa-
rul elevilor clasei. Care este numarul elevilor clasei?

2/.. Suma a sapte numere intregi pare consecutive este
0. Determinati care este cel mai mare numar dintre
acestea.

25. Rezolvati ecuatiile in multimea numerelor reale:
[2x-21=6; |3x-1]+|5-4|-1-2]1=6; |5-x|=0;

16 +2x| = (=5 = |6|, |X;1| _2|X3+1| - _

26. Gasiti perechile (x;y) de numere intregi care
verifica:

a)Ixl+|y| =1
c)|x-3]+|y+2|=0;

il

b) Ix+ 1l + |y| = 2;
d)I3-x|+[y-3|=-2

27. Care dintre perechile (1;1); (2;1); (-1; -1); (1;2)

X+ =
este solutie a sistemului { 3 _ > ?
3x-2y = 4
28. Determinati numarul real a pentru care perechea
. . L [Xx-3y =3
(3, a) este solutie a sistemului { S3x+12y = -9
X+ y = 3

2y = -1 prin metoda

reducerii, apoi prin metoda substitutiei.

29. Rezolvati sistemul {

30. Rezolvati sistemele de 2 ecuatii cu 2 necunoscute:

X+2y = 3 gy [XT4xY) =2
a){2X+y: 3) ) 2(X‘y)‘4y:16’
C){3x+y =3 a) 3(x+2) +4y = -1

x-y =1" 2X-4(y+2) = -6’

Geometrie

1. In interiorul patratului ABCD, cu AB = 18cm, se
considera punctul M astfel Incat triunghiul CDM sa
fie echilateral.

a. Determinati perimetrul triunghiului CDM.

b. Calculati perimetrul poligonului concav ABCMD si
aria lui.

c. Calculati masura unghiului AMB.

d. Demonstrati ca triunghiul MAB este isoscel si cal-
culati aria lui.

2. In triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, punctul
M este proiectia punctului A pe ipotenuza BC. Stiind

Recapitulare initiala

PE=a

XJ3-yvz = 0 6x+y = 16
- = x _Yy-1
x/3-yv2 =1 =
O x,v _, 5 Wi
V3 V2 X-2 -y
2 L, 3 _ 7
i) X+y-3"Xx-y+1 = "3 N X1 +1y| = 3
! 5 ,_ 6 _ 13 IxXI -yl =1
X+y-3 Xx-y+1 3
-v = 6
31. a) Justificati de ce sistemul fx=-y nu
8x-2y = 5
are solutie. Ce reprezinta In acest caz multimea
solutiilor?
P . X-3y =5 .
b) Justificati de ce sistemul areoin-
’ 2x -6y = 10

finitate de solutii. Specificati multimea solutiilor.

32. Trei camasi si doua costume costa 908,50 lei, iar
cinci camasi si trei costume costa 1239,20 lei. Cat
costa o camasa si cat costa un costum?

33. Laun concurs de matematica se primesc 6 puncte
pentru un raspuns corect si se scad 3 puncte pentru
un raspuns gresit. Dupd ce a raspuns la 30 de Intre-
bari, Catdlin are 135 de puncte. Cate raspunsuri co-
recte a dat?

34. Raportul dintre lungimea si latimea unui drept-
unghi este % Stiind ca perimetrul dreptunghiului
este 240 cm, determinati dimensiunile acestuia.

35. Intr-o curte sunt 45 de rate si porci, care au in
total 120 de picioare. Cdte rate si cati porci sunt?

ca AM = 8cm, iar proiectiile catetelor pe ipotenuza
sunt proportionale cu numerele 2 si 8, calculati:
a. aria si perimetrul triunghiului ABC;
b. sinusurile unghiurilor ascutite ale AABC.
c. Fie O centrul cercului circumscris triunghiului
ABC. Dreapta AM intersecteaza a doua oara cercul in
punctul E si D este punctul diametral opus lui A. De-
monstrati ca:
i. punctul B este mijlocul arcului mic de cerc AE;
ii. patrulaterul BEDC este trapez isoscel.



Recapitulare initiala

3. Triunghiul ABC are laturile AB = 15cm, BC = 12cm
si AC = 16 cm. Pe latura AB se alege punctul M ast-
fel Incat AM = %AB si se construieste <BMN = <ACB,
N e BC.

a. Realizati desenul.

b. Demonstrati ca AABC ~ ANBM si calculati raportul
ariilor celor doua triunghiuri.

c. Calculati lungimile segmentelor MN si BN.

4. Consideram triunghiurile ABC si DEF astfel
incat AABC ~ ADEF. Stiind ca AB = 8cm, AC = 9cm,
EF = 15cm si ca raportul de asemanare al celor doua
triunghiuri este egal cu 0,5, calculati:

a. lungimile laturilor DE si DF;

b. modulul diferentei dintre perimetrele celor doua
triunghiuri;

c. raportul ariilor celor doua triunghiuri.

5. 0 gradind In forma de paralelogram ABCD are di-
mensiunile AB = 16 m, AD = 8 /3 m, <A = 60°. Punc-
tul E apartine laturii AD, astfel incat BE L AD.

a. Calculati BE si aria gradinii.

b. Aratati ca sunt suficienti 60 m de gard pentru a
imprejmui gradina.

c. Un iepuras intrd alergand In gradind, prin punctul
E, si strabate gradina, in linie dreaptd, iesind prin

punctul C. Calculati distanta parcursa de iepuras,
aproximand rezultatul la numar intreg de metri.

6. In trapezul dreptunghic ABCD, AD || BC, <A = 90°,
paralela construita prin punctul O de intersectie al
diagonalelor intersecteaza latura AB in punctul E.
Demonstrati ca: a. AAED ~ ABEC;

b. semidreapta EO este bisectoarea unghiului DEC.

7. In triunghiul dreptunghic ABC, cu <A = 90° si ca-
teta mai mica AC = 4+/3 cm, unghiul dintre Indlti-
mea AD si mediana AM are masura de 30°. Calculati:
a. lungimile segmentelor AD, AM, DC si DB;

b. aria si perimetrul triunghiului ABC;

c. raportul dintre ariile triunghiurilor ADB si ADC;

d. ce procent din aria triunghiului ABC reprezinta
aria triunghiului ADC;

e.lungimea si aria cercului circumscris triunghiului ABC.
8. Consideram trapezul ABCD, AB || CD, AB = 6 cm,
CD =10 cm, precum si O punctul de intersectie al di-
agonalelor. In exteriorul trapezului construim tri-
unghiurile echilaterale ABE si CDF.

a. Demonstrati ca AO si OC sunt proportionale cu AE
si CF.

b. Demonstrati ca AAOE ~ ACOF.

c. Demonstrati ca punctele E, O si F sunt coliniare.

Test initial

PARTEAI - Pe foaie scrieti numai rezultatele (30 p)
1. Aproximarea prin lipsa la sutimi a numarului
V9,734 este numarul .....

2. Cardinalul multimii { -v/23; -m; -1,(8); —\/g;
0 ;ﬁ;x/ﬁ} nQesteegalcu.....

3. Rezultatul calculului v2 -sin45° + 2 cos60° este
egalcu...

4. Lungimea cercului C(0, 24/3 cm) este egald cu ...
cm.

5. Rezultatul calculului (%) - (i = 2‘4> esteegalcu....

6. Apotema patratului cu diagonala de 20v2 cm este
egalacu ...co....... cm.

PARTEA a II-a - Pentru urmatoarele probleme se
cer rezolvari complete (30p)

1.a) Rezolvati, iIn multimea numerelor reale, ecuatia:
X—I,S_ 5_X_X_5
== (10p)

3 2

b) Dacd micsoram 25% din pretul unei fuste cu
12 lei, acesta devine 68 de lei. Determinati pretul ini-
tial. (10 p)

2. Se considera numerele reale:

(5 ___1). V12 g
o= (375 ~vhz) ' VIB - sio=V2T.

a) Arataticaa= \[3 . (5p)
b) Calculati media geometrica anumerelor asib. (5p)

PARTEA a IlI-a - Pentru urmatoarele probleme se
cer rezolvari complete (30p)
1. Calculati 8c0s30°-3c0s45°-tg60°ctg60°. (10 p)
2. Fie M mijlocul laturii CD a unui romb ABCD. Daca
AB =10 cm siBD = 12 cm, calculati:
a) aria rombului ABCD; (5 p)
b) sinusul unghiului BAD; (5 p)
¢) lungimea segmentului DE, unde E este punctul de
intersectie al dreptelor AM si BD. (10 p)

Timp de lucru: 50 de minute.
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Matematica este limba
cu care Dumnezeu
a scris universul.

yy Natura este scrisa in limbaj matematic. ”

Galileo Galilei (1564-1642)



» Intervale de numere reale. Inecuatii mR

28

gﬁ Activitate in cooperare

in grupe de céte 4 elevi, parcurgeti urma-
toarele cerinte:

- Individual, scrieti prin enumerare mul-
timea D = {x | x € N,18: x} si multimea
E={x|xeZ, x|12}

- Comparati multimile obtinute si analizati
ce factori ar conduce la rezultate diferite in
cadrul grupei.

- Colaborati pentru a ajunge la aceleasi
elemente pentru multimile cerute, apoi
determinati cardinalele multimilor, reuni-
unea, intersectia si diferentele dintre mul-

& ne amintim:

m Multimea este o colectie (grup, ansamblu, gramada) de mai multe
obiecte care au o proprietate comuna. Aceste obiecte se numesc elemen-
tele multimii si se scriu Intre acolade. Elementele oricarei multimi sunt

distincte.

m Multimea care nu are niciun element se numeste multime vida si se

noteaza @.

m Multimile se noteaza cu numere mari: A, B, C, D, ..., iar elementele

multimilor se noteaza, de regula, cu litere mici.

m O multime poate fi reprezentata in trei moduri.
De exemplu, daca A este multimea cifrelor pare, A poate fi reprezentata:

timile date. printr-o proprietate vin diaarama
- Dati exemplu de cate un element care prin enumerarea caracteristicdi comund pVenn Iguler
apartine multimilor D, £, DUE, EUD, DN E, elementelor sale tuturor elementelor
EnD,D-EsSiE-D. Y
S < multimii
- Dati cate un exemplu de numar care nu ’
apartine multimilor D, E,DUE, EUD, DNE, A
-EE- A = {x|x este cifra 0 2
EAD,D-E E-D. A=10,2,2,6,8} {x] s
- Se poate da exemplu de un element care para} 6 8 4
apartine multimii D, care nu apartine mul-
timii DUE? Dar un exemplu de element ) . Citim: multimea o
care apartine multimii D, care nu apartine Fiecare cifra apare elementelor x cu Elementele multimii
multimii D n E? Dar un exemplu de element o singura data In . y se scriu Intr-un cerc/
. Lo q proprietatea ca x este
care apartine multimii D U E, care nu apar- multime. L . oval.
tine multimii D n E? Argumentati. cifrd pard.

mFie multimileA = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, B={2,4,6,8,10},C={x| xeN,x<9},D={n|neN,1<n<11}.

— Daca un element x apartine unei multimi A, se noteaza x e A sise
citeste ,,x apartine lui A”.

Dacd un element y nu se gaseste In multimea B, se scrie y ¢ B si se
citeste ,,y nu apartine lui B”.

2€A 2€eB;,0eA 0¢B,0eC(;
10¢A,10€B,10 ¢ C.

— Cardinalul unei multimi A, notat card A sau |Al, este numarul de
elemente al multimii A.

Multimile cu un numar finit de elemente se numesc multimi finite.
Acestor multimi le putem numara elementele, deci putem spune care
este cardinalul lor.

cardA = 10 (prin numarare);
cardB = 5; cardC = 10 (exista 10 nu-
mere naturale mai mici sau egale

cuo9).
Determinati card D.
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Multimile cu numar infinit de elemente se numesc multimi infi-
nite. Acestor multimi nu le putem asocia niciun numar real care sa
reprezinte cardinalul, dar putem spune ca sunt de cardinal infinit.

— Doud multimi sunt egale daca sunt formate din aceleasi ele-
mente. Se noteaza A = B.

Daca cel putin un element al multimii A nu apartine multimii B
sau invers, se spune ca multimile A si B sunt diferite. Se noteazd A # B.

— Reuniunea a doua multimi este o multime formata din toate
elemente celor doua multimi, fiecare element comun fiind luat o sin-
gurd datd. Notam A U B = {x |x € Asau x € B}.

— Intersectia a doud multimi este o multime formata din elemen-
tele comune ale celor doud multimi. Notdm An B = {x [x€ Asix € B}.

— Diferenta a doud multimi este o multime formata din elemen-
tele care apartin primei multimi, dar nu apartin multimii a doua.

A\B={xIxeAsix¢B}

— O multime A este inclusa intr-o multime B daca orice element
al multimii A apartine si multimii B si se noteazd A c B. Putem spune
si cd multimea B include multimea A si notam B > A. Multimea A se
numeste submultime a multimii B.

Daca cel putin un element al multimii A nu este si element al mul-
timii B, se spune ca multimea A nu este inclusa in multimea B si se
foloseste notatia A ¢ B.

A = C (utilizand pentru multimea
C scrierea prin enumerare, obtinem
aceleasi elemente ca cele din A); A # B.

AuB = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10},
card(AuB)=11.

DeterminatiAuD siD uB.

AnB=1{2,4,6,8}.

DeterminatiAn D siBn D.

A\B-=1{0,1,3,5,7,9}; B\ A = {10};
A\C=g.

Determinati D \ B.

B c D, deci B este submultime a lui
D; putem spune caAcCsiCcA;Bg A
(B contine pe 10, care nu este in A).

Diagrama Venn-Euler se foloseste, in general, la reprezentarea multimilor finite. Multimile infinite se pot
reprezenta prin enumerarea unor elemente si sugerarea faptului ca enumerarea poate continua la infinit, dar
cel mai bine este sa se gaseasca o proprietate caracteristica a elementelor.

N ={o0,1,2,3,4,5,6,.....} — multimea numerelor naturale
N * =N\ {0} — multimea numerelor naturale nenule

Z={..-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,....} — multimea numerelor Intregi

Q-= {% laeZ,beZ, b= 0} — multimea numerelor rationale

R — multimea numerelor reale este reuniunea dintre multimea numerelor rationale si multimea numerelor
irationale (un numar irational este o fractie zecimala infinita neperiodica)

R - Q@sauR \ Q — multimea numerelor irationale
NcZcQcR

_ulln Exersam impreuna!

1. Rescrieti in limbaj simbolic multimea M formata din elementele n cu @

proprietatea cd sunt numere naturale pare.

2. RescrieticatextS= {peN | p+1=10}. Scrieti submultimea Palui s

ce con‘gine ca elemente numai numere pare.

3. Rescrieti multimile urmatoare prin enumerarea elementelor:
A={xeN |x=3k+k-5keN,k<4},B={xeN|x=7-kkeN},

C={xeN|x=3n+1,n=1,2,3,4}.
Rezolvare.
1. M= {xeN|x=2kkeN}.

2. S este multimea numerelor naturale p cu proprietatea p +1 < 10.

P={peN|p+1=10 sip numdr par}.
3.A=1{9;25;47} B={0;1;2;3;4;5;6;7}, C={4;7;10;13}.

Ne-am amintit ca o multime poate fi scrisa
sau definita prin enumerarea elementelor,
prin reprezentarea cu ajutorul diagrame-
lor si am invatat ca poate fi definita si cu
ajutorul precizarii unor proprietati ale ele-
mentelor sale.

Argumentati care dintre multimile alatu-
rate se poate scrie prin enumerare sau
prin diagrame. Formulati opinii privind
avantajele sau limitele utilizarii uneia
sau alteia dintre modalitatile de scriere a
multimilor.
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Exersati

1. Se considerd multimea A = {-6; -3; -2; -1;1;2;3;6} simultimeaB={x|xe Z, 8 : x}.
a) Precizati valoarea de adevar a afirmatiilor:

i)-3€A; ii)-3e€B; iii))-3€AuB; iv)-3€AnB; v)-3€A-B; vi)-3e€B-A.
b) Scrieti prin enumerare multimea B, apoi, cu ajutorul diagramelor, evidentiati zona corespunzatoare inter-
sectiei celor doud multimi.
¢) Scrieti multimea A evidentiind o proprietate comuna a tuturor elementelor sale. Comparati rdspunsurile intre voi.
2. Se considera multimile A= {xe Z | xparsi Vx> <4} siB={xe Z | x> = 4 sau Ix| = 4}.
a) Fara a rescrie multimile date prin enumerarea elementelor, precizati valoarea de adevar a urmatoarelor afir-
matii, explicand cum ati rationat: i) 6 €A; ii)6eB; iii)oe€A; iv)oeB.
b) Rescrieti, prin enumerarea elementelor, multimile A si B. Determinati apoi AuB,AnB, A - B, B-A. Repre-
zentati cu ajutorul diagramelor cele douda multimi si asociati zonele din diagrame cu multimile obtinute prin
reuniune, intersectie si diferenta.
c) Se considera multimile C = {xe Z | xpar} si D= {x e Z | Vx* < 4}. Identificati ce operatie cu multimi stabileste
o relatie Intre multimile A, C si D.
3. Rescrieti multimile prin enumerarea elementelor: A= {x | xe N,x|24};B={x|xe Z,x|6};C={xe N | 8|x si

x<45);D={xeN|x=2k1,0sks 3};E:{xeN | 3;‘:’rlel\l};l-": {xeN*I 2"1;1 fractie subunitaré}.

4. Determinati multimile si cardinalul lor: A = {a e Nla = 2n+1,n e N,n <3}, B={b e N|b = 2a,a € A},
C={ceNl|c=2b-1,beBj}.

5. Rescrieti multimile A = {0;3;6;9} si B = {1;2;3; 4; 6;12} folosind o proprietate a elementelor si determinati
reuniunea, intersectia si diferenta lor.

6. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor: a) {xeN | x<10,x este patratul unui numdrintreg} = {0;1; 4; 93};
b) {xeZ | -2=<x<3}c{-3; -2; -1;0;1;2;3}; ¢){xeN |x se divide cu 5} c {1;5}.

7. Screti multimea divizorilor naturali ai numarului 48, multimea divizorilor Intregi ai numarului 12 si multimea
multiplilor naturali ai numarului 8 mai mici decat 100.

8. Determinati multimile X si Y, stiindcaXuY={o,1,2,3,4,5,6,7,8},XnY={4,5,7}siY\ X = {0, 8}.

9. Dintr-o clasa cu 30 de elevi, 18 participa la olimpiada de matematica si 16 la olimpiada de biologie. Determinati
cati elevi participa la ambele concursuri, stiind ca toti elevii participa la cel putin una dintre cele doua olimpiade.
10. Fie multimea: A = {-3;-2,14;-v2;-1,(32); 0;2,(3); V6; 7; 5; 6,15}. Alegeti din multimea A numerele:

a) naturale; b) intregi; c) rationale; d) irationale.

gﬁ Investigatie

Este foarte important sa va cunoasteti grupa sangvina, pentru ca puteti ajunge In situatia de a salva sau de a
fi salvat prin donatie de sange. In tabelul urmator sunt descrise 4 grupe sangvine mari (O, A, B si AB), fiecare cu
cate doua subcategorii (- si +). Citindu-1 si cunoscandu-va grupa sangvina, veti sti catre ce tip de grupa sang-
vind puteti dona sau de la ce grupa sangvina puteti primi sange.

Intrebati-va parintii ce grupa sangvina au si identifi-
cati-o pe a voastra folosind regulile de mai jos, in care ter-
menii fiecarei sume sunt grupele sangvine ale parintilor,

Grupa Poate dona Poate primi
de sange la dela...

@ BT SOCODE

iar rezultatele sunt grupele sangvine ale copiilor: o T Do
A+A=A; A+0=A; A +B=AB; ;
B+B=B; B+0=B; 0+0=0.

Faceti legatura cu notiunea de multime. Realizati un
tabel cu grupele sangvine si numele colegilor din clasa.
Veti forma astfel multimi distincte de elevi apartinand di-
feritelor grupe sangvine.

HEEHEH H
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Intervale numerice.
Reprezentare pe axa numerelor

In vorbirea curentd sunt multe situatii In care folosim notiunea de interval, cel mai des fiind corelatd cu

timpul: Vremea va rdmdne senind pe intreg intervalul urmdtor de 24 de ore.

@ ne amintim:

Se numeste axa numerelor ansamblul format din: o dreaptda numita
directie, un punct pe dreapta (notat cu O) numit origine, un sens (spre
dreapta), o unitate de masura.

Oricarui numar real 1i corespunde pe axa numerelor un punct (pozi-
tie) si reciproc. Astfel, o reprezentare a unei multimi de numere poate
fi realizatd prin corespondenta cu multimi de puncte ale axei (privita ca
dreapta).

Pe dreapta putem identifica trei categorii de parti ale sale: puncte,
segmente, semidrepte.

@ Descoperiti!

Notam cu A multimea tuturor numerelor naturale care au proprieta-
tea ca sunt mai mari decat 2 si mai mici sau egale cu 7. In aceste conditii,
A = {3;4;5;6;7}, unde am folosit scrierea prin enumerarea elementelor
care indeplinesc conditiile date, sauA = {x e N | 2 < x £ 7}, unde am folosit
scrierea cu ajutorul proprietatilor elementelor multimii.

Existd o diferenta majora Intre multimile A = {x e N |2 < x = 7} si
B={xe R |2<x=7} Dacain primul caz se poate scrie multimea prin
enumerarea elementelor, In al doilea caz nu este posibil, intre oricare
doua numere naturale distincte situandu-se o infinitate de numere reale:

B={zeR|2<x<T}

/ 1

A~

A={zeN|2<2<T}

O multime de tipul B o vom numi interval numeric sau, simplu, interval.
Vom folosi o scriere simplificata a proprietatilor elementelor ce o for-
meaza: {xeR | 2<x=7}=(2;7]

> Acum stlm,
deci putem rezolva!

> Pe dreapta d se considera punctele dis-
tincte A, B si C, in aceasta ordine. Construiti
desenul corespunzdtor si evidentiati pe
dreapta segmentul AB si semidreapta (CA.
> Se considera segmentul de dreapta MN,
cu M # N. Descrieti segmentul cu ajutorul
multimilor definite printr-o proprietate a
elementelor ce le formeaza.

> Se considera dreapta d si punctele dis-
tincte A, B si C. Realizati desenul, stiind ca
semidreapta (AB este continutd Tn semi-
dreapta (CA. Descrieti semidreapta (AB cu
ajutorul multimilor definite printr-o pro-
prietate a elementelor ce le formeaza.

Descrierea notatiei folosite: (2;7].

> Numerele 2 si 7 se numesc capetele
intervalului.

Capetele intervalului sunt acele numere
intre care se situeaza toate elementele
acestuia, 2 <x<7.

> Folosim paranteza rotunda asociata unui
capat de interval si intelegem ca valoarea
de capat nu apartine intervalului (2 < x).

> Folosim paranteza patrata asociata unui
capat de interval si intelegem ca valoarea
de capat apartine intervalului (x < 7).
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Definitie

Fie a si b numere reale, a < b.

Multimea tuturor numerelor reale mai mari decat a si | Multimea tuturor numerelor reale mai mari sau
mai mici decat b se numeste intervalul deschis (a;b). | egale cu a si mai mici sau egale decat b se numeste
intervalul inchis [a; b].

(a;b) ={xeR |a<x<b} [a;b] = {xeR | a<x=b}
— 00 (a g: +;0 — 00 {a ]b +:
A B A B

fi corespunde pe axa multimea punctelor din interio-

s Ti corespunde pe axa multimea punctelor situate
rul segmentului AB (fara capete).

pe segmentul AB (inclusiv capetele).

Multimea tuturor numerelor reale mai mari sau egale | Multimea tuturor numerelor reale mai mari decat a
cu a si mai mici decat b se numeste interval inchis la | si mai micisau egale cu b se numeste interval deschis

stanga si deschis la dreapta si se noteaza [a; b). la stanga si Inchis la dreapta si se noteaza (a; b].
[a;b) ={xeR |a<x<b} (a;b]={xeR |a<x<=<b}
—00 @ b +o0 —oo A 1b +0o0
t ] = e T gt
A B A B

@ Reflectam! _-.- Exersam impreuna!

> Intervalele definite mai sus sunt mdrgi- 1. Scrieti intervalele urmatoare sub forma de multimi definite printr-o

nite (capetele intervalelor sunt exprimate proprietate comund a elementelor:
prin numere reale).

> Intervalele sunt multimi de numere . sub forma de . sub forma de
. " o interval . interval .
reale, de regula formate dintr-o infinitate mul'gme mult'lme
de numere.
> Intervalele au cate doua capete; acestea [0;5] {X eRJjosxs 5} (4;10] {x ER|4<xs 10}

pot fi deschise (capatul este insotit de o
paranteza rotundd) sau inchise (capatul
este insotit de o parantezd dreaptd). [2; 1) nu este o scriere pentru un interval pentru cd 2 > 1
> Capatul deschis semnifica faptul ca va- » . -
loarea de Capét nu este element al inter- (\/7' \/§ 3 1) Verificam mai intai daca v2 < \/§ -1eV2<2V2 -1
valului (privit ca multime de numere), iar ! o 1< /2 adevdrat, {xeR|v2 <x< V8 -1}
capatul inchis semnifica faptul ca valoarea L. o . L. o . L.

de capit este element al intervalului. 2. Scrieti sub forma de interval multimile urmatoare si precizati capetele:
> Capatul deschis semnifica o inegalitate
stricta (<, >), iar capatul inchis semnifica o
inegalitate nestricta (<, 2). a){xeR|-3sx<2} [-3;2), capetele sunt —3 si 2
» Daca a = b, atunci (g;b) = (a;a) = @ (ni-

[-2;7) {xeR|-2=5x<7} (-0,1;0,1)| {xeR|-0,1<x<0,1}

multime sub forma de interval

-2<x< —) —_ i

ciun numar real nu poate fi in acelasi timp b) {xeR|-2=x=3} [-2; 3], capetele sunt —2si 3
mai mare si mai mif decat un nl{mér dat) si c) {X eR|2<x< 3} (2 : 3), Capetele sunt 2 $i 3
[a;b] = [a;a] = {a} (singurul numar care este
n acelasi timp mai mare sau egal si mai d){fxeR|-2<x=2} (-2;2], capetele sunt -2 si 2
mic sau egal cu un numar dat este numarul L . . . N .
Tnsusi); nu au sens scrierile (a; a] i [a;a). 3. Precizati care dintre relatiile urmatoare sunt adevarate si justificati:
>.0vcondfgle detipul asxs b(sau snm{l?ra) im- AJF justificare
plica un raspuns de tip interval numai in cazul - — = . T
rezolvarii sale in multimea numerelor reale. a)3e(-8;12] [ A | trebuie verificat daca -8 < 3 =12 si se verifica

b) 4 € (4;7] F interval deschis 1n 4, deci 4 < 4 fals

0)2v/3€[3;4] | A 35243549 < V12 < /16 adevarat
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Q obserai

Desenam pe axa numerelor reale punctele A(-3) si B(5). > Reprezentarea pe axa a intervalelor de
numere reale de forma (a;b), (a;b], [a;b)

-3 < E < 5 sau [a;b] corespunde unor segmente de

! N | - dreapta de tipul (AB), (AB], [AB), respec-

4 X3 991 0 1 2 3 4 k& § 7 = tiv [AB], cu capetele A(a) si B(b); pentru

A B) aceasta, reprezentam intdi capetele seg-

mentului, apoi segmentul.
> La fel ca la intervale, paranteza rotunda
Observam faptul cd orice numdr real x cu proprietatea -3 <x < 5seva  asociata unui capat de segment semnifica
reprezenta pe axa printr-un punct situat intre A si B si putem afirma ca faptul ca punctul de capat nu apartine seg-
oricdrui punct dintre A si B 1i va corespunde un numar real cuprins intre mentului, iar paranteza patrata la capat de
. p L T P_ . . p . segment semnifica faptul ca punctul de
-3 si 5. Cum conditia anterioara este chiar descrierea intervalului (-3; 5), capit apartine segmentului; putem afirma
putem spune ca reprezentarii intervalului (-3;5) pe axd ii corespunde ci A ¢ (AB),B ¢ (AB), A ¢ (4AB], B e (AB],

segmentul AB, deschis la ambele capete, pe care-1vom nota (AB). A€ [AB), B ¢[AB), A c [AB], B  [ABI.

_ulln Exersim impreuna!

1. Scrieti intervalul care corespunde segmentului 2 < < 3
[AB] din desenul aliturat. Verificati dacd O € [AB]. . I N
Scrieti trei numere intregi si trei numere rationale —4 -3 *2-1 0 1 2 3 4 5 6 7 -
neintregi din intervalul [-2; 3]. (A 0] B)

Rezolvare. Punctul O se gaseste pe axa intre
punctele A si B. Exemple de numere Intregi: —1; 1; 2; exemple de numere rationale neintregi 0,5; 1,5; 2,5.

2. Reprezentati intervalele numerice pe axa numerelor, in fiecare caz in parte: a) (-3;1]; b) [% i1, 5) ; ¢) [V2;V8]
(construiti, fie utilizand o modalitate de a reprezenta segmente de lungimi numere irationale date, fie utilizand
aproximari ale acestor numere).

3. Scrieti intervalele corespunzatoare segmentelor despre care se cuUnosc:
a) [AB], cuA(-3)si B(2); b)(CD),cucC(0)siD(3); c)lEF),cuE(-1)siF(10); d)(GH],cuG(-5)siH(-2);
e) [MN], cu un capat de abscisa 0 si MN = 4 (cu identificarea ambelor cazuri);
f) [PQ], cu mijlocul segmentului de abscisa 0 si PQ = 10.
Rezolvare. a) [-3;2]; b) (0;3); ¢)[-1;10); d)(-5; -2]; €)[0;4]sau[-4;0]); f)[-5;5]
4. Dati exemplu de: a) interval deschis la stanga si inchis la dreapta; b) interval inchis; c) interval inchis la
stanga si deschis la dreapta; d) interval deschis; e) interval inchis care-1 contine pe 0; f) interval deschis
care-1contine pe 0; g) interval deschis la stanga si inchis la dreapta, care-1contine pe 0 si acesta este si capat.

5. Daca veti verifica pe anumite ambalaje, de exemplu ale unor produse alimentare, Inscrierea gramajului este
de tipul 100 g +2 g. Interpretati cu ajutorul intervalelor aceasta informatie.

@ Descoperiti!

m Cum reprezentam pe axa numerelor multimea punctelor care au ca

abscise valori din multimea {x € R | x > 2}, adica toate punctele axei aflate @ Atentie!
la dreapta punctului A(2)? = :

N 2 <z, < 4
m Cum reprezentam pe Multimea A = {x € Z -3 < x < 4} =

r 3} - . v
axa numerelor multimea 2 -1 o 1 % 3 4 5 6 7 = {-3;-2;-1;0;1;2;3;4} este diferitd de
punctelor care au ca abs- 0 A B multimea B = {x € R1-3 < x < 4} =

. . 1 . (A +00 = [-3; 4]. Multimea A este finita, deoarece

cise valori din multimea . ' R .
R dici toat -0 B) contine doar numerele intregi cuprinse

xe X < 4}, adica toate intre -3 si 4, iar multimea B este infinita

punctele axei aflate la stinga punctului B(4)? (un interval). Multimile sunt diferite, A # B.
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,, Retineti!

UNITATEA 1

-oo (minus infinit) si +co (plus infinit) sunt simboluri care ne permit definirea unui nou tip de intervale, cu

unul dintre capete infinit; R = (-co; +o0)

Fie a un numar real.

Definitie

Multimea tuturor numerelor reale mai mari decat a
determina intervalul deschis (a; +).

(a; +0) = {xeR | x> a}

b 400

e
\

B

Ti corespunde pe axd multimea punctelor de pe se-
midreapta (AB, unde A este capatul de abscisa a si B
punct de abcisa mai mare ca a; paranteza rotunda
asociata originii semidreptei semnaleaza cd originea
nu apartine acesteia.

Multimea tuturor numerelor reale mai mari sau egale
cu a determina intervalul inchis la stanga [a; +).

[a; +oo)={xeR | x = a}

“ b +00

[ >

A B
Ti corespunde pe axd multimea punctelor de pe se-
midreapta [AB, unde A este capatul de abscisa a si
B punct de abcisa mai mare ca a; paranteza dreapta
asociatd originii semidreptei semnaleaza ca originea
apartine acesteia.

Multimea tuturor numerelor reale mai mici decat a
determina intervalul deschis (- ; a).

(-o;a) ={xeR |x<a}

C a

¥ -
c A
Ti corespunde pe axa multimea punctelor de pe se-
midreapta (AC, unde A este capatul de abscisa a si C

punct de abcisa mai mica decat a.

Multimea tuturor numerelor reale mai mici sau egale
cu a determina intervalul inchis la dreapta (- ; a].

(-e0;al={xeR |x=a}

c a
1
]

@ A
Ti corespunde pe axd multimea punctelor de pe se-
midreapta [AC, unde A este capatul de abscisa a si C
punct de abcisa mai mica decat a.

Q Observatii

m Intervalele pot avea ambele capete finite (exprimate prin numere reale), caz in care reprezentarea pe axa
corespunde unui segment de dreapta sau unui punct, sau pot avea un capat finit si unul infinit, caz in care re-
prezentarea corespunde unei semidrepte.

m Intervalele cu un capat infinit nu pot fi decat deschise la capatul infinit.

m Pentru intervalele de tipul (a; +c0) si (-o0 ; a), semidreptele corespunzatoare sunt deschise (nu contin ori-
ginea semidreptei). Pentru intervalele de tipul [a; +c0) Si (-o0; a], semidreptele corespunzatoare sunt inchise la
capatul finit (contin originea semidreptei).

m O conditie de tipul x < a (sau similara) implicd un raspuns de tip interval numai in cazul rezolvdrii sale in
multimea numerelor reale.

> DacdA={-2; -1;,0;1;2}siB={x € Z|1x1 5 2},
atunci relatia A = B este adevarata, ambele
multimi fiind formate din exact aceleasi
elemente. Spunem ca multimile sunt egale.

Wy Exersim impreuna!

1. Precizati care dintre scrierile urmatoare reprezinta un interval:
a)(+e0;2);  Db)[25 +00); ) [-3; +0];  d)(-o0; -4];  €)(0; +oo).
Rezolvare: a) fals, pentru carelatia + oo < x < 2 este falsa. Corect este (2; +co);
b) adevarat; c) fals, pentru cd relatia -3 < x < +oo este falsa. Corect este
[-3; +o0); d) adevarat; e) adevarat.
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2. Scrieti sub forma de interval multimile urmatoare:

a){xeR |[-3=x}; b){fxeR |[x<-5}; o)fxeR |2<x}; d){xeR |x<ol}
Rezolvare: a) [-3; + ©); b)(-o0; -5]; ) (2; +o); d) (-c0;0).

3. Scrieti intervalele urmadtoare sub forma de multimi definite printr-o
proprietate comund a elementelor, dupa model: [0; + ) ={xe R | x 2 0}.
a) [-2; +o0); b) (-0 ;1]; c) (-o0; 6); d) (5; +o0).

4. Precizati care dintre relatiile urmatoare sunt adevarate:

a)3e(-1 +); b)3e(-;3); )4e(-3;4]; d) -1€(-0;2).
Rezolvare: 3, f, a, a.

Q Observatii

Desendm pe axa numerelor punctele A(-3),B(1),C(2),D(3).
A B ¢ D
-3 2 -1 0 1 2 3 1 5

Cum intervalele reprezinta multimi, rezulta ca relatiile de incluziune
si de egalitate intre intervale au aceeasi semnificatie ca cele de la multimi,
descrise anterior.

Observam ca segmentul BC se gaseste in interiorul segmentului AD.
Putem scrie acest lucru cu ajutorul intervalelor [1;2] c [-3;3]. Mai putem
spunesica: (1;2) c[-3;3],[1;,2]<(-3;3),(1;3) c(1;3],(-3;3) c(=3; +o0).
Incluziunea [-3;3) c (-3; +o) este falsa, pentru ca numarul -3 se ga-
seste In primul interval si nu se gaseste 1n al doilea interval.

Precizati care dintre relatiile urmatoare sunt adevarate: (- co; 1) € (- o0; 2);
(=3;1) € (=905 3); [-3;31C(1;3); [-3;2) C(=9052); (1;2] C (-9 2);
(1; +00) C(=3; +o0).

@ Reflectam!

> Spre exemplificare, dacd a,b,c,d € R, In conditiile in care a < b si
¢ < d, atunci [a;b) = [c;d) dacd si numai dacd a = c si b = d. In consecint3,
[a;b) # [c;d) dacaa #csaub = d.

> In conditiile anterioare, daca [a;b) c [;d), atunci c < a < b < d sau
¢ < a< b =d(incluziune stricta).

> Orice doua intervale care nu sunt de acelasi tip (din punct de vedere
al capetelor — inchise/deschise) sunt diferite.

Exemplu: [a; b) # (c; d), oricare ar fi a, b, ¢, d numere reale,a < b, c < d.

¥y Exersim impreuna!

1. Dati exemplu de interval in fiecare dintre cazurile: a) interval inchis la
ambele capete; b) interval deschis la stanga si inchis la dreapta; c) doua
intervale diferite; d) doua intervale intr-o relatie de incluziune.

2. Determinati numerele reale a si b astfel Incat:
a) (2;a) = (b; 5); b) (2;a) c (b; 5);

d) (2;a) c [b;5]; e) [2;a]c (b; 5).
Rezolvare: a) a = 5,b = 2;b) 2 < a < 5,b =< 2. Discutati la nivelul clasei cele-
lalte cerinte.

c) (b;5) c(2;a);

» Daca A = {-2; -1;0;1;2} si C = {0;1}, atunci
relatia C c A este adevarata, toate elemen-
tele multimii C fiind si elemente ale multi-
mii A. Spunem ca multimea C este inclusa
in multimea A; mai mult, C reprezinta o
submultime a multimii A.

Decupati din carton 52 de dreptunghiuri
de dimensiunea unei carti de joc. Pe 20
dintre ele se vor scrie numere reale (dife-
rite), pe cate 4 dintre ele simbolurile +oo,
respectiv -co, Restul de 24 de dreptun-
ghiuri se vor imparti cate 6, pe fiecare set
se va trece cate unul dintre simbolurile de
capat de interval: (, ), [, respectiv 1. Se vor
pregati astfel atatea seturi a cate 52 de
carti cate grupe de cate 4 se pot forma cu
elevii (+/- 1 elev pe grupa).

in grupe de cate 4 elevi, se alege drept
carte de inceput una care sa contina unul
dintre semnele ( sau [ si se asaza cu fata
n sus pe tablia mesei, intre elevi. Se vor
amesteca cartile ramase si apoi se vor im-
parti, fiecare jucator primind cate 4 carti.
Se decide jucatorul care Tncepe jocul si
acesta va pune o carte care se potriveste
la dreapta cartii de inceput, Tn cazul acesta
un numar. Urmatorul jucator trebuie sa
puna obligatoriu un numar sau un sim-
bol de tip infinit, dar cu conditia de a da
sens unei scrieri de tip interval. Urmatorul
jucator poate pune doar un capat care sa
finalizeze scrierea de tip interval. Urma-
torul trebuie sa punad pe un nou rand un
capat de interval s.a.m.d. in cazul in care,
atunci cand este la rand, jucatorul nu are
nicio carte care se potriveste, este obligat
sd traga de jos carte. Daca nu mai sunt carti
de tras, jucatorul care nu are o carte con-
venabila va zice pas. Jocul se finalizeaza
fie cand un jucator reuseste sa puna jos
toate cartile din mana - caz in care este si
castigator, fie cand toti cei 4 jucatori spun
consecutiv pas si nu mai sunt carti de ales,
ceea ce inseamna ca jocul s-a blocat si va
fi declarat Tnvingator jucdtorul cu cele mai
putine carti in mana.
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Exersati
1. Precizati care scriere reprezinta un interval. Corectati scrierile gresite pentru a obtine intervale.
a) (=4; 4); b) (3;0); o) [-3;3]; d) (-3; -4}; e) [5;10).
2. Precizati care dintre relatii sunt adevarate:
a) -1€(-4; 4); b) o e(-1;1); c) 2;‘/ge(ﬁ;\/?); d) -5€[-3;2]; e) 4 e(-3;4];
f)oe(-0,3;0,1); g)1€[-5;0); h)2€(2;8]; i)8e(2;8); D) 4e(-3;4]
3. Reprezentati pe axa numerelor multimile si stabiliti care dintre ele reprezinta un interval:
A={-2;4}, B={xeN|-25x=<4}, C={xeZl-25x<4}, D={xeRl-2sxs34}.
4. Scrieti sub forma de interval multimile urmatoare:
a){xeR |-8=<x<0}; b){xeR|2=x=<4}; c){xeR|o<x<5} d){xeR |-1<x<2}.
5. Scrieti intervalele urmatoare sub forma de multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor:
a)[-13); b) [-7;7); o) (-4;V8]; d) (-2,1(8);0,12(7)).
6. Se considera intervalul [-5; 4). Determinati:
a) cel mai mic numar intreg din interval; b) cel mai mare numar Intreg din interval;
¢) numarul de numere intregi din interval; d) suma numerelor intregi din interval,

e) diferenta dintre cel mai mare numar intreg si cel mai mic numar intreg din interval.

7. Reprezentati intervalele numerice pe axa numerelor, in fiecare caz In parte:

a)[-1;3); b)(4;6]; ©[0;2]; d)(-3;3); €)(1,5;3,5); f)[-/3;+/3] (pentruacest caz, fie utilizind o modali-
tate de a construi segmente de lungimi numere irationale date, fie utilizand aproximari ale acestor numere).

8. Scrieti intervalele corespunzatoare segmentelor despre care se cunosc:

a) [AB], cuA(-2) siB(4); b)(CD),cuC(-1)siD(3); c)lEF),cuE(-2)siF(5); d)(GH],cuG(-4)siH(-1,5);

e) [MN], cu un capat de abscisa 0 si MN = 3 (pentru ambele cazuri);

f) [PQ], cu mijlocul segmentului de abscisa 0 si PQ = 8.

9.Care scriere reprezintd un interval: a) (+o0; -2); b)[-2; +o0); )[3; +]; d)(-;4]); €)(0; +o0)?
Corectati scrierile gresite pentru a obtine intervale.

10. Precizati care dintre relatii sunt adevarate:

a)-1€(-1; +); b)oe(-9;3); €)0e(-2; +oo);d)1€(~;1]; €)7€(-3;7); Ooe(-3; +); g)-1€(-;1).
11. Scrieti sub forma de interval multimile urmatoare:

a){xeR | -5=<x}; b){xeR | x=< -1}; A){xeR|8<x}; d)fxeR|x<10}.

12. Scrieti intervalele urmatoare sub forma de multimi definite printr-o proprietate comuna a elementelor:

a) [6; +o0); b) [-6; +o0); €) (—o0;12]; d) (-0;16); e) (5,5; +o0).
13. Dati exemplu de interval care:

a) contine exact un numar natural, b) contine pe 2+/3;

¢) nu contine niciun numar intreg; d) contine numere oricat de mari;

e) contine exact doud numere naturale, dintre care unul sa fie capat al intervalului.

1/4. Reprezentati intervalele numerice pe axa numerelor:

a) [-1; +oo); b) (-0 ;3]; €) (=2; +0); d) (-o0; 4).
15. Scrieti intervalele corespunzatoare semidreptelor despre care se cunosc:
a) [AB, cuA(-3) si B(1); b) (CD, cu C(4) si D(3);

c) (EF, cu E(-1) si originea axei apartine semidreptei;
d) (GH, cu G(-5) si originea axei nu apartine semidreptei.

16. Care dintre relatiile urmdtoare sunt adevarate?

a) (4,51 < [4;5); D) [-2;1]c(-2;2]; ©)[0;3]C (-2} 5); d) (-2;5] c (-2; +o0);  €)(0;3) C(=5; -3).
17. Precizati care dintre relatiile urmatoare sunt adevarate:
a){x e R|x<-2}=(-00; -2); b){xeR |1=x<5}=(1; 5);

c)ixe Z| -1<x<1}=(-1; 1), d){xeR|-7<x=<3}=(-7;3].
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UNITATEA 1 Intervale de numere reale. Inecuatii in R

@ Descoperiti!

m Consideram intervalele (-1;3]si[2; 4), pe care le reprezentdm pe axa
numerelor reale:

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
1 |
1 |

(1,318

L3Nz a-2.3 F—

Intersectia a doud intervale este formatd din elementele comune ale
celor doud intervale.

In exemplul asociat, intersectia celor doud intervale se evidentiaza ca
zona comuna a celor doud segmente ce corespund intervalelor initiale;
zona comuna debuteaza cu valoarea 2 si se finalizeaza cu valoarea 3.

m Consideram intervalele (-oo; 3] si(2; +o0), pe care le reprezentam pe
axa numerelor reale:

—o0 -3 -2 -1 0 1 2

i
{

JER [N I Y
T

]

+

8

(2, +o00) £
(—o00, 3]N(2, +00)=(2,3]

Pentru a stabili tipul de paranteza pentru rezultatul intersectiei, se ra-
tioneaza astfel:

— dacd valoarea de capat apartine ambelor intervale, se va utiliza pa-
ranteza dreapta;

— daca valoarea de capat apartine doar unui interval sau nu apartine
niciunui interval initial, se va utiliza paranteza rotundg;

— daca valoarea de capat a intervalului rezultat in urma operatiilor de
intersectie este +o0 sau - oo, se va utiliza paranteza rotunda.

Rezultatul intersectiei a doud intervale poate fi un interval, o multime
formata dintr-un singur element sau multimea vida.

Operatii cu intervale numerice:
intersectia si reuniunea

Intervalele sunt multimi, deci putem efec-
tua cu ele operatiile studiate la multimi.

Pereche de .
intervale [-2;2] 5i (0;5)
-2 0 2 5
Intersectie [ ]
' ( )
(0_2]

[-2;2]1n(0;5) = (0;2]

Pereche de .
intervale [-2;2] 5i (2;5)
-2 2 5
| S
ntersectie
’ ()
(%]

[-221n(2;5) =2

P h .
| ereche de [2:2] si (-2:1)
intervale ’

-2 1 2
| SO I ]
ntersectie

’ (o )
(-2___1)

[-2,21n (-2;1)=(-2;1)

Dati exemple de intersectie a doua intervale
care este formata dintr-un singur element!
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i
Exemple!

m Consideram intervalele (-1; 3] si[2; 4), pe care le reprezentam pe axa

Pereche de [-2;2] i (0;5) numerelor reale:
intervale
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Reuniune -2 0 2 5 ! j -
[ ] (—1,3]¢ ] | |
(R ) . [—}’ (2,4)
[-2________ 5) (_]13]U[2!4)=(_13 4) € " 7
[-2:21U(0;5) = [-2;5) Reuniunea a doud intervale este formata din toate elementele celor
doua intervale, luate o singura data.
- In exemplul asociat, reuniunea celor doud intervale corespunde pro-
Pereche de [-2;2] si (2;5) C e o . . . .l
tervale 7 iectiei celor doua segmente prin care am reprezentat intervalele initiale,
- care are un capat corespunzator lui -1 si un capat corespunzator lui 4.
Reuniune -2 2 5 . v . v
[ ] m Consideram intervalele (-oo; 3] si(2; +o0), pe care le reprezentam pe
() axa numerelor reale:
[-2 5) —00 -3 -2 -1 0 1 23 4 5 +oo
[-2;2]1u(2;5) = [-2;5) £ 1 (-00,3]
: - : (2, +o0) —— j
f — )
Pereche de [-2;2] si (-2;1) (—oc, 3]U(2, +00)=(—00,400) = R
intervale Pentru a stabili tipul de paranteza pentru rezultatul reuniunii se rati-
eI ['2 1 2] oneaza astfel:
A — dacad valoarea de capat apartine ambelor intervale, se va utiliza pa-
[-2 2] ranteza dreapta;
— daca valoarea de capat nu apartine niciunui interval initial, se va
[-2;2]u(-2;1) = [-2;2] utiliza paranteza rotunda;

— dacd valoarea de capat apartine numai unuia dintre intervale, se va
utiliza paranteza dreapta;

— daca valoarea de capat a intervalului rezultat in urma operatiei de
reuniune este +oo sau - oo, se va utiliza paranteza rotunda.

Rezultatul reuniunii a doua intervale se poate scrie ca interval atunci
cand intersectia intervalelor initiale este diferita de multimea vida. Dis-

m . A . cutati la nivelul clasei cazul reuniunii a doua intervale disjuncte.
. 'm Exersam impreuna!

1. Scrieti rezultatele operatiilor de reuniune si de intersectie pentru urmatoarele perechi de intervale:

a) (-2;2) si(-3;0]; b) [-1;4] 51 [2; +o0); c) [-3;2]81[2;5);
d) (-o0; -4]8i(-6; +0); e) [-2;1) i (0; +o0); f) (-3; -2)si (- 1;0).
Rezolvare:

a) (=2;2)U(-3;0] = (-3;2), (-2;2)n(~3;0] = (=2;0]; b) [~1;4]U[2; +e0) = [-1; +e0), [-1;4]N[2; +o0) = [254];
) [-3;2]U[2;5) = [-3;5), [-3;2]n[2;5) = {2}; d) (-0; - 4]U(-6; +) = R, (-00; -4]n(-6; +0) = (-6; -4];
e)[-2;1) U (0; +o0) = [-2; +00), [-2;1) N (0; +o0) = (0;1); f) rezultatul nu poate fi scris ca un interval, o varianta
de scriere este: (-3; -2) u(-1;0) = (-3; -2) u(-1;0),(-3; -2) n(-1;0) =o.

2. Efectuati:

a)[-2;41nN; b)[-3;2)n Z; c)(2;51n{0;2;4;6;8%
d)(-2;2)ufr;2} e)(-7;-2)u{-7;-2} f)[-1;4)u{1;2;3;4;5}3
Rezolvare:

a)[-2;41nN=10;1;2;3;4} b)[-3;2)nZ={-3;-2;-1;0;1} ) (2;51n{0;2;4;6;8} ={4};
d)(-2;2)u{1;2}=(-2;2]; e)(-7;-2)uf-7;-2}=[-7;-2]; f) nu poate fi scrisda reuniunea

ca un interval, o posibila scriere a rezultatului este: [-1;4) u{1;2;3;4;5}=[-1;4]u {5}
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3. Copiati tabelul urmator pe caiete si completati dupa model:

Perechede |[[0;3]si(0;5) Pereche de (-o0; -1)si(0;7) Pereche de [-2;8]si(-1;0)
intervale intervale intervale
Reuniune 0 3 5 Reuniune Reuniune

[ ]

()

[o__ 5)

[0;3]u(0;5) =[0;5)

Intersectie Intersectie Intersectie

/. Determinati partea intreaga si partea fractionara a numerelor: 3,45; —7,12; 0,25.
Partea intreagd a numarului real x este numarul Intreg n cu proprietatean <x<n+1; [x] = n.
Partea fractionard a unui numar este diferenta dintre numarul considerat si partea sa intreaga; {x3 = x - [x].
[x] € Z, {x} € [0;1), pentru orice x numar real.
Rezolvare: 3 < 3,45 < 4 = [3,45) = 3 si {3,45} = 3,45 -3 = 0,45 € [0;1); -8 = -7,12< -7 = [-7,12] = -8 si
{-7,12}=-7,12-(-8)=0,88€[0;1); 02 0,25<1=[0,25] =05si{0,25} = 0,25 - 0 = 0,25 €[0;1).
5. Determinati multimile A= {xe R | (x1=1},B={xeR | (x1=-1},C={xe R | x = {x3 + 1}, apoi calculati A n B
siAuC.
Rezolvare: [x] =1 12x<2eA=[1;2);[X]=-1©-12X<0&B=[-0);x=X}+1leox=x-[X]+leX]=1e
<C=[1;2).AnB=gsiAuC=A.

Exersati
1. Reprezentati in fiecare caz 1n parte, pe axa numerelor, intervalele si rezultatul operatiei respective:
a) (352) U(0;1) = (052); (352) N (031) = (3511); b) [352] v (01 = (0523 [3,2] n (0,1 = [3,1);
o) [352) V(031 = (0;2); [352) n(0;1) = [331); d) (352 u ;1) = (03215 (352 n(051) = (33 1).
2. Reprezentati intervalele, in fiecare caz in parte, pe axa numerelor si calculati reuniunea si intersectia lor:
a) (-o0; 0) $i (-1;1); b) (=05 2) $1 [1; +eo); ) (1;4] 81 [1; +e0);
d) [-8;6]si[-2;2]; e) (-o0;0) i (0; +o0); f) (-oo0; 1] $i [1; +00).
3. Efectuati:
a) [-3;6)ui6l; b) [-4;5]U{-5;-2;0;5}; ¢©)[-4;5]1n{-5;-2;0;5}; d)(-3;2)U{-5;-3;0;2;5}
) (-3;2)n{-5,-3;0;2;5} ) (-3;2)u[-3;5); g8) (=3;2)n[-3;5); h) (-8;-2)u[-1;5);
i) (-5;5]1n[-6;2) Nz i) [2;12] U (3;18); k) [2;12] n (3; 18); 1) (-6;2,5)u(-5,6; 6).

4. Scrieti urmatoarele multimi sub forma de intervale, A = {x e R|x < 6}, B= {x e R|-2 < x < 9},
C={xeR|x2-1},D={xeR|-5<x= 5} siapoi calculati: AuB; CuD; AnB; BnC; DuC; (AuB) nD;
AuC,AnC;AnD;BuC;BnD;AnBnCnD;AuBuCuD.

5. Dacd n este numar intreg, scrieti ca intervale sau ca multimi finite de numere:
a){xeR|-1sxs4}n[-2;6]; b){xeR|-8=<x=-4}n[-4;6]; o) f{xeNIl-4sx<4}n[-2;3);

d){xeR|-1=x<2}u[2;6]; e){xeR|-8=sx=-4}u[-2;6]; f){fxeR|-1<x<4}n[4;5);
g){xeR|-5<x<7}uU(7;9); h){xeZ|-1sx<8}u[-2;5]; i) (-oojn +1]u(n;n +2);
j) [n-3;njun-2;n+2j; k) (=eo;n]n [n;0); D (nn+1)n(n;n+2).

6. Determinati doua intervale a caror reuniune reprezinta intervalul [4; 20) si a cdror intersectie reprezintd in-
tervalul (7;10]. De ce nu pot fi mai multe alegeri?

7. Determinati intervalul I care indeplineste conditiile:

a)Iu[-3;4)=[-3;6)siIn[-3;4) = (-L;4); b)In[-1,7]=[0;4]; c)IU[-3;5]=[-4;6].

8. Determinati numerele reale a sib, cua < b, daca:

a) [a;b] n[-3;4] = [-3;2]; b)(a;b)nZ={4}; ) a,b]nZ={-1;-2}; d)[a;b)n[-3;4]=[-13).
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Inecuatii de forma ax + b2 0 (5, <, >),
unde a,bc R

R veaminin

Propriettile relatiei de inegalitate: Inecuatia este o inegalitate intre doua expresii care contin atat marimi
1. Oricare ar fi numerele reale g, b, ¢, dacd ~ cunoscute, cat si necunoscute si care este verificata, de reguld, numai
asb,atuncia+csb+c pentru anumite valori ale necunoscutelor. Valorile necunoscutelor pen-

2. Oricare ar fi numerele reale a, b, ¢,  try care inegalitatea este adevaratd se numesc solutii ale inecuatiei.
daca abs b'd atunci ao'c sb-cdacac>0si O inecuatie este formata din doi membri intr-o relatie de tipul <
a-cz2b-caacac<0. A

(sau >, <, 2): membrul stdng < (>, <, 2) membrul drept.

3. Oricare ar fi numerele reale q, b, ¢, cu A ! . A Sad . loril .
c#0,daci a<b, atunci a:c < b:c daci ¢ > 0 rezolva o mecuatle Inseamna a determina valorile I'leCllTIOSCUtEI,

sia:cs b:c daci c<o0. dintr-o multime datd, pentru care inegalitatea este adevaratd. Multimea
4. Oricare ar fi numerele reale a b, ¢, d, solutiilor unei inecuatii se noteaza cu S.

dacdasbsicsd atuncia+csb+d. Rezolvarea inecuatiilor presupune aplicarea de transformari prin
Proprietatile sunt valabile si pentru inega- echivalentd asupra relatiilor de inegalitate, folosind proprietatile relatiei
litatile: <, > si 2. de inegalitate.

Q Descoperiti!

Rezolvati inecuatia3x-12<0

in N (multimea in Z (multimea in @ (multimea in R (multimea
numerelor naturale) numerelor intregi) numerelor rationale) numerelor reale)

3x - 12 £ 0 | +12 (adunare In ambii membri cu 12)

33X <12 33X <12 33X <12 3X<12

3x =12 |: 3> 0 (Impartirea ambilor membri la 3 care, fiind pozitiv, pastreaza sensul inegalitatii

X< 4 X=4 X< 4 X< 4

Solutia este formata din...

...toate numerele naturale | ...toate numerele intregi | ...toate numerele rationale | ...toate numerele reale

mai mici sau egale cu 4. mai mici sau egale cu 4. mai mici sau egale cu 4. mai mici sau egale cu 4.
S={xeN |x=<4} S={xeZ |x=4} S={xeQ|x=4} S={xeR | x=4}
S=1{0,1,2,3,4} S={....,-1,0,1,2,3,4} Nu avem posibilitatea de | Multimea solutiilor res-

a descrie altfel multimea | pecta descrierea unui
solutiilor! interval, deci S = (-0, 4]
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., Retineti!

Multimea solutiilor inecuatiei contine toate valorile care indepli-
nesc simultan conditiile:

— valorile verifica relatia de inegalitate;

— valorile apartin multimii de numere in care se cauta solutiile
(precizata in enunt, de regula).

in cazul rezolvarii inecuatiilor in multimea numerelor reale, multi-
mea solutiilor poate fi exprimata prin intervale.

_... Exersam impreuna!

1. Rezolvati ecuatiile urmatoare, iIn multimile precizate:
a)x+3=0,in7Z; b) 4x-2=0,1InQ; ¢)5-2x=0,InN;
d)o,5x+3=0,InR;  e)xv2+V8=0,InR; f)y3-xv2=0,inR,
Rezolvare:
a)x+3=0ex=-3eZ;e)xV2+J/8=z0exV2=-2V2ex=-2eR.

2. Rezolvati inecuatiile urmatoare, iIn multimile precizate:
a)x+3>0,inZ,; b) 4x-220,1n Q; c)5-2x<0,inN;
d)0,5x+%50,inR; e)xv2 +V8<0,inR; f)y3-xv220,inR.
Rezolvare:a)x+3>0ex>-3;S={-2; -1;0;1;2...};
e)XV2+V8<0exV2<-2V2 e Xx<-2;S=(-00; -2).

3.Fard a aplica transformari ale inecuatiilor, ci doar tinand cont de multi-
mile solutiilor identificatela 2., precizati multimile solutiilor inecuatiilor:
a)x+3<0,in7Z; b) 4x-2<0,inQ; ¢)5-2x20,inN;
d)o,5x+3>0,InR; e)xv2+V820,inR; f)y3-xv2<o0,nR.
Rezolvare: a) Dacd inecuatiax +3 >0 < x> -3,deci S = {-2; -1;0;1;2. ..},
atunci inecuatiax + 3 < 0aresolutiaS={..., -4, -3%

e) Daca inecuatia xv2 + V8 < 0 are solutia S = (-o0; -2), atunci inecuatia
xV2 ++/8 2 0are solutia S = [-2; +o0).

,, Retineti!

Inecuatii de formaax+b 20 (5,<,>),undea,be R, az 0, xeR

Inecuatia pax + b2 0 |-b-| 2 cazuri, dupd semnul coeficientului lui x

l:g>0
xz-b

a
ax>_—‘-|>ax2—b l:ig<o
x < —% | 8= (‘°°’ ‘%]

»>ax=-b

ax+b=0

Inecuatiile de forma ax+b = 0 (£,<,>), unde a,b € R, cua # o, se
numesc inecuatii de gradul I (intai), denumirea fiind datorata faptului
ca necunoscuta x este prezenta la puterea 1 (x = x'); a si b se numesc
coeficienti, iar b se numeste si termen liber (semnifica faptul ca nu este
inmultit cu necunoscuta).

A identifica o solutie (prin observare, in-
tuitie si probd) nu asigura rezolvarea com-
pleta a unei inecuatii (la fel la ecuatii);
rezolvarea completa presupune identifica-
rea completd a multimii solutiilor.

Consideram inecuatia 2x+5 > 0 si nume-
rele -2, 0,3,%,\/5. Toate cele 5 valori veri-
fica relatia de inegalitate, Tnsa:

— in cazul rezolvarii inecuatiei in N, vom
accepta ca solutii doar pe 0 si 3, deci mul-
timea solutiilor contine aceste doua valori
ca elemente, dar poate contine si alte va-
lori numere naturale; in fapt S = N;

— in cazul rezolvarii inecuatiei in Zz,
vom accepta ca solutii doar pe -2,0 si 3,
deci multimea solutiilor contine aceste
trei valori ca elemente, dar poate con-
tine si alte valori numere intregi; n fapt
S=Nu{-2, -1}

— n cazul rezolvarii inecuatiei in @, vom
accepta ca solutii doar pe -2,0,3 si %,
deci multimea solutiilor contine aceste
4 valori ca elemente, dar poate contine
si alte valori numere rationale; Tn fapt
S = (—%; +00) NQ (adica toate numerele
rationale din intervalul de numere reale
obtinut);

— n cazul rezolvarii inecuatiei in R, vom
accepta ca solutii toate cele cinci va-
lori, dar multimea solutiilor poate con-
tine si alte valori numere reale; in fapt

5= (+5: ).

gﬁ Activitate in perechi

> Colaborati in pereche si explicati strate-
gia folosita pentru a scrie cate o inecuatie
pentru fiecare dintre cazurile urmatoare:
a) inecuatia admite numarul 0 ca element
al multimii solutiilor;

b) inecuatia admite intervalul (-co; 4) ca
multime a solutiilor;

¢) numarul -2 nu este element al multimii
solutiilor inecuatiei.

> Rezolvati inecuatiile ax +b < 0,ax+b <0
siax+b>0,undea,b e R, cu a # 0, dupa
modelul alaturat. Ce se intampla daca a = 0?
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Acum stim,

deci putem rezolva!

Rezolvati inecuatiile urmatoare Tn multi-
mea numerelor reale:

a)3+2x25 b)2x-3<-3x+7;
c)(x-1)+2(x-1) -3(1-x) <6.
Rezolvare:c)(x-1) +2(x-1) -3(1-x) <6
S X-1+2X-2-3+3X<6 S 6Xx-6<6 <
SbX<12ex<2;S=(-00,2).

Rezolvam (x-1) +2(x-1) -3(1-x) <6 prin
alta metoda:

(x-1)+2(x-1)-3(1-x) < 6 & (x-1)+
+2(x-1) +3(x-1) <6.Notam x - 1=y si re-
zolvam inecuatiay +2y+3y <6 < 6y <6 <
< y < 1. Revenim la necunoscuta x si ob-
tinemx-1<1e x<2sixe R, rezultd ca
multimea solutiilor inecuatiei initiale este
S = (-00; 2).

Metoda prin care se utilizeaza o notatie
suplimentard fata de necunoscuta initi-
ala este o metodd algebrica, bazata pe
necunoscute auxiliare (secundare) si pe
substitutie (inlocuire). n cazul de fatd, ne-
cunoscuta initiald (principala) este x, necu-
noscuta auxiliara este y, unde y = x - 1, care
inlocuieste peste tot Tn inecuatia initiala
expresia x - 1.

> Acum stim,
deci putem rezolva!

not

Folosind notatia x-3%'m, rezolvati ine-
cuatiax-3+2(x-3)-2<5(x-3)+11In R,
prin metoda algebrica.

Atentie! Necunoscuta principald este x,
deci rezolvarea presupune determinarea
solutiilor pentru x.

,, Retineti!

Q Observatii

m Pentru inecuatia 5x+2 < 0 scadem din ambii membri 2, deci
5Xx + 2 - 2 <0 -2,siobtinem 5x < -2.

m Pentru inecuatia 5x -2 < 0 adundm in ambii membri 2, asadar
5X - 2+ 2 <0 +2,siobtinem 5x < 2.

In ambele cazuri, rezolvarea inecuatiei continua prin impartirea am-
bilor membri la 5, care este pozitiv, deci nu se schimba sensul inegalitatii.

_aSa Exersim impreuna!

1. Rezolvati inecuatiile urmatoare In multimea numerelor reale:
a)2x+820; b)2ax+5<0; C)4x+22>0; d)x++7<0.

Rezolvare: 2x +8 20 | -8 ©2x2 -8 [:2 @ X 2 -4; S = [-4; +o).

2. Efectuati proba sau utilizati altd strategie prin care sa verificati ca va-
lorile mentionate sunt solutii ale inecuatiilor date (in R):

a) x = 0 pentru 2017x + 0,(47) >0; b)x =1pentru 3x - /10 > 0.
Rezolvare: a) Inlocuim in inecuatia 2017x + 0,(47) > 0 pe x cu 0 si obtinem
0,(47) > 0, adevarat; x = 0 este solutie a inecuatiei 2017x + 0,(47) > 0.

3. Completati, pentru a obtine o afirmatie adevarata:

Dacd inecuatia 4x - 3 = 0 admite in R multimea solutiilor S = E, +oo), atunci
inecuatia 4x - 3 < 0 admite in R multimea solutiilor .....

Rezolvare: Daca inecuatia 4x -3 = 0 admite In R multimea solutiilor
S= E, +oo), atunci inecuatia 4x - 3 < 0 admite in R multimea solutiilor

= 2)

Q Observatii

m Inecuatia 3 + 2x = 5 poate fi adusa la forma ax + b = 0 folosind:

- proprietatea de comutativitate a adunarii, 3 + 2x = 2x + 3, deci inecu-
atia se rescrie: 2x + 3 2 5;

- scaderea cu 5 din ambii membri, 2x + 3 - 525 - 5,deunde 2x - 2 2 0.

m Inecuatia 2x - 3 £ -3x + 7 poate fi adusa la forma ax + b < 0 folosind:

- adunarea cu 3x in ambii membri, 2x - 3 + 3x < -3x + 7 + 3x si reducerea
termenilor asemenea, (2x + 3x) - 3= (-3x + 3x) + 7, obtinand 5x - 3= 7;

- scaderea cu 7 din ambii membri, 5x - 3 - 7< 7 - 7 sireducerea terme-
nilor asemenea, obtindndu-se 5x - 10 < 0.

Considerdm a un numar real, a > 0. In aceste conditii, a poate reprezenta o distanta. In imaginea ur-
matoare sunt evidentiate, Intr-un prim caz, toate punctele de pe axa cu proprietatea cd au distanta fata de
origine mai mica sau egala cu a, corespunzand tuturor numerelor reale x cu proprietatea ca Ix| < a si, n alt
caz, toate punctele de pe axd cu proprietatea ca au distanta mai mare decat a, corespunzand tuturor nume-
relor reale x cu proprietatea ca x| > a
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Acum stim,

>

Ce interpretare geometrica, in raport cu axa

deci putem rezolva!

acR,a>0
{zek||z|<a}={z€R| —a<z<a}

[~a,d] numerelor reale, putem dascrierii [x - 21 <1,
= 0 o unde x € R? Dar scrierii 12x+1| < 3,
y ' y = unde x € R?
—o —a 0 a +00 Rezolvare: 1x-21 <1 & -1<x-2<1e
; i - & 1< x <3, ceea ce corespunde intervalu-
— lui (1,3). Observam ca 2 corespunde mijlo-
{z€R||z|>a}={z €R|z < —a sau z>a} = cului segmentului determinat de capetele
(00 ,=a) U (a ,+00) de at')'sase 1si 3 f\stfel, pe axa, multimea
solutiilor reprezinta toate punctele aflate la
2a€R,a>0 distantd mai micd decat 1fata de numarul 2.
i Pentru cazul 12x+1l < 3 putem imparti
relatia prin 2, 2 > 0, tindnd cont si de

IXI<ae -a<x<aexe(-a;a),a>o; proprietatile modului, si obtinem prin

IXIsae-asxsaexe(-a;al,a>0; echivalenta relatia |x+%| < 3, pe care o

IXI > aeXe(-00; ~a) U (a; +00),a>0; aducem la forma |x— (—%)| < 3. solutiile

> - - .

IXI 2aeX€ (-0 -a]u[a;+e0),a>0. inecuatiei au ca reprezentare, pe axa nu-
merelor, punctele aflate la distanta mai
mica sau egala cu % fata de punctul de

_... Exersam impreuna! abscisi - %
Rezolvati ITn multimea numerelor reale inecuatiile:
a)IxI<3; b)ixI<6; ¢)ixi<-2; d)IxI>1; e)ixl=4; f)ixIz-2.

Rezolvare.a) IxI <3< x€[-3;3]; b)IxI<6exe(-6;6),S=(-6;6);

¢) Ix| < -2, modulul unui numar real este un numar pozitiv, deci S = g;
d) IXI >1ex e (-00; ~1)U(1; +00); €) IXI Z 4 XE (-00; = 4] U [4; +);
f) 1x1 =2 -2 © x € R; un numar pozitiv este mai mare ca unul negativ, S = R.

‘, Retineti!

in conditiile In care x, € R este un numar real dat (cunoscut) si x € R este necunoscuta, in tabel sunt evi-
dentiati pasii de rezolvare pentru inecuatiile urmatoare, precum si interpretarea pe axa numerelor:

Cazuri d e R, d = 0 (rol de distanta) d e R, d > 0 (rol de distanta)
|X_Xo|sd |X+Xo|5d |X_Xo|<d |X+Xo|<d
Pas1 -dsx-x,sd -dsx+x,sd -d<x-x,<d -d<x+x <d
Pas 2 X,~dsxsx +d -X,-dsxs-x +d X,~d<x<x,+d -Xx,~d<x<-x,+d
Pas 3 S=[x,-d;x, +d] S=[-x,-d; - x,+d] S=(x, - d;x, +d) S=(-x,-d; -x,+d)
Observatie Dacdd=0,S = {x;} Dacad <o,
o S=
Dacad<o0,S=9g @
Notatii A(x) punct oarecare de pe axa numerelor, de abscisd x; B(x, ) punct fixat de pe axa numerelor, de
abscisd x ; C(-x, ) punct fixat de pe axa numerelor, de abscisd -x,;
Interpretare AB=d AC=d AB<d AC<d
geometricain | poate punctele A si- | Toate punctele A situate | Toate punctele A si- | Toate punctele A situate
raportcuaxa |tyate la o distantd|la o distantd mai mica | tuate la o distantd |la o distantd mai mica
numerelor mai mica sau egald | sauegalacudfatideC. |mai mica decat d |decatd fatadeC.
cud fata de B. fatd de B.
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Cazuri deR, d =0 (rol de distanta) | d e R, d > 0 (rol de distanta)
Semnificatia In notatiile M(x, - d), M’(x, +d), P(-x, - d)siP’(-x, +d)
geometrica obtinem ca reprezentare pe axa a multimii solutiilor:
a m‘ﬂfimii segmentul [MM’] de | segmentul [PP’] de segmentul (MM’) de | segmentul (PP’) de
solutiilor lungime 2d ce ad- lungime 2d ce admite lungime 2d cead- | lungime 2d ce admite
mite punctul Bdrept | punctul C drept mijloc, | mite punctul Bdrept | punctul C drept mijloc,
mijloc, MB = BM’. PC =CP’. mijloc, MB = BM’. PC =CP’.
gﬁ Activitate pe grupe Q observatii
Completati pasii de rezolvare a inecuatii- La geometrie, punctul sta la baza oricarei constructii geometrice, este

lor in necunoscuta x € R, precum si inter- . . o o ~ . .oy . . .
- precum 3 . onotiune primara (la fel ca numarul in aritmetica) si nu are dimensiune.
pretarea geometrlca reprezentand pe axa ’ ’

. . s ) . .
multimile solutiilor: a) [x - 4] < 2; Put'et,l explica astfel de ce segmentele [MM’] si (MM’) au aceeasi lungime,
b) Ix+21 <4 ¢)Ix-11<5 d)|x+5 <1 desi [MM’] 2 (MM’)!

@ Reflectam!

Andrei vrea sa afle toate numerele reale care au proprietatea ca, daca la 3 adunam dublul unui astfel de numar,
rezultatul este cel putin egal cu 5. El isi aminteste etapele de rezolvare a unei astfel de probleme si redacteaza astfel:

Ve Pasul 1. Identificarea cunoscutelor si necunoscutelor
Notez cu x numerele care trebuie sd indeplineasca toate conditiile problemei.
Precizez ce tip de numere caut: x € R.

< Pasul2.) Scrierea relatiilor corespunzatoare datelor problemei

3 + 2x 2 5, unde conditia cel putin egal cu 5 este echivalentd cu mai mare sau egal cu 5.
Pasul3. Incadrarea relatiilor intr-un context teoretic invatat

Am de rezolvat ITn multimea numerelor reale inecuatia 3 + 2x = 5.

Cunosc faptul ca pot aplica transformari ale relatiei adunand sau scazand din ambii membri o ace-
easi valoare, respectiv inmultind sau Impartind ambii membri printr-un acelasi numar nenul, dar
n acest caz tinand cont de semnul numarului.

Stim ca solutiile unei inecuatii In multimea numerelor reale reprezinta o multime de tip interval.

Pasul 4., Etapa de rezolvare (constructia solutiilor)

/ 3+2x25 |-3(scad din ambii membri 3, ca sa separ cunoscutele de necunoscute)
Z +2x- % 25 -3 (reduc termenii asemenea)
222 [: 2 > 0 (impart ambii membri prin 2, mai mare ca 0, deci nu modifica sensul inegalitatii)

x 2 1six € R (tin cont de tipul de numere precizat in enunt); S = [1, +c0)

Pasul 5. Etapa de verificare (proba)

/ Nu pot verifica fiecare numar care apartine multimii obtinute in relatia initiald, dar pot:

- fie sd testez cu cateva numere, de exemplu capdtul finit al intervalului, un alt numar din intervalul
obtinut si un numadr care nu apartine intervalului;
- fie sa ma folosesc de proprietatea ca dublul oricarui numar mai mare sau egal cu 1 reprezinta un
numadr mai mare sau egal cu 2, la care, adaugand 3, obtinem un numar mai mare sau egal cu 5, ceea
ce imi spune ca valorile din interval verifica toate conditiile problemei.

Pasul 6. Formularea raspunsului

Numerele reale care indeplinesc conditiile date sunt toate numerele reale mai mari sau egale cu 1,
adica orice numar real din intervalul [1, +oo).

Va propunem sa rezolvati urmatoarele exercitii individual, apoi explicand unui coleg strategia folosita.
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Intervale de numere reale. Inecuatii in R

_ulln Exersim impreuna!

1. Determinati toate numerele reale care au proprietatea ca triplul unui ast-
fel de numar din care se scade 5 reprezinta un numar cel mult egal cu 10.
Rezolvare: Notez cu x numerele care trebuie sa indeplineasca toate con-
ditiile problemei, x € R. Atunci, 3x - 5<10 © 3x <15 © x < 5; S = (-0; 5].
2. Determinati toate numerele reale care au proprietatea ca sfertul unui
astfel de numar la care se aduna 3 reprezinta un numar mai mare decat 1.
Rezolvare: Notez cu x numerele care trebuie sa Indeplineasca toate con-
ditiile problemei, x € R. Atunci, % +3>1 @% >-26X>-8;S=(-8; +oo).
3. Determinati toate numerele reale mai mari sau egale cu 1 care au pro-
prietatea ca dublul unui astfel de numar din care se scade 10 reprezinta un
numar mai mic decat -2.

Rezolvare: Notez cu x numerele care trebuie sa indeplineasca toate condi-
tiile problemei, x = 1,x € R. Atunci, 2x - 10 < -2 & 2x < 8 & X < 4. Solutia
inecuatiei este x € (- 0; 4), dar conditia problemei este x € [1; +c0).
Asadar, solutia problemei este x € [1; +o0) N (-o0; 4) = [1; 4).

@ Reflectam!

2X3_ 7 < 0. Ce conditii de bund definire trebuie sa impunem?

Observam ca singura operatie care necesita conditii prin care sa asi-
guram buna definire (existenta sau faptul ca are sens matematic) este ope-
ratia de impartire din cadrul raportului. Astfel, raportul %
definit daca numitorul este diferit de 0, deci punem conditia2x -1z 0 <
oXz % Asadar, fractia (raportul) %este bine definita (are sens) pentru

oricarexe R - {%}

Fie relatia

este bine

‘, Retineti!

i-<0(>5s,2),

Etapele de rezolvare, In R, a inecuatiilor de forma X+ C

unde be R*, g, c € R sunt:

i a < >

Inecuatia | 7-°—-<0 >, s, 2)

Pas1. Scrierea si, eventual, rezolvarea conditiei de existenta
asupra numitorului: bx + ¢ z 0

Pas 2. Stabilirea semnului numaratorului sau daca acesta este 0.

Pas 3. Impunerea semnului numitorului astfel incat raportul
semnelor numaratorului si numitorului sa aiba ca rezul-
tat o fractie ce indeplineste conditia problemei.

Pas 4. Scrierea multimii solutiilor ca rezultat al intersectiei
multimilor rezultate la pasii anteriori.

> Produsul dintre douda numere (expresii)
este pozitiv daca ambii factori ai produsu-
lui au acelasi semn.

> Produsul dintre doud numere (expresii)
este negativ daca factorii produsului au

semne opuse.
> Raportul dintre doua numere (expresii)
este pozitiv daca numaratorul si numitorul
au acelasi semn.

> Raportul dintre doud numere (expresii)
este negativ daca numadratorul si numito-
rul au semne opuse.

> Un produs este 0 daca cel putin unul
dintre factorii sdi este 0.

> Un raport este 0 daca numaratorul este 0.
» Intr-un raport, numitorul nu poate fi 0.

> Acum stim,
deci putem rezolva!

Fie relatia alaturata, % <0.Daca x este o

variabila reala, care este multimea de va-
lori ale lui x pentru care raportul este mai
mic sau egal cu 0?

Enuntul implica rezolvarea unei inecuatii
pe multimea numerelor reale, cu particu-
laritatea cd membrul stang este o fractie
care trebuie sa fie negativa sau egala cu 0.
Cum numaratorul este 3, diferit de 0, re-
zulta ca fractia nu poate fi egala cu 0. De
asemenea, cum 3 > 0 (pozitiv), pentru ca
fractia sa fie negativa, trebuie ca numitorul
sa fie de semn opus numaratorului, deci
2x-1< 0. Am redus studiul la o inecuatie
de forma ax +b < 0.

2x-1<0 |+1 echivalent cu 2x < 1, de unde,
prin impartirea ambilor membri prin 2,
2 >0, rezulta x < 51, adica x € (—00; %)
Tinand cont ca multimea de valori in care
cautam raspunsul, in urma impunerii con-

ditiei de existenta, este R - {12}, rezulta

. . 1
multimea solutiilor S = (-00;—2).

Se poate remarca faptul ca putem corela
conditia de existentd (numitor diferit de 0)
cu conditia de semn a numaratorului, ast-
fel ca impunerea doar a conditiei 2x-1<0
le include pe cele mentionate anterior (op-
timizarea rezolvdrii). Totusi, este recoman-
dabil ca, intr-o astfel de abordare, sa faceti
precizarea ca rezolvarea tine cont de buna
definire a fractiilor, scriind conditiile de
existenta fara neaparat a le rezolva.
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- v A v
g;* Activitate in perechi a"m Exersam impreuna!

> Identificati si eXplicati diferentele dintre 1. Rezolvati in multirnea numerelor reale inecuatiile:

5X i - 1 . 3 -4 . -5 .
'“'::C“at“l]‘iz <d0 i" < Ot"ip(: rteZOI a) =1<0; b) 3 > 0; C) <0, d) x+3 < 0; e) X+ 4> 0;
vatl In iecare dintre inecuatiile date.
tiin R L V27 -
iy Y 7X3\/3 <0

6 . . .
> Analizati si formulati o strategie de f) “x-1829 g) 7-x= 0 h) 3x+ 1 iz 0;

rezolvare a inecuatiei 32 < 1. cum se  Rezolvare: a)x—f1 < 0.Cum1 > 0, fractia este negativa daca x - 1< 0. Aceasta
modific strategia de rezolvare in cazul  conditie include si conditia de existenta a fractiei: x - 1# 0; S = (-0 ; 1);
inecuatiei 25 < 1? i)V27’3\/§ 3\5'3\/—

x-3% <0e 3 <0@0<0fals@

<0&

2. Precizati valoarea de adevar a enuntului urmator: Inecuatia X 43 20,

x € R, este echivalentd cu inecuatia le* 3= 0,x € R. Argumentati.

Exersati

1. Efectuati proba sau utilizati alta strategie prin care sa verificati ca valorile mentionate sunt solutii ale inecu-
atiilor date (in R):

a)x =4, pentrusx -2=3; b)x=2,pentru2x - 4>0; c)x= —%, pentru 4

3X+0,250; d)x=+/5, pentrux+/5 - 2,3<0.
2. Completati, pentru a obtine afirmatii adevarate:

a) Daca inecuatia 3x - 2 < 0 admite in R multimea c¢) Daca inecuatia 4x - 8 < 0 admite in R multimea

solutiilor S = (—oo;%), atunci inecuatia 3x-2 2 0 solutiilor S = (-o0; 2], atunci inecuatia 4x - 8 < 0 ad-

admite in R multimea solutiilor .... . mite mv[Rf rnulglr'nea solutiilor ... o )

b) Daci inecuatia 5 - 2x > 0 admite in R multimea d) Daca inecuatia 3 - 3x = 0 admite in R multimea

solutiilor S = (‘00'2) atunci inecuatia 5-2x = 0 solufiilor § = (~eo; 1], atunci inecuatia 3 - 3x < 0. ad-
’ 270 ’ mite in R multimea solutiilor .... .

admite Tn R multimea solutiilor .... .

3. Rezolvati inecuatiile in multimea numerelor reale:
a)10x - 5 = 0; b)2x -9 <o0; C) 4x-12 > 0; d)x-+V/8<o0;
e)2x+320; f) 5x+ 0,2 < 0; g) 0,3X +1,2X > 0; h) 2xv2 + V6 < 0.
4. Determinati multimile:

a)A:{xeR | 2sX22 2<1} b)B:{xeR | —ps 21 1<3} c){er |2<3X+10_5}.
Indicatie: a) —zs%sﬂ 36 -6<x-253|+2e-4<x<5; A=[-4;5]).

5. Rezolvati inecuatiile in multimea numerelor reale:
4 5o < 2 _X
x7320; b)_3x g<0; C)AX d)-5+5<o0.
6. Aduceti la forma ax + b = 0 sau echivalenta (<,<,>), unde a # 0, inecuatiile urmatoare, apoi rezolvati-le In
multimea numerelor reale:
1

a) Lx+1<3; b)2x+623-% ¢)8x+3>9x-4; d)3(x+1)=<x+3; e)3+3>3+3

f)2X—1<2X+3; 8)4—X25—X; h)X;2<X

X+, i)3(1-2x) 23(1-x) -3x; j)xV8+1<2xV2 +2°.

7. Folosind notatiile date, rezolvati inecuatiile urmatoare, in R, prin metoda algebricd:

a)3(1-x) - 4(x-1) +1>3x-3;notatiax-1=a; b)x+(-x) - 2(-x) 23(-x) - (-x) - 2- [1 - (-x)]; notatia -x = t;
c) (x——) +3(2x 1) +2< 3(———),n0tat1ax——-b d)2-(3x-+/3) +22/3(x4/3-1) ++/3;notatiax/3-1=t.
8. Activitate in pereche

Pornind de la inecuatia in necunoscutat, t e R,3(t-2) +2-[-(3t +1) - 2] + 12 2t - 5, rezolvati inecuatia cores-
punzatoare, in necunoscuta x, stiind ca t"% 2x + 1. Ce strategie de rezolvare ati utilizat?

9. Rezolvati in R inecuatiile urmatoare si interpretati geometric In raport cu axa numerelor reale:
a) |4x - 2| <3; b) |2x + 5] S 1; ¢) 11 -2xl < 4; d) Ixv2l =1
e) |4 - 2x| 2 0; f) 13 - 5x| < 0; g) 11~ 4x| > 0; h) |-x 5] <o.
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Recapitulare

D,

Pentru exercitiile 1-4, completati spatiile punctate cu rds-
punsul corespunzdtor pentru a obtine propozitii adevdrate.

1. Scrierea multimii {x € R |3 < x < 8} sub formad de in-
terval este.....

2. Numerele Intregi din intervalul [- 4; 4) sunt ....

3. Suma dintre cel mai mic si cel mai mare element al
intervalului [-3;5] este egala cu.......

4. Solutia, in multimea numerelor reale, a inecuatiei
3x - 5= -2 este intervalul ........

5. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

a)2,(5)€(2;3); b)(—4;4)c[—4;5); ©)(0;5)cN;
d) (0;5) cR; e)-2¢e(-3; -2]; f)2€[0;4);
g)V5€(2;3); h)mwe(-3;4); 1)(-3;3)c[-3;3);

j) £0;33 C[053); K) (-0;3) C (-0; 4);

1) 4—37 * 7—411 * 11 ~516 € (%’ %)

6. Scrieti cate trei numere reale care apartin intervale-
lor indicate: a)(-1;1); b)[2;3]; ©)(3; +).

7. Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii:
a)5°+100:5%>€[-1;5]; b)-1,5-6°€[-2;4);

€) 1037 ¢ (0; +o0); d)2+22-23€[-1;9).

8. Reprezentati pe axa numerelor multimile de nu-
mere reale care satisfac relatiile:

a)x < -4; b)x=o0;

c)x<6six>-8; d)x<-4saux=1.

9. Scrieti sub forma de interval multimile:

A={xeR |x=43, B={xeR | -1sx=3},
C={xeR | x1=4}, D={xeR | x4},
E={xeR|Ix+11s1-+v2},

F={xeR |Ix+2122/3-5}.

10. Determinati:

a) cel mai mic numar intreg din intervalul [-3; 2,5];
b) cel mai mare numadr Intreg din intervalul [-4;3/3];
¢) numarul de numere Intregi din intervalul [-7; 6);
d) suma numerelor intregi din intervalul (-5 6);

e) suma dintre cel mai mare si cel mai mic numar in-
treg din intervalul (-3; 3];

f) diferenta dintre cel mai mic si cel mai mare numar
intreg din intervalul [—?; 5).

11. Scrieti sub forma de interval multimile:
A={xeR|1x1s3}siB={xeR | |2x-3| 5}

a) Calculati suma numerelor Intregi din intervalul A.
b) Dati un exemplu de numadr irational din intervalul B.
c) Efectuati: AUB,AnB,(AuB)nZ,AnBnN.

12. Calculati:
a) (-0; 41U (0;5); b) (-10;5) n[0;2];
€) [2; +0) N (3;8); d) (-2;51n{-2;5}

e)[-3;0]n[o0;8]; f) (-1;5]1n(6;12];

8 (-&i5)n (-5 W (-355)vlog)
13.FieA = [-2;5)siB = (-5;2].

Efectuati: AuB,AnB,(AuB)nN,AnBnZ.

14. FiemultimileA= {xe R | |2x-5| =7} si

B = {x eR | -1< % < 7}. Calculati: A, B, AUB,
AnB,AnN,AnBnZ.

15. Determinati cel mai mare numar real a si cel mai
mic numar real b pentru care: |x - 4| < 3six e [a;b].
16. Se considerd multimile A = {xe R | x > 3},
B={xeR |Ix1=0,5},C={xeR | |2x-3| <5}.

a) Scrieti multimile sub forma de intervale.

b) Determinati card(B n Z).
¢)CalculatiAnB,AnC,AuC,BuC.

17. Scrieti multimile sub forma de intervale si apoi
efectuati A n B, card(Bn N), unde

A={xeR | |x—4|58}$iB:{xeR I —35¥<7}.

18. Fiemultimile A = [a;b],B={xe R | c<x<d},undea
este a2025-acifra anumarului 1,23(45), b este cel mai
mic multiplu de doua cifre al numarului q, c este solu-
tia ecuatiei *5+ - *52 = 15i d este cel mai mare numar
intreg care verifica inecuatia % 2 0.

Determinati multimileA, B,AuB,AnB,AnZ,BnN
siAn{xeR ||3x- 6] <15}.

19. Reprezentati pe axa punctele M(-4), N(3)
si P(5). Calculati lungimea segmentelor [MN],[NP]
si [MP]. Daca A este intervalul reprezentat pe desen
de [MN], B este intervalul reprezentat de (NP), C este
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intervalul reprezentat de (NP, iar D este intervalul re-
prezentat de [PM, determinatiAuB,BnC,CuD,AnD,
(BuC)nD,(AnC)u(BnD)si(AuD)nZ,.

20. Determinati reuniunea si intersectia multimilor:
a)A:{xeRI—5<2X 7<1}$iB:{xeR||3—4x|59};
b)A={xeR | Vx-6)><4}siB= {xeR I 2;“:252}-

21. Verificati daca:

1

a)1—+2—3+ﬁ [051],

2 2 2

2
C)ﬁJ' 5t5.7% %3023 2025

22. Calculati reuniunea si intersectia multimilor
A={xeRIg%
(a; b) verifica expresia v/(a + 2)2 + V(6 - b)> = 0.

23. Daca n este numar natural, scrieti sub formad de in-
tervale multimile: a) (-oo; n) U [N; + oo);

b) (-eosn]n(m;n+2); C)[n+1;n+3)u(n+2;+00);
d) (-n;myn(-n?n?); e)(mn+1)n(n;n+2).

2/. Determinati numere naturalea, b, a < b, pentru care:

b) 23Y3 ¢ (4,5; 6);

€ (0;1).

> 0} si B = [a;b], unde perechea

a) (a;b) nN = {4}; b) [a;b]nZ = {-5}
c)(a;b)nN ={1;21; d) [a,b]nZ =§{-2; -1}.

25. Aratati ca, daca numerele reale x si y verifica relatia
X2+Y>—/4Xx +2y =20, atuncix e [-3;7]siy e [-6;4].
26. a) Aratati ca a = V(x - 10)> + /(x + 2)*> € N, pentru
oricare x € (-2;10).

b) Ardtaticd a = v/(x - 10)* + \/(x + 2)? € N, pentru ori-
care x € (-2;10).

Indicatie: a) a = J(x-10)2+/(x+2)> = |x-10| +
IXx +2] =10 - X + X + 2 = 12 pentru x € (-2;10).

27.a) Stiind ca (a - 3)> + (b + 6)> =16, arataticaa > b.
b) Stiind cd (a + 4)2 + (b + 20)> = 25, aratati cda > b.
Indicatie: a) Daca (a-3)>+(b+6)> = 16, atunci
(a-3)> <16 si (b+6)> < 16. Obtinem |a-3| £ 4 si
Ib+6l|<4,deunde-1<a<7si-10sbs<-2.

28. Fieintervalul I = [2 + 2' ;18 - 2] ne N*,

a) Determinati intervalele L,L,L,1,L, L.

b) Calculatil, n N,I5 nN.

c) Demonstratical cI  pentruorice n e N*,

Test de autoevaluare
Incercuieste litera corespunzdtoare rdspunsului corect.

1. Cel mai mic numar Intreg din intervalul (-2; 4] este:
a) —-2; b) -1; c)o; d) 4.

2. Scrisa sub forma de interval, multimea
A={xeR | -2<x<3}este:

a) (=23} b)(-23); ©) [-2;3]; d)[-253).

3. Intervalul (-0 ; 0] este egal cu multimea:

a)ixeR | x<o0}; b){xeR | x<o};
o)ixeR | x> o0} d)ixeRIx=o0}

4. Multimea solutiilor reale ale inecuatiei 2x + 4 = -2
este:

a)(=;3]; b)(-e0;-3]; €)[-3;+c0); d)[3;+00).

FI$A DE OBSERVARE A COMPORTAMENTULUI

5. Numarul de numere intregi din intervalul [ - 3; 3) este:
a) 5; b) 6; c)7; d) 8.

6. Reuniunea multimilorA = {xe R -3<x+2<6}si
B={xeR x| < 6}este:

a)[-6;6]; Db)[-54); ©)[-56); d)[-6;4)

7. Suma modulelor numerelor intregi din intervalul
[-2;+/5) este egala cu:

a) —2; b) o; c) 6; d) 10.

8. MultimeaA = {xeR | [3x - 9| < 6} este egala cu:
a)[-5-1]; b)[L; 5]; A (@5);  d)[-6;6].
9. Solutia inecuatiei > x 36 < -1este:

a)[_2;+°°)y b)(—oo,—Z), C)(_2;+°°); d)(—oo;—z],

Punctaj: 1p din oficiu; fiecare problemd 1p.
Timp de lucru: 35 de minute.

La finalul fiecarei unitati de invatare (un set de lectii) este util sa va autoevaluati comportamentul in procesul de invatare si nivelul
de competente atins, completand o fisa de observare dupa modelul acesteia. Ea se refera la implicarea voastra pe parcursul unitatii
de invatare si la rezultatul obtinut la testul de autoevaluare propus la finalul ei. Adaugati fisele la portofoliul personal.

Am intrebat cand am
avut neldmuriri*

Am colaborat cu colegii
la activitdtile propuse*

M-am pregatit pentru
fiecare lectie*

Am progresat
ininvdtare prin
parcurgerea acestui set
de lectii

Referitor la test

(e am recitit inainte si dupa test pentru

Punctaj obinut aimbunatéti peformanta

*Rdspunsuri posibile: nu, partial, da
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Teste de evaluare

TEST 1

1. Reprezentati pe axa numerelor urmatoarele

intervale:

a) (-3;4); b) (-e0; 0]; €) (2; +o0).

2. Scrieti sub forma de interval multimile:

a){xeR|-1=x=<8} b){xeRI|xz-5};

c){xeR | ixI <8}

3. Efectuati operatiile cu multimi:

a) (-2;4)u{0;1;2;3;4} b)[-7; -2]nN;

Q) (-2;3)V[-1;5]; d) (4,9)n[5;7];

e)[-1;2)n[-5; -1]; f) (-o0; 6) U (0; +00).

4. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile:

a)1-3x<7; b)3x-522(x+2) - §;

Q) [x+3|<7; dyEL-F2x

5. Determinati numerele reale a si b pentru care:

a)[a;1]u [-1;b] =[-6;5]; D) [-6;a) n(b; 6] = (-3;2).
Punctaj. 1p din oficiu, 1. 1,5p; 2. 1,5p; 3. 3p; 4. 2Pp; 5. 1p.

Timp de lucru: 50 de minute.

Intervale de numere reale. Inecuatii in R

Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

TEST 2

1. Reprezentati pe axa numerelor urmatoarele multimi:

a) (-1;1)U[2;3]; b)(-8;0]nN; ¢)(-2; +o)nZ.

2. Scrieti sub forma de interval multimile:

a){xeR|-2=xsix<4}; b){xeR|x<2saux25};

c) {xeRlixI 23}

3. Efectuati operatiile cu multimi:

) (=2;4)n{0;1,2;3;4}D) [-7; ~2]n (= 7; -2);

) (=5 ) U [-15]; d) (4,9)n[657];

e)[-1,2)n[-5; -1]nN;

f) (-o0; -6) U (0; +o0) U [-6;0].

4. Rezolvati in multimea numerelor reale inecuatiile:
1-3x -5

a)~—-<4; b)53720; O |-2x+3| =2
x-1_1-x 2x-2 . 17
d)55=+ T+ =533

5. Determinati numerele intregi a si b pentru care:
a) [a;b] c{xeR|-3=<x+3<4}si{-6;1} c [a;b];
b) [a;b] c {x e Rl |x-3| <1} si3 e [a;b].
Punctaj. 1p din oficiu, 1. 1,5p; 2. 1,5p; 3. 3p; 4. 2Pp; 5. 1p.
Timp de lucru: 50 de minute.

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Folositi semnele € (apartine) sau ¢ (nu apartine)
pentru a completa enunturile urmatoare, astfel incat
sa reprezinte afirmatii adevarate:

atl...... {3%,3%,3*,3°}
b)-3...... {(=3)°,(-3)",(-3)*};
2. {1,1,5;2;2,5;3;3,5; 43 4 5; 5};
d)0,1(3) {Liiii}

yA\D ) oo e 45,45)15,45)45 )
e)V2 ......{1;1,4;1,41;1,42;1,5; 2}

2. In fiecare caz, dati exemplu de element al multimii:
a)A={xeZ | 1x1=4}; b)B={xeZ |2x-1=x-(-3)};
A)C={xeQ|2(1-x) =-5}

3. Se considera intervalele de numere reale I = [2;5],
J=[2;5), K= (-0 2] $iL = [2; +0o).
a) Stabilitivaloarea de adevar a enunturilor urmatoare:

i.v/10 €1, ii.@e]; iii. (-2)?9 € K; iv.(-2)*Y e L.

b) Reprezentati intervalele date.
c) Folosind eventual reprezentarile pe axa, efectuati
urmatoarele operatii cu intervale:

LIVJ;JUuK;IuL; ii.In];InK;InL;JnK;JnL; KnL.
d) Rescrieti intervale ca multimi definite printr-o
proprietate comuna a elementelor lor.
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4. Precizati care dintre multimile urmatoare sunt in-
tervale de numere reale, apoi pe cele care indeplinesc
conditia de interval scrieti-le sub forma de interval:

a)A={xeR|o=<x<8} b)B={xeQ | -1<x<1};
o)C={xeR|-v2<xs-3};d)D={xeZ | -3sx<2};
e)E={xeR\ Q| -c0<x<3}; f)F={xeN | 0<x< +oo};
g)G={xeR |-0o<x<-1}; h)H={xeQ |2=sx<2}

5. Rezolvati inecuatiile in multimea numerelor reale:
a)3X-25X+7; b)—2(1—2x)<3x+%;
2X d)o,3x+0,120;

1.x-1 .

C ?+§>T+2,
1-x 2(x+2) 3(2-x).
3 2 )

e) X 2+2x-1> £+0,5 fx+1<
g) l2x - V2| 22+ V2; h) |x-5|23.

6. Rezolvati inecuatiile in multimea numerelor reale,
asigurandu-va ca operatiile matematice implicate

sunt bine definite:
1 . 2x+2) .
A)yi3<3; )gaj35<2,
1 2 3. 1 5
C)x+1+x+1<x+1’ d)|Y|+2<|Y|'

gﬁ Activitate pe grupe

7. Dati exemplu de interval inchis de numere reale
care are proprietatea ca produsul valorilor de la ca-
pete este egal cu -288, capetele fiind exprimate prin
numere intregi. Comparati exemplele la nivelul clasei.
Explicati de ce pot fi mai multe raspunsuri. Cate inter-
vale distincte indeplinesc conditia problemei? Expli-
cati strategia de rezolvare.

8. Dati exemplu de interval:

a) In care cel mai mare element natural este 5;

b) deschis, care contine exact 10 numere intregi, nu
toate pozitive;

¢) Inchis, care are proprietatea ca media geometrica a
capetelor sale este egala cu 6;

d) care contine orice numar intreg mai mare decat 5;
e) care contine orice numar natural cel mult egal cu 5;
f) care este inclus in intervalul [2, 3);

g) care este inclus in intervalul (v2,/3);

h) care are capetele egale;

i) care nu contine pe 3, dar contine pe 4.

9. Se considera egalitatea urmatoare:
[a,a+2)={xeR | a<x< 8- a}. Determinati valoarea
reala a numarului a. Explicati rationamentul folosit.

Activitate pe 10 grupe de elevi:

Se considera numerelerealea, b, csid, cu proprietateacda<bsic<d, precumsiintervalelel = [a; b|,L = (a; b),
L =[a;b) siI, = (a;b], respectiv], = [c;d],], = (¢;d),], = [c;d) siJ, = (c; d]. Cele 10 grupe de elevi vor primi spre studiu

urmatoarele perechi de intervale:

G1 G2 G3 G4 G5
L,], L,], L,], L,J, L,J,

G10
Q’L

G6 G7 G8 G9
L,J

3 2774 3773 3774

In functie de ordinea valorilor a, b, ¢ si d, inclusiv considerand ca unele dintre ele pot fi si egale, fiecare grupa
va studia rezultatul operatiilor de reuniune si intersectie pentru perechea de intervale repartizata.
Pentru a veni in sprijinul vostru, evidentiem cazurile ordonarii celor 4 numere:

a<b<c<d a<b=c<d a<c<b<d
a<c<b=d

a<c<d<b

Formulati concluzii privind:

a=c<b<d c<a<b<d a<b<c<d
a=c<b=d c<a<b=d
a=c<d<b c<a<d<b

c<a=d<b c<d<a<b

— tipurile de rezultate ale reuniunii: un singur interval, doua intervale;
— tipurile de rezultate ale intersectiilor: multimea vida, multime formata dintr-un punct, interval cu capete

distincte;
Prezentati rezultatele la nivelul clasei.
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. Calcul algebricin R

e

Operatii cu numere reale
reprezentate prin litere
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9 Ne amintim!

A. La cumpdrdturi, Andreea a pus 1n cos 2 kg de mere
si 3 borcane cu iaurt. Se gandeste ce suma de bani ar fi
necesara pentru a achita produsele, Insa trebuie sa se
intoarca la rafturile cu produse sa afle preturile sau sa
foloseasca un cititor de coduri de bare!

B. Fie punctele distincte A, B si C pe o dreapta, ast-
fel incat C sa se afle intre A si B. Pe o altd dreapta,
Andrei are de construit un segment a carui lungime
este suma dintre dublul lungimii segmentului AB si
triplul lungimii segmentului BC. Cum va proceda?

Ce stim (cunoscute):
Numarul kilogramelor de mere: 2
Numarul borcanelor de iaurt: 3

Ce stim:
Ce reprezinta dublul (de doua ori)
Ce reprezinta triplul (de trei ori)

Ce nu stim si putem nota prin trei litere:
Pretul unui kilogram de mere - x (lei)
Pretul unui borcan de iaurt - y (lei)
Suma totala de plata - s (lei)

Ce nu stim:

Lungimea segmentului AB: x (cm)

Lungimea segmentului BC: y (cm)

Lungimea Intregului segment de construit: [ (cm)

Ce relatii putem scrie?
[=2x+3y

Ce relatii putem scrie intre cunoscute si necunoscute?
S=2X+3y

Q Observatii

# o o -~ o
#*  Activitate in perechi Utilizdm litere, de reguld litere mici ale alfabetului, pentru a nota necu-

T cadrul perechii, alegeti fiecare cite una noscutele dintr-o problema (litere diferite pentru necunoscute diferite).

dintre problemele A. si B. Asociati valori
corespunzatoare realitatii sau posibilitatii
de reprezentare prin desen pe foaia caie-
tului pentru necunoscutele x si y si deter-
minati s, respectiv [.

)

Reflectam!

O scriere ca cea alaturata se mai numeste
expresie algebricd si se poate nota E(x,y)
= 2x + 3y, evidentiindu-se in paranteza ne-
cunoscutele care intervin in calcul. Putem
atribui (putem da, putem asocia) valori ne-
cunoscutelor dintr-o expresie si astfel sa
calculam valoarea acesteia.

In cazurile evidentiate anterior, literele ascund numere pe care, din
datele problemelor, nu le cunoastem initial.

Definitie

O expresie algebricd este o scriere ce contine numere si litere (ne-
cunoscute) legate intre ele prin simboluri ce corespund operatiilor
matematice (adunare, Inmultire etc.). Numerele reprezinta coeficientii
expresiei si literele reprezinta partea literald a expresiei.

_a¥a Exersim impreuna!

In scrierea 2x + 3y putem efectua calculul numai cand stim valorile ce
corespund celor doua necunoscute, x si y!

Calculati E(1;2) si E(-3; -4) pentru E(x,y) = 2x + 3.

Rezolvare: Atribuim necunoscutei x valoarea 1 si necunoscutei y valoa-
rea2,deci E(1;2) = 2-1+ 3 -2 = 8. Efectuati calculul pentru E(-3; -4)!
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a8y Exersim impreuna!

> Care sunt coeficientii si care este partea literala a expresiilor:
a) E(x) =12x5 b)E(x,y) = 4x?y3; c)E(a,b,c) =a*bcs; d)E(x) =207

Rezolvare: ¢) Pentru E(a, b, c) = a*bc® coeficientul este 1 si partea lite-
rald este a%bcé, implicand necunoscutele a, b si c;
d) E(x) = 20, asadar coeficientul este 20 si partea literala este x°.

» Ana are cu 1 leu mai mult decat Maria. Ce suma are fiecare fata, daca
dublul sumei Anei impreuna cu triplul sumei Mariei reprezinta 52 de lei?

Rezolvare: Notand cu x suma de bani a Mariei, suma de bani a Anei este
X + 1. Rezolvam ecuatia: 2(x +1) +3X =52 2X+2+3X =52 < 2X + 3X = 50
& 5X = 50 < x = 10. Asadar Ana are 11 lei si Maria are 10 lei.

Termenii 2x si 3x se numesc termeni asemenea (au aceeasi necunoscuta
la aceeasi putere), intre acestia putandu-se efectua calcul de tip adunare
sau scadere, denumit si reducerea termenilor asemenea.

Definitie

Doi termeni ai unei expresii algebrice se numesc termeni asemenea
daca au aceeasi parte literala.

@ Exemple!

Termenii 3a> si a> sunt asemenea. La fel si termenii 5ab si ba! Termenii
2x si 2y nu sunt asemenea. La fel si termenii 2x si 2 x2!

Exemple de reducere a termenilor asemenea:
3a>+a?>=(3+1)a>= 4a?* 5ab - ba = 5ab + (-1) ab = 4ab. Am folosit pro-
prietatile operatiilor studiate.

> E(x) = 5x> este o expresie algebrica for-
mata dintr-un termen cu coeficientul 5
si partea literala x°. Aceasta expresie de-
pinde de o singura necunoscuta: x.

> E(x,y) = 2x + 3y este o expresie algebrica
(care depinde de doud necunoscute) for-
mata din doi termeni, primul termen, 2x,
are coeficientul 2 si partea literala x, iar al
doilea termen, 3y, are coeficientul 3 si par-
tea literala y.

> E(x) = 4x + 8x - 5x este o expresie alge-
brica formata din trei termeni asemenea.
Putem efectua calculele: E(x) = x(4 + 8 -5) = 7x.

Am folosit in anii trecuti expresii algebrice?
»Stimca2+3=3+2sau5+6=6+5 Adu-
narea numerelor este comutativa pentru
orice numere reale. Exprimam aceasta pro-
prietate astfel: a+ b=b +q, oricare a,b € R.
> Aria unui dreptunghi o exprimam pe scurt
A=L-l.Deexemplu,dacaL=5cmsil=4cm,
aria dreptunghiului este A=5-4 =20 cm?
Scrie si tu astfel de relatii care sa reprezinte
calcul cu numere exprimate prin litere.

Cititi cu atentie informatiile din tabelul urmator si formulati concluzii privind exemplele de calcul cu numere
reprezentate prin litere. Prin aceste exemple v-ati reamintit reguli si proprietati ale calculului numeric si ati putut
observa ca regulile si proprietatile operatiilor cu numere se pot aplica si calculului cu numere reprezentate prin litere.

Calcul numeric

Exemple de calcul cu numere
reprezentate prin litere

Observatii

+

2.7=2-7+3-7=(2+3)-7=5-7; |ax+bx=bx+ax=(a+b)x;
2:7=(3-2)-7=1-7=7; ax-bx=(a-b)x
3-7=(3-3)-7=0-7=0; ax-ax=(a-a)x=0-x=0;

3-7
3-7
3-7

comutativitatea adunarii,
factor comun, reducerea
termenilor asemenea

53=5:5:5;53 5= 535 XESX X oo X5 XT X =X

53:55: 53-5: 5-2; de n ori
(5%)7 = 537 = 57, XX = X ()T = X

ridicarea la putere, putere,
proprietati ale calculului
cu puteri

xX-Yr=x"-yryx:)r=x":y",yz0.

35.33:33.35:33+5:38;

(4-3°)-(5-3)=(4-5)-(3%3) =

=20-335=20-38,

X5 - X3 :X5+3:X8;
ax"-bxm=(a-b) -(x"-xm) = abx"m,
ab3.-a*bc=(a-a?>)(b3-b) -c=a3b4c.

comutativitatea inmultirii,
efectuarea Tnmultirii intre
numere si Intre puteri de
aceeasi baza

AVAE VA EYAETR

(25-42):(5-47) = (25:5) - (4°:47) = 5 - 4.

ay" i(by"‘) =(a:b) -(y";ym) :%yn—m’

y#0,bzo0

impartirea numerelor si
puterilor de aceeasi baza
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Expresia ay":(by™) difera de expresia > 3?-(22-5-34) =32.22-5.32.34=(3.2)2-5.3%%=62-5.36
ay":by". Explicati, cu ajutorul proprietdti- > x2. (y2-5-x4) =x?-y2 - 5. x2- Xk = (X-Y)? = 5-X>*4 = (xy)? - 5X%;
lor si regulilor de calcul studiate! P (63-2-462):(=42) =43:(-42) -2 42 (~4>) = =4+ 2 0= -4 +2 = -2;

* > (a3-2-a?):(-a*) = a3:(-a*) -2-a*:(-a?) = -a*+2-a° = -a+2 =
#% Activitate pe grupe =2-a,a#o0.

Expresiile care contin numere si litere se

utilizeaza atat in diferite domenii de conti- DI
tin . e cont ,, Retineti

nut matematic, in studiul unor notiuni din

stiinte, cat si In cotidian. Observati exem-

plele urmitoare si formulati altele pe care > Intr-o expresie algebrica cu numere si litere, literele reprezinta
sd le validati la nivelul grupului, apoi sa le necunoscute. Prin litere diferite notam necunoscute diferite.
prezentati celorlalte grupe: > Necunoscutele pot fi inlocuite cu valori — numere; in acest caz

- Notatia uzuala pentru un numar natural 09 e . g
. ! P o putem calcula valoarea expresiel prin partlcularlzarea necunoscutelor.
impar este 2n+1, unde n este un numar

natural oarecare; pentru n = 6, valoarea > Regulile de calcul si proprietatile operatiilor cu numere se aplica
numérului impar este 2n +1=2.6+1=13. si calculului cu numere exprimate prin litere, acordand atentie bunei
+ Notatia uzuald pentru aria unui patrat definiri a operatiilor ce intervin in calcul.

este (%, unde [ reprezinta orice numar real

mai mare decat 0 ([ - lungimea laturii pa-

tratului); pentru [ = V5, aria patratului este m - - .
egald cu 2= (V)2 = 5, 1'm Exersam impreuna!

- Distanta d parcursa de o bicicleta elec-
trica ce se deplaseaza cu viteza constanta

Identificarea termenilor asemenea si reducerea acestora

de 3 m/s depinde de timpul de depla- - - »
sare, t (exprimat in secunde), relatia dupa expresia termeni asemenea forma redusa
care putem determina distanta fiind d 2X+3X - 4 2 $i3x 5X - 4

= 3t pentru t = 300 s obtinem distanta 1}, 54 _ 3p asisa, respectivbsi-3b | 6a - 2b

d =900 m, adica, in 5 minute (!) se parcurge : 2

o distanta de aproximativ 1 kilometru. mn+m-+p-3m msi-3m mn-2m+p

- Concentratia procentuala, C, a unei solu- -

tii saline (sarate) este raportul procentual y +2y-3+y 2ys1y y>+3y-3

d.intre cantita.tv.ja' de sare (Eiizolvat)f Mo |ab+3a-4ab+2a+5b=ab+3a-4ab+2a+5b=-3ab+5a+5b
si suma cantitatilor de apa m_ si sare, — —
m 2 - - 2 - - = y2 -
deci se exprima prin relatia z—7— - 100 3+ 2 ; *4X-2X2-5X-8=Xx>+x-15
apa

sare

(ambele cantitati exprimate in aceeasi
unitate de masurd, de regulda in grame);
pentru o cantitate de 90 g de apa si 10 g

Inmultirea, impértirea unor...

de sare, concentratia solutiei saline 2a-3a=6a’
m n PR
e gl 005 0% | s age- 65512157 At gl
opd " Tsare ] coeficientii Intre ei si
% brice formate|3a2b.(-2ab3)=-6a3b* fiecare lit,eré ros ec'
£ Activitate pe grupe dintr-un singur A ) Tespec
12a3: (3a%) = 4a tand regulile operati-
. . . . termen . .
Calculati valorile expresiilor, dupa model. ilor cu puteri
Identificati caracteristici ale rezultatelor, 10x2y?: (5xy) = 2Xy

atat pe model, cat si in zona de exersare.
Validati concluziile la nivelul grupei si pre-

5(a+b)=5a+5b

Am desfacut paran-

zentati-le Tntregii clase: . 3X-(2Xx-4)=3x-2Xx-3X- 4 = e o
Model: E(a) = 2a-3; E(1) = 2.1-3 = -1; |..expresii alge-|_ 6x2 - 12X tezele (distributivita-
E(V2-1)=2-(V2-1)-3=2V2-5. brice formate tea inmultirii fata de
; - y2o . . . .|-4a-(3a+2)=-12a%- 8a . o
a) Pentru expresia E(x) = x*-x calculati:  |din mai multi adunare si scadere)
f)(; );PE('E s E(V3); g(o,z:(); Z()O)' b termeni (a+2)(a-3)=a-(a-3)+|si am redus termenii
entru expresia E(a,b) = a?-2ab+ +2.(d-2)=a%-2a+2d -6 =
b?>-1 calculati: E(0;1); E(-2;2); E(2; -2); -22 (aa 36) a”-30+24 - 6=|asemenea

E(VT2;VT8);,  E(-3;-3).
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Exersati

1. Dati exemplu de o expresie:

a) In necunoscutax; b)innecunoscuteleasib; c¢)in doua necunoscute, care sa contina termeni asemenea;
d) in necunoscuta y, care sa contina diverse puteri ale necunoscutei.

2. Consideram expresia E(x ) = x4 - 3x2 + 2.

a) Determinati valoarea numericd a expresiei pentru x = 1six = /5.

b) Calculati produsul E(y/3) - E(V2).

c) Comparati scrierile x4 - 3x2 + 2 si a* - 3a2 + 2. Ce putem afirma despre ele (prin ce se aseamand/deosebesc)?
d) Identificati o legatura/asemanare intre expresiile E(x) = x4 - 3x>+ 2si F(t) = t> - 3t + 2.

3. Consideram expresia E(x,y) = xy + 2x - 3y - 6. Calculati:

a) E(1,1); b) E(-1,-2);  ¢)E(x,2); d) E(4,y).

4. Calculati (reduceti termenii asemenea):

a) 4x - 3x + 2x; b) -5a - 7a + 10; €) 0,2X + 0,4X - X;
d)3y+4-2y-2; €)3a-2-5a+4a+5; f) 3b - (-4b) -5b;

g) 4x + 6y - (3x - 2y) -X; h) 5a - (4 - 2a) +(-7a + 2); i) 13x + (4 - 12x) - (2 + X).
5. Calculati (reduceti termenii asemenea):

a) 5x +2(x - 6) +12; b) 2(x + 3y) +3(3x + y); ) 5(x - 2y) -3(y - 2x);
d)2(x - 1) -5(x +2) +3x; e)4-3(1-2x)+2(-4x-5);  £)2x*+4x - 5(3x - x?);
g) 4(y - x) -3(2x - 3y); h) 2(3x +y) -5(x - 2y) -2y; i)5-(x+7)+2(1+ 2x).
6.DacdaA=2x+3y,B=4x-3ysiC=x+y +1,calculati:

a)A + B; b)B - C;

d)A - B+ 2G; e)3A-2B+C;
7. Calculati:

a)az- a3 b) 2x - 3x?

d)0,5x2y - 4xy?; e)25a*: a3
g) (-8x3y2) : (-2xy?);

j) (a+2)5:[(a+2)]3%

8. Calculati:

a) x(3 - x) -2x(x + 4);

¢) 2(x> + 5x - 3) -x(2x + 10);

e) X(X> - 3X - 4) - 2X(X> + 5);

8) (8X4Y? = £ X3Y4):(2X3Y3) + (=X Y% + XPY*): (= XV)?;

9. Calculati:

a) (x+2)(x-3);

A(2x-2)(x+1)-2x>+ 4;

e) (x+5)(3x - 4)+x(3 - 2x);

g (x+2)(2x-1) - (x-2)(1+2x)+ (1- 6x);

h) 3x2.12x : (3%)2;
K) 8x5-X7: 4x?: (X7)?;

c) 2A + 3C;
f)2(A + B) -12C.

¢) -5x - (-3x);

) 15x° : (-3%%);

i) -28azb3c4 : (-2abc - ab2c).
1) -18b5c3: 9 : b4 : c2.

b) 2x2 - 3x(x + 4) + 10x;

d) x(x? + 2x - 3) - 3x(x> + 6);

f) 3x>(x + 5) - 2x(x> - 3x + 4) - X3 + 8x;
h)x(x2+2x-3)-3x(x2+ 6 ) +2x%(x - 1).

b) (2x - 1) (5 - x);

d) (x +3)(2x - 3) + x(1 - 2x);
fy(bx+1)(x-2) - (x-6)(6 - 3x);
h)(3x+1)(2x-3)+ (3x+2)(1-2x)+ 1.

10. Se considerd expresia E(x) = x(2x + 3) - 3(x2 + 3x + 5) + (x + 2) (x - 3), unde x este numar real.

a) Calculati E(-3).

b) Demonstrati cd E(n) este divizibil cu 7, pentru orice numar intreg n.

11. Se considera expresia E(x) = 2x(x> - x + 1) - (x2 + 1) (x - 2) - (x3 + 3x + 1), unde x este numar real.

a) Calculati E(2).

b) Rezolvati, in multimea numerelor reale, inecuatia |E(x)| < 3.

12. Un patrat are latura de a cm, iar un dreptunghi are lungimea cu x cm mai mare decat latura patratului si
latimea cu x cm mai micd decat latura patratului. Comparati perimetrele si ariile celor doua figuri geometrice.
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Formule de calcul prescurtat

@ Reflectam!

s A M B

Consideram doua pdtrate avand laturile de lungimi a si b, a 2 b, ariile lor P2 b
fiind egale cu a?, respectiv b>2.

Expresia a> - b>reprezinta diferenta dintre ariile patratelor ABCD si MNRB, a(a—b) ! R a
adica suma ariilor dreptunghiurilor AMPD si NRCP. Stiind ca A, = a? D (a—b
Aes = b2 Ay = ala - b), A, = b(a - b), putem scrie relatiile A,, ) - A, .5 = E o)
= Aoy * Ay adicd a2 - b2 =a(a-b) +b(a - b). '

Obtinem formula de calcul prescurtat: a> - b>= (a - b) (a + b). D-—bn-P-—b-——C

a—

_... Exersam impreuna!

1. Verificati prin calcule formula a> - b>=(a-b)(a + b).
Rezolvare: (a-b)(a+b) =a>+ab - ba - b>=a>- b2
Atentie! In acest caz verificarea este mai simpla dacd prelucrdm algebric membrul reprezentat de (a - b) (a + b)!
2. Calculati, aplicand formula de mai sus:
(2x+ 3y) (2x - 3y), 3 + 20)(3 - 2%), (x - 3)(3 +X), (V5 - VII)(V5 + Vi1),101- 99, 52 - 48.
Rezolvare: (2x +3y) (2x - 3y) = (2x)> - (3y)* = 4x> - 9y? (V5 - VII)(V5 + V1) = /52 - VI12=5-11= - 6;
101-99 = (100 +1) (100 - 1) =1002-12=9999; 52-48 =(50+2)(50 - 2) = 2500 - 4 = 2496 (observam ca for-
mula poate ajuta la calcule cu numere).

. A M B
@ Reflectam!
¥ \ "

Patratul ABCD de laturd a este impartit de punctele M, N, P,Q in doua pa- R a
trate de laturi a - b, respectiv b, avand ariile (a - b)> si b> si dreptunghiurile « g
ADNM, ABQP de arii egale cu a-b. Daca A, = a? A, = b? Ay, = (a-b)? )
$i Ay = Ayge = @b, putem scrie: Ao = A=A = A + Ay adicd (a=b)
(a-b)>=a>-ab-ab+b>2

Obtinem formula de calcul prescurtat: (a - b)> = a> - 2ab + b>. D ! ¢

v v A . . ofe . o I g B S E—
Observam: Dacainlocuimb cu - b, obtinem: (a + b)>=a> + 2ab + b2 Verificati! b a—b

--[-
Y

_a¥g Exersim impreuna!

1. Verificati, prin calcul algebric, formulele: (a - b)> = a> - 2ab + b>si(a + b)> = a> + 2ab + b>.
Rezolvare: (a - b)>=(a-b)(a-b) =a>-ab - ba + b>=a>- 2ab + b=

2. Calculati: (x + 2)2, (2x - 3y)?, (2abc - xy)?, (V10 x + 59)?, (VIO X + 4)?, (x - 3+/5)?, 1012, 992.
Rezolvare: (x + 2)> =x>+2 - X -2+ 22 =X> + 4X + 4; (2x — 3y)> = (2x)> — 2 - (2x) (3y) + (3y)* = 4x*> — 12xy + 9V?;
101> = (100 + 1)2 = 10000 + 200 + 1 = 10201 (observam ca formula poate ajuta la calcule cu numere).
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‘, Retineti!

(a-b)>*=a>2-2ab+b> (a+b)2=a>2+2ab+b* (a-b)(a+b)=a>-
oricare a si b numere reale.

Aplicatie a formulei (a - b)(a + b)= a? - b rationalizarea numitorului unei fractii

& ne amintim:

In clasa a VII-a am invétat rationalizarea numitorului de forma a Vb si spuneam Exemple:
ca rationalizarea numitorilor este o operatie prin care, intr-o fractie in care numitorul P13
contine radical, amplificdm fractia cu scopul de a ,,elimina” radicalul de la numitor. v3 3
1 _ b * V) 5 _5V2 _5V2
a\/E_ab’abEQ b>o0sivbeR\Q R e

@ Reflectam!

Pentru a si b doua numere reale, Pentrua,be Q,b>0siVbeR\Q, a-vb) 4 _a- \/B sau
are loc formula putem adapta si aplica formula ar+) Vb -
-2 - h2 _ — A2 _ a* 1 _a+
(a-b)(a+b)=a>-b (a++vb)a-+vb)=a2-b — ==
£2 proiect
Transformati fractiile \/_, a,beQ’,azb, va,Vb e R \ Qin fractii cu numitor rational. Adiugati in

portofoliul personal aceste transformarl, impreuna cu rezolvarea exercitiilor de mai jos. Discutati concluziile
voastre cu colegii.
B 5 _2(3+1) 5V g _2(V5-V2) _ 2(\/§- v2)
e = e E R v J5+v2 5-2 -

3-2v2) g 3+2v2) 1 _3-2V2 3+2\/’
/ 3+zﬁ+ 3-2v2° 9-8 9-8 =3-2V2+3+2V2=6
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Exersati

1. Calculati folosind formulele de calcul prescurtat, apoi verificati rezultatele folosind un calculator:

a) 55% b) 813 €)129% d) 45 - 55; e)33-27, f) 105 - 95.
Indicatie. 55> = (50 + 5)2=50%+2-50 -5 + 52= 2500 + 500 + 25 = 3025

2. Calculati, folosind formulele de calcul prescurtat:

a) (1+v2)% b) (V7 +2)% c) (2v2 +1)3 d) (V5 +2v2)%
e)(V3-2)35 £)(3-V5)% 8) (2v3 -3)% h) (V7 - V5)%

i) (V5 - 2)(V5 +2); ) 3++/5)(3 - /5); k) (V5 -V3)(V5++v3); D@v2a-1D@2vz+1).
3. Calculati, folosind formulele de calcul prescurtat:

a) (x + 1% b) (x + 2)% ¢) 3 +x)% d) (5 +x)%

e) (2x + 1) f) 2 +3%)% 8) (X +2y)% h) 3y + 2x)*.

4. Calculati, folosind formulele de calcul prescurtat:

a) (x - D% b) (x - 3)% ) (2 - 0% d) (x - 5)%

e) (2x - 2)% ) 3-2x0% g8) (2x-y)% h) (2xy - 5)*.

5. Calculati, folosind formulele de calcul prescurtat:

a) (x-1)(x+1); b) (x +2)(x - 2); ) (3-x)(3+x); d) (2x - 1) (2x +1);
e)(x+2v3)(x-2v3); DH(KXV2+5)(xvV2-5); 8 (2X-Y)(2x+Y); h) (2xy - 5)(2xy + 5).
6. Completati spatiile punctate cu raspunsul corespunzator pentru a obtine propozitii adevarate.

A)(2X - )2 = e = 2+ et + 52 b) (... + /3)*=a*+...... F e ;
ca+.)@-..)=..2-22 d) (X - W) (oe + ) =X - Y2

7. Calculati:

a) (V2 + 4)*+ (2v2 - 1)2 - {/32; b) (2v3 + 1)+ (1-2V3)*+ (V3 - V2)(V3 + V2);
Q) (2v3-V2) - (3VT - 4)3BVT +4) + (W6 +2)% ) (2V5 - v3)* - (2V7 - 3)(2V7 +3) + (2 + V15)%
o|(%-va) - (Z+va) |- 0 (-v2) + (Z+V3) - (V55 + VB35 - V5).
8. Calculati:

a)(x-2)2+ (x+2)>+(x-2)(x+2); b) (5x +1)* - 2(5x + 1) (5x - 1) +(5x - 1)*

€) (3x +2)* - (5x - 2)* + (4x - 3) (4x + 3); d) (4x -1)> - (2 - 3x) (2 + 3x) -(5x - 2)*

€) (2v3x-V5) - (V5x - 3)(V5x +3) - X(7x - 4VT5); f) (2x- 1) - (2x-1). (2x+1) + (Ix+ %)
g)2 - (x+1?+(5x-1)- (x-3) - (3x - 1) h) (3x +2)* - (5x - 2)* + (4X - 3) - (4X + 3);

i) [2x-1)-(6x+5) - (3x-2)-(4x+1)] - [(8x-3) - (x+1) - (2x - 3) - (4x + 1)].

9. Calculati:

a) 1 + 1 . b) 2 + 3 _ 5 .
243 2-V3 VT+J5  J5+vV2 JT1-V2
) (V2 +v3)*- (5 -2V6); VG- v5)G + V5).

.o v 1 _ . 1\2 1 .. 1
10. Stiind ca x - = 2, x € R*, calculati (x - 7) y X2+ S5 Sixh+ S

11. Stiindcax -y =1,x,y e R, calculati (x - y) (x + y) -2y six® - y(y + 2).

12. Se considera expresia E(x) = (2x + 1)2 +3(x-2)(x+2)-7(x- 2)2, unde x este numar real.
a) Calculati E(2).

b) Aratati ca E(n) este impar, pentru orice numar natural n.
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=< Descompuneri in factori utilizind
reguli de calculin R

C;) Reflectam!

2% A
Asa cum un numar natural se poate descompune in produs de factori, *‘# e P S

asa vom descompune si expresiile algebrice In produs de factori. Discutati la nivelul grupei rezolvrile cerin-
Descompunerea in factori a unei expresii algebrice inseamna scrierea  telor urmétoare. Asigurati-va ca toti mem-

ei ca un produs dintre un numadr si o altd expresie sau ca un produs de  brii grupei au inteles toate rezolvdrile!

dous sau mai multe expresii algebrice. - Care este descompunerea in factori primi

N . .. a fiecaruia dintre numerele 6; 15; 30; 11?
Metode de descompunere In factori a expresiilor: . - I
: « Pentru fiecare caz n parte, exemplificati
- metoda factorului comun; cite o pereche de numere reale care in-
- metoda formulelor de calcul prescurtat; multite dau rezultatul: 0,5; 0,6; V' 15.

+ metode combinate. « Ce dimensiuni poate avea un dreptunghi
cu aria de: 20 cm?, 50 cm?, 3ab cm??
« Ce dimensiuni poate avea un dreptunghi

Metoda factorului comun cu perimetrul de: 20 cm, 50 cm, 3ab cm?

9 Ne amintim!

informulelea-b+a-c=a-(b+c)sia-b-a-c=a- (b - c)spunem ca am dat factor comun pe a.

_ulln Exersim impreuna!

1.3a+3b=3(a+b) Am scos factor comun pe 3.
2.5X* - 15X = 5X- X - 3 - 5X = 5X(X - 3) Am identificat numavlru'l cel mai mare care se Poate scoajce
factor comun de la partile numerice ale termenilor (5 la pri-
3.3x4+ 6X3 - 9x*>=3X*(X> + 2X - 3) mul exemplu, respectiv 3 la al doilea si 4 la al treilea), iar
de la partea literala am identificat necunoscuta comuna cu
C4X2Y + 8xy? = X+2
R v = Y) exponentul cel mai mic.

5.6X(X +2) +3(x +2) =3(x +2)(2x + 1) Am identificat factor comun pe 3 si paranteza (x + 2).
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UNITATEA 2

Metoda formulelor de calcul prescurtat
,, Retineti!

> a>+2ab + b> = (a + b)> - membrul drept se numeste binom sumd la pdtrat;
» a> - 2ab + b> = (a - b)> - membrul drept se numeste binom diferentd la pdtrat;
» a2 - b> = (a - b)(a + b) - membru stang se numeste diferentd de pdtrate.

_ulla Exersim impreuna!

1L.X>+2XY + 2> = (X +V)>
2. X2+ 4X+ L =X2+2-X-2+22=(X+2)2

Am aplicat prima formuld, dupa ce am identificat cei doi
termeni ai binomului.

3.4X2-4X+1=(2X)2-2-2X-1+12=(2x - 1)2
L.X>-6X+9=X>-2-X-3+3%2=(x-3)

Am aplicat a doua formula, dupa ce am identificat cei doi
termeni ai binomului.

5.X2-16=x2-42= (X - 4)(X + 4)
6.9x> - 25=(3x)>- 5= (3x - 5)(3X + 5)

Am aplicat a treia formula, dupa ce am identificat cei doi
termeni ai diferentei de patrate.

ToX4+Xx2+1 = (X4+2x2+1) -x>2= (X2+1)2-x2=
=0+1-00C+1+x) =2 -x+ D2 +x+1)

Am aplicat prima formula si apoi a treia formula.

Observatie. Identificarea termenilor care sa ne conduca la aplicarea uneia dintre cele trei formule este un pas
important 1n identificarea expresiilor la care putem aplica formulele.

¥y Exersim impreuna!

1.X2+ X +1=X>+ ...+ 12 nu se poate descompune prin utilizarea directa a formulelor de calcul prescurtat, de-
oarece avem doar patratele a? si b> si nu avem 2ab (2ab trebuia sd fie 2 - x - 1!)

2.X2+2X+2=Xx>+2x+1+1=(x+1)>+1,care nu poate fi continuata, sau x> + 2x + 2 = x> + ...+v/22 la care ter-
menul lipsa ar trebui sa fie 2 - x - V2! Nu se poate descompune 1n factori folosind formulele.

(unde este diferenta a doua pdtrate, nu suma!)

3. x> + 4 nu poate fi descompusa nici prin prima sau a doua formula (lipseste un termen), nici prin ultima

Metode combinate

Atunci cand nu se identifica un factor comun la toti termenii sau termenii expresiei nu conduc spre aplica-
rea formulelor de calcul prescurtat, se recomanda grupdri convenabile de termeni care sa conduca la combinarea

metodelor anterioare.

_ulln Exersim impreuna!

=(X+¥Y)a+b)

=(a+1)@>+1)

1.ax + bx + ay + by = (ax + ay) + (bx + by) =ax +y) + bix +y) =
2.a3+a2+a+1=(a3+a)d+@+1D=aXa+1)+1-(a+1)=

3.xy+2x+2y+ =x(y+2) +2(y +2) = (Y + 2)(x + 2)

Grupdm termenii doi cate doi, identifi-
cand astfel un factor comun.

L.X>+2XY + P2+ 3X+3Y = (X +Y)2+3(X+Y) =
=(x+ )X +Y) +3(x+y) = (x+y)(x +y + 3)

Grupam primii trei termeni si utilizam
formula de calcul prescurtat, iar din ul-
timii doi termeni scoatem factor comun

pe 3.
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5.X2-Y2+2X+1=(X2+2X+ 1D -y>=(x+1)2-y>=
S(X+1+Y)(X+1-Y)

O grupa de trei termeni descompusa cu
patratul binomului sumd, urmata de
aplicarea diferentei de patrate.

=(X+ 4)X+2)

6.X2+6Xx+8=x>+6x+9-1=(x+3)>-12=(X+3+1)(X+3-1)=

Transformam 3 termeni In 4 termeni
(8 =9 —1)siaplicam ideea de la exercitiul
anterior.

TX2+6X+8=Xx2+2X+4x+8=x(x+2)+ 4(x+2)=(x+2)(x+4)

Transformam 3 termeni In 4 termeni
(6x = 2x + 4x) si grupam cate doi termeni.

8.X2-7x+10=x2-2x-5x+10=x(x-2)-5(x-2) =
= (x-2)(x-5)

9.X2-4X-5=X>+X-5x-5=x(Xx+1) -5(x+1) =(X+1)(X-5)

10. X2+ X-2=X>-X+2X-2=X(X-1D+2x -1 =X-DX+2)

1m.x2+(@+b)x+a-b=..

Folosim aceeasi tehnica cala 7.

Realizati descompunerea propusd la exer-
citiul 11.

Formati grupe si discutati ce asemdndri
gdsiti intre exercitiile 7-10 si exercitiul 11!
Formulati concluzii si comparati-le cu cele
ale celorlalte grupe.

Exersati

1. Descompuneti, folosind metoda factorului comun:

a) 4x + 4a; b) 5a - 10b; C) 12X + 15z;
f)a/3 +b+/3; g)xV2 + V/10; h) 10a + 15b - 25¢;
2. Descompuneti in factori expresiile:
a) 4x> - 16xy; b) x> + 5x; c)2as - 3a3

. X3 _ X2 2Xy 4t
f)4t4+6t6_10t) g)z 6’ h) 3 + 3

3. Descompuneti in factori expresiile:

a) 3x(x + 2) - 4(x + 2); b) X3 + 3x2 + xy;

d) 16 a>bc + 4ab>c + 8abc?; e)2x(3 - x) +5(x - 3);
g)3(x - 2) -x(x - 2) -xy(x - 2);

/.. Descompuneti expresiile, folosind formule de calcul prescurtat:
d) y> + 10y + 25;
i) 49 +y> - 14y;

5. Descompuneti expresiile, folosind formule de calcul prescurtat:

a)x* - 2xy +y?
f) 25 + 10x + x2;

b) x* - 4x + 4;
g) 4X> - 20X + 25;

C) x>+ 6x +0;
h) a*> + 36 + 12q;

b) 25 - a?;
X _ ..
g) % 1

c) t> - 81;
h) 5 - a%

a) X2 - 4;
) 49 - 4x*

d) ax + bx;
i) 4xy - 8xz + 12xt;

d)5y3 - 4y*+3y3

h) (3 -x)3-3(3 - %)+ 4x(3 - x);

e)0,3x + 0, 6y;
j) -7a - 14b.

e)3x3+ 6Xx2+9x;
= j) -8xy - 12yz - 20yt.
A)(x+1)(x-1)+(2-x)(1-x);
f)x(2x - 1) +(1 - 2x)?%

) (3+x)(3-x) - (x-3)(2+x).

e) t> - 8t +16;
j) 9% +16y” - 24xy.

6. Completati expresiile pentru a putea obtine patratul unui binom si descompuneti:

a) x> - 10X + ...; b) 16 + ... + a?; C) ... + 12X + 36;
fyx>+81+..; g)a>+2v2a+.. h)5-..+ a3
7. Descompuneti expresiile in factori:

a) (x+2)’-9; b)x* - 1; )25 - (x - 3)%

) (2x +3)2 - (x + 2)% g)16x* - 81; h) 4x> - (x - 1)3

d) 2x +1)* - y?
i) x4+ x2+1.

d) 9x> - 4; e)16 x> - 252
i)x2y>-1; j) 81x4 - 256.
d) 4x>+ ...+ 9; €)9X> - ...+ 4;
)3x2+..+2; ) 5x2- ..+ 17.

e) x> +10x + 25 - y?
j)16 - X2 + 4xy - Ly>.
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8. Descompuneti expresiile In factori:

a) ax + ay + 2x + 2y, b) x> + 2x + xy + 2y; c)a?-3a+ax-3x;
d)x3+2x>+3x+6; e) X2+ 5X - Xy - 5Y; f) 4ax - 8ay + 3bx - 6by;
g)Xy - 4x - 4y + 16; h)x2yz-x>+y2 -1, i)a3-a*+3a-3.

9. Descompuneti expresiile In factori:

a) (x +y)* + 3x + 3y; b) (x - 2)2 - 5x + 10; C)X> +2XY + V> + LX + 4V,
d)x>-2x+1+ax - q; e) x> - 8x +16 - y? f) (x +1)3 - 4x - 4;

g)X* -4+ 4y -y h) (x-2)2-2(x-2)+1; D4(x+1)2+ 4(x+1)+1.

10. Descompuneti expresiile:

a) X2 + 7x + 12; b) x> - 5x + 6; C) X2 + 11X + 30; d) x> -9x +8; e)X* - 4X - 21;
f)x2+x - 6; g) x> - 6x - 7; h) x> - 11x - 26; i)x> - 6x - 27, j) x> - 2x - 15.
11. Descompuneti expresiile:

a) X2+ 13x - 14; b)5x3+20x>+20x; €)18x3-9x>-2x+1; d)x3+5Xx>-7x-35; €)-X3-X>+0xXx + O,
f) x4 - 13x> + 36; g) X3 + 2X> - 15%; h) x3 + x2 - 12x; i) X3+ 4Xx2+5x + 2.

12. Calculati diferenta numerelor a si b, stiind ca suma lor este 11 si ca diferenta patratelor lor este 55.
13. Calculati 2a2b + 2ab?, stiindcaa+b=6siab = 8.
14. Calculati a? + b?, stiindcaa + b=12siab = 35.

15. Demonstrati cd numarul n = +/(a? + 5a) (a? + 5a + 6 ) +9 este natural, pentru orice numar natural a.
Indicatie: Notand a> + 5a = x, expresia devine Jx(x + 6)+9.
16. Aratati ca (x> + x + 1)(x> + x + 3) + 1 este patratul unui numar Intreg, pentru orice valoare intreagd a lui x.

17. Demonstrati cd numarul N = (n2 - 4n)(n> - 4n + 8) + 16 se poate scrie ca puterea a 4-a a unui numar natural,
pentruoricene N, n = 2.

18. Aratati ca, oricare ar fi numerele reale a si b, avem:

a)a>+b>+2a+4b+9>0; b)az+b2-2a+2b+6>0.
Indicatie:a)a>+b>+2a+4b+9=a>+2a+1+b>+4b+ 4+ 4 =(a+1)>+(b+2)*+4.

19. Determinati numerele reale x si y, stiind ca:

A)X>+ Y+ 2X+ LY +5=0; b)x>+ 4y>+ 4x -8y +8=0;
C)4X*+3y2+4X-6,/3Y+10=0; d)2x*>+y>-10V2x+ 8y + 41=0.

Indicatie: Q) x> + V> + 2X + LY + 5=X>+2X + 1+ Y2 + 4y + 4 = (x + 1)*> + (y + 2)? = 0, doar dacd fiecare termen este 0.
20. Determinati valoarea minima a expresiilor urmatoare si precizati, in fiecare caz, pentru ce valoare reala a lui
x se obtine minimul expresiei (cea mai mica valoare pe care o poate lua expresia).

a) E=16X> + 8x + 4; b) 9x> - 6x + 6.

Indicatie: a) 16 x> + 8x + 4 = (4x + 1)2 + 3 sicum (4x + 1)> = 0 pentru orice numar real x, obtinem E = (4x + 1)2 + 323

pentru orice numadr real x. Astfel, valoarea minimad a expresiei este 3 si serealizeazaatuncicand 4x + 1=0 & x = —%.
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1. Calculati:

a) 4X* + 5Xx—8 + Xx>2—1-7Xx;

b) 7x>—2x—5-3x>+ 6x + 8;

C) X>—4X + T—2X3 + 5X—3X>—4 + 6 X3;

d)%a +2ay - %ay + 4a;

e) 13, 4X*>=5,24 + 3,61X + 4,15-6,71X> + 4, 9X;

3 93
—5X+X2 4X+5)
83+ 2x- T+ L-5x+3;

h) 3, (1) x2=5,2x + 4,3(2) + 6,(3)x—5,6x> + 7,1.

2. Calculati:

a)2x +3x -2+ 4x - (5x + 4)+(3x + 2);

b)ab +2-(3ab-5)+(4ab +1)-ab - 2;

€) 3(4X=6)—4X(X + 3);

d) 4x- (x=5)=3 - (x? + 3x—1) + 2+ (2x —1);

e) (16 x3—5x> + 3x):(0, 5X);

f) (6 a>x3y*-12a*x2y3—9 a3x3y3):(- 3a2x2y?);

g) (3a*x>—5a3x3 + 6 a>x*+):(2a*x*);

h) 7x2(x=2)=5x(3x>=6X—4) + 4(2X3—£4X>—5X + 3).

3. Calculati:

a) (2x>—3x—-1)(x-1);

b)2v/3 (V3 - 2X) +V6 -(2vV2x + 33) -vV2 (8 - xV/6);
c) (x4 + X3 + X2)(x—1);

d) [-5x - (8X4—£4x3)—10x - (6 x> £4X)] :(—20X?);

e) 02—x + D(X2 + x + 1);

f) [(3Xx>—2Xx—4) - (x—2)— (x> + 4x—8) - (x + 1)]:(8X);

g) [2x + 1—(x + 2)][3x—2—(2x—3)];

h)  3v7(2v3 -%) - 2v/3(2x + 3V7) + 3V7x(2x + 1) -
- 6x>\/7.

/. Calculati aria unui patrat care are perimetrul egal cu
tab metri, a,b e N.

5. Calculati, folosind formulele de calcul prescurtat:
a) (2x—3)% b) (4x=3)(4x + 3); ¢) (4x - 3)%
d) [0,(2) +3x]% e) (V3x++/5)%

f) (2x - 5)(2x + 5); 8) (0,3x - 7,3)(0,3x + 7,3);
b (7x-5)(Gx+5)5 D/Ex+V5) -

X -

6. Calculati, folosind formulele de calcul prescurtat:
a) (4x -1)2- 3x+1)(3x - 1) - (X2 - 2X)%
b)(2vV2x - J_)Z—(\/gx -2)(V6x+2)-
Ofbr e 3x) + (31-2)' - (b~ 1)’
d) (V5x+3)> - (2V5x-+/3) - (2V/5x + V3) +
+(3vV5x-1)3

e) [(6x - D(3x +2) - (2x - 5)(9x + D] [(x - 4)(x + 3) -
- (x+ 4)(x - 5)]

7. Descompuneti expresiile in factori:

a) 7x(1—2x)—5(1—2X);

b) 32x5—-8x% + 16 X3—£4.x2;

¢) 6a*b5c3—9a>b4c> + 12a3b3ck;

d) 3—2x)(x—=3)—(x—3)(1-4X);

e) (X=3)(2x=5)=(3=X)(4—3%);

f) 12x3-8x>—15x + 10;
8) (2x=3)>=4x (2x=3)*~-
h) 2-x)3+2x(2-x)2-

2(x - 24/14);

5(2x—3);
5(x—2).

8. Descompuneti expresiile In factori:

a) 16—40x + 25X?; b)3x>-2/3x+1;
) 81-4.x% d) 16 x2-3;
e) (4x—3)>—25; f) 25 x>—(2x-1)?

g) (6x-1)>—(4x-3)%
i)ox4t-6v2x2+2.

h) (7x=4)>—-(2x=3)?;

9. Descompuneti expresiile n factori:

a)x3-xy>+x2y-y3%  b)x3+2x>-3x-6;
C) x> - 10x + 16; d) x> - 6x - 16;

e) 9x2 - 6x - 15; f)16 x> - 8x - 24;

g) x> - 3x - 28; h) 6 x3—-3x2—10x + 5;
i) 4x3 - 8x2 - 140x.

10. Descompuneti expresiile 1n factori:
A+ x+1DOC+x+3)+1,
b) >—x + 2)(x>—x + 4) + 1;
c) (2—x)(x>—x + 5) - 6;
d)x2-x+12+2-(x2-x+1) - 3.
Indicatie. Folositi substitutii/notatii convenabile.
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Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

Test de autoevaluare

Incercuiti litera corespunzdtoare rdspunsului corect.
1. Rezultatul calculului 2(3x - 2y) +3y - (5x + ) este:

a)x - 2y; b) 11x - 8y; ¢©) x; d) 11x.
2. Rezultatul calculului (8 x2 + 12x2) : (2x + 3x) este:
a) 8x; b) 4x; C) 4x% d) 8.

3. Rezultatul calculului 4x(3x +5) - (6x - 5)(2x - 1) +
+ 3(5 - 9x) - 1 este:

a)9x-9; b)g-23x d) 9(x + 1).

/. Fie expresia E(x)=2x3 - 8x> + 8x. Pentru x = 2, va-
loarea expresiei este:

a) 32; b) 64; d) -64.

5. Descompunerea in factori a expresiei 4x3 - 20x2
este:

a) 4x(x +5)(x - 5); b) 4x(x* - 5);

€) 4x(x - 1) d) 4x*(x - 5).

6. Descompunerea 1n factori a expresiei 4x> - 12x + 9
este:

a) (2x - 3)% b) (2x - 3)(2x + 3);

c) (2x + 3)3 d) (2x-9)(2x -1).

7. Descompunerea in factori a expresiei (x + 4)2 - 25x>
este:

a) (6x - 4) (4 - 4x); b) 8(1 - x) (3x + 2);

C) (6x - 4)(4x + 4); d) (x - 2)(2x - D).

8. Forma descompusa a expresiei x3 - 2x> + x - 2 este:
a) (x> +1D(x - 2); b) x+1)>. (x-2);

c) (x> +2)(x - D); d) (x + D - 2).

9. Valoarea minima a expresiei E(x) = 2Xx> - 4x + 5,
x € R este:
a) 4;

c)10x + 9;

c)o;

b) 3;

Punctaj: 1p fiecare exercitiu rezolvat corect. Din oficiu: 1p.
Timp de lucru: 35 de minute.

c)2; d)1

Test de evaluare

SUBIECTUL L. Pe foaia de test scrieti numai rezultatele.
5p 1) Rezultatul calculului 2x + 3x - 5x + x este ...

5p 2)Rezultatul calculului 2x(3x +1)-6(x +1) (x - 1)
este...

5p 3)Rezultatul calculului (4 x3 + 8 x):(4x) - x(x + 2)
este...

5p 4)Descompunerea in factori a expresiei algebrice
9Xx> - 6x este ...

5p 5)Descompunerea In factori a expresiei algebrice
X2 - 16 este ...

5p 6) Descompunerea in factori a expresiei algebrice
X>+ 4Xx + L este ...

SUBIECTUL al I1-lea. Scrieti rezolvdrile complete.

18p 1) Descompuneti:

a)2x3-8x>+8x; b)2x>-5x+2; ¢€)9x3-9x.

6p 2) Calculati/(4 +v/3)*+ (V3 - 5)2 - 2(11 - V/3).
6p 3) Aratati ca numarul x3 -X5 + 1 este patratul
unui numadr intreg, oricare ar fi cifra nenula x din baza
zece.

SUBIECTUL al III-lea. Scrieti rezolvdrile complete.

Fie expresia

E(x)=(x-1D@x+1) - (x-2)2-(x-1)(2x + 1) +10.
10p a) Ardtati ca expresia poate fi adusa la forma
E(x) =x>+5x + 6.
10p b) Demonstrati ca numarul E(n) este par, oricare
ar fi n numar natural.
10p c)Calculati E(-3)+ E(-2)+ E(-1) + E(0).

Punctaj: Din oficiu: 10p. Punctajul final se imparte la 10.
Timp de lucru: 50 de minute.
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FI$A DE OBSERVARE A COMPORTAMENTULUI

La finalul fiecdrei unitati de Tnvatare (un set de lectii) este util sa va autoevaluati comportamentul in procesul de inva-
tare si nivelul de competente atins, completand o fisa de observare dupa modelul acesteia. Ea se refera la implicarea
voastra pe parcursul unitatii de Tnvatare si la rezultatul obtinut la testul de autoevaluare propus la finalul ei. Adaugati

fisele la portofoliul personal.

Am intrebat cand am
avut neldmuriri*

Am colaborat cu colegii
la activitdile propuse*

M-am pregatit pentru
fiecare lectie*

Am progresat
in invdtare prin
parcurgerea acestui set
de lectii

Referitor la test

(e am reitit inainte si dupa test pentru

Punctaj obinut aimbunatdti peformanta

*Raspunsuri posibile: nu, partial, da

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Calculati:

a)3a’bc3-(-4ab3c?);  b)5x+3-(4x-5)+(x-3);
C)3x-4+y-2x-2y+5; d)(-18x°y?):(-6x4Y);
e)6-(x+2)-3-(2x+5); f)7a5bc3- (-5absc?);
B)3X-9+Yy-TX-5)+1;

h) 4(x + 3) = (5x = 7) +x - 20;

)4 -(x+2)-7-(2x+5).

2. Calculati:

a)x - (4x +x +x);

b) 3x(2x + 5) - 2x(3x - 6);

C) x(2x - 1) + 4X(X - 5);

d)(x+2)(x-1)+2(3 - x);

e) 4x(x + 2) - 3X(2X + 5);

f) 3x-1) - (2x + 5);

g8) (2x +5) (x - 4) +2(x + 10);

h) 2x-1) - (x +2) - 2x(x + 1);

i) (x-2)(x+2)-7-(2x +5).

3. Calculati:

a) (x - 4)%

d) (3 - 2x)%

8) (x + 4) (x - 4);
i) (6 - 2x)(6 + 2x).
/.. Descompuneti, folosind formulele de calcul prescurtat:
a) X2 - 12x + 36; b) 9x> - 24x + 16;

C) 25X + 10X + 1; d) 3 - 2x./3 +x%

e)2x>-2xV6 +3; f)x?- 49;

g) 81x2 - 16; h) x> - (16 + 8y + y?);

i) (x +5)*- (3 -2x)2

5. Descompuneti expresiile n factori:

b) (x + 7)% c) (2x - 5)3
e) (1+ 4x)> f) (2x + 3y)%
h) 2x-1) - (2x + 1);

a) X> + 5x + 6; b)am + bn + an + bm;
C) X3+ X2y - Xy? - V3 d) x3 + 2x2 - 5x - 10;
e) x2 + 5x - 36; f) x> - 5x - 6;

g) 9(x - 2)> - 4x% h) x> - 7x - 8;
i)25(x-3)2- 4(3x + 1)~

6. Fie expresia

E(x)=(3x-1)2-x-(4x-5)-5(x>-2x +2),xeR.

a) Calculati E(0), E(-2) si E(3).

b) ArataticaE(x)=9x - 9.

c) Determinati numerele naturale n pentru care E(n)
se divide cu 18.

d) Determinati numerele reale x pentru care E(x ) < 0.

7. Se considera expresia
Ex)=(x+1)(1-x)+(x+2)>—2(x+2),xeR.

a) Calculati E(0), E(-3) si E(2).

b) Aduceti expresia la forma cea mai simpla.

¢) Determinati numarul real a pentru care E(a) = -3.
d) Determinati numerele naturale n pentru care
E(n)<8.

8. Se considera expresia

EX) =(x+3)2+2(x-4)(x+3)+ (x - 4)>, undex e R.
a) Calculati E(0), E(-3) si E(2).

b) Aduceti expresia la forma cea mai simpla.

c¢) Determinati numerele reale a pentru care E(a) = 9.
d) Determinati numerele naturale n pentru care
VE(n) <7.

9.SeconsiderdaexpresiaE(x) = (x - 3)2- (x - 1)(X + 4) +
+(x+2)(x-2)-x(x-10),xeR.

a) Aratati ca E(x) = x + 9, pentru orice x € R.

b) Determinati numerele naturale a pentru care

E(a) = 4+/10.

¢) Demonstrati ca A = E(-8) + E(-7) + E(-6) +...+ E(40)
este patratul unui numar natural.

10.Dacd x> +y> - 4x—-6y+13=0,

calculati (x — y)22 + (y — x)20%,
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Fractii algebrice.
Operatii cu fractii algebrice

& ne amintim:

O pereche de numere reale, m sin, in care n este diferit de zero, scrisa
sub forma I se numeste fractie.

Linia orizontala care desparte cele doua numere se numeste linie de
fractie. Numarul n (de dedesubtul liniei de fractie) se numeste numitorul
fractiei si numarul m (de deasupra liniei de fractie) se numeste numdrd-
torul fractiei.

Definitie

Un raport In care termenii sunt expresii algebrice se numeste raport
algebric sau fractie algebricd sau expresie algebricd rationald.

Domeniul de definitie (numit si domeniul maxim de definitie) al unei
fractii algebrice este multimea numerica in care iau valori necunoscu-
tele exprimate prin litere, cu exceptia acelor valori ale necunoscutelor
care anuleazd numitorul.

@

Atentie!

Domeniul de definitie al unei fractii algebrice poate fi dat ca informa-
tie in cadrul unui exercitiu sau al unei probleme. Atunci caind domeniul de
definitie nu este precizat explicit, vom acorda atentie determinarii aces-
tuia prin impunerea conditiei de tip numitor diferit de 0.

uly Exersim impreuna!

v/ Exemple de fractii algebrice:

2x+5 ., 2 . x-5
) b) 3X+6’ c) 2 .

x-1

2x+5

a) La fractia algebrica £
este reprezentat de expresia 2x + 5, iar nu-
mitorul este reprezentat de expresia x - 1.
Pentru aflarea domeniului de definitie
punem conditia x -1 # 0. Domeniul de de-
finitie este R - {1). Putem spune ca fractia
are sens (este bine definitd) pentru x € R - {1}
sau ca fractia nu are sens pentru x = 1.

numaratorul

b) La fractia algebrica ﬁ numara-
torul este 2, numitorul este 3x+6. Pen-
tru aflarea domeniului de definitie
punem conditia 3x+6 # 0 si obtinem
R - {-2). Putem spune ca fractia are sens
pentru x € R -{- 2} sau ca fractia nu are
sens pentru x = - 2.

c) La fractia algebrica ’%5 numaratorul
este x - 5, numitorul este 2. Deoarece nu-
mitorul este reprezentat de o valoare nenula,
nu este necesara impunerea de conditii, deci
domeniul de definitie este R. Putem spune
cé fractia are sens pentru orice x € R.

. a2 X+3 3x-2 2x -3 A a+1

FraCtla algEbrlca X+ 4 x=2 =7 il m
Conditia de existenta X+42%0 X-2%20 (x-2)(x+2)z0 X2+1%20 alb-1)z0
Fractia are sens pentru: Xt -4 X2 Xt2sixz-2 Oricenumarreal | azo0sibz1

Domeniul (maximal) acR*si

. xeR-{- xeR-{2 xeR-§{-2;2 xeR ’

de definitie -4 £23 =22} beR - {1}
Fractia nu are sens pentru: X=-4 X=2 xe{-2;2} @ a=0saub=1
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‘, Retineti!

O fractie algebrica, In care partea literald a
expresiilor algebrice ce o formeaza contine doar
necunoscuta x, are sens pentru orice numar real x
pentru care numitorul este diferit de 0.

O fractie algebrica, In care partea literala a ex-
presiilor algebrice ce o formeaza contine doar ne-
cunoscuta x, nu are sens pentru valorile reale ale lui
x pentru care numitorul este egal cu 0.

O fractie algebrica are sens pentru valorile necu-

O fractie algebrica nu are sens pentru valorile ne-
noscutelor pentru care numitorul este diferit de o.

cunoscutelor pentru care numitorul este egal cu 0.

¥y Exersim impreuna!

Pentru fractia algebrica E(x) = xz n 2, x numar real, calculati E(2); E(-3); EC0).

Rezolvare: E(2) —%: E( 3) -%_'1—111_ -1; E(0) _%_ 2=-1

,, Retineti!

Pentru fiecare valoare numar real cu care Inlocuim necunoscutele intr-o fractie algebrica obtinem o va-
loare a acesteia.

Astfel, In exercitiul de mai sus, -1 este valoarea pe care o ia expresia E(x) pentru x = 0; intelegem E(0) = -1.

_ulla Exersim impreuna!

Pentru fractia algebrica E(x;y) = x2 m 24;)2 , X, y numere reale nenule, calculati E(2;1); E(- 4; -3); E(vV2;V8).

Rezolvare: Pentru x = 2,y = 1 obtinem E(2;1) = % = % = % i E(-4; -3) = (3_(;)42):24((_'33))2 = ‘122:1? = 0;
3V2 —4V8 _ —5V2
E(v2;V8) = 2+2-8 18 °

‘, Retineti!

Asa cum amplificam o fractie ordinard cu un numar real é’ g 15, tot asa amplificam o fractie alge-

3)
; . : . x+1_3(X+1)_3X+3.")x+1_X(X+1)_x2+x
brica cu un numar real sau cu o expresie algebrica nenula: X-1-30-1) " 3X-30 X-1-xx-1) - X -x
A amplifica o fractie algebrica cu o expresie algebricd inseamna a Inmulti si numaratorul si numitorul cu

expresia algebrica. Prin amplificarea unei fractii algebrice cu o expresie algebrica nenula obtinem o fractie
egala cu fractia initiala.

a8y Exersim impreuna!

Amplificati:
a) cu 2x fractia X—il,xeR—{—l}; b) cu x—4 fractia X = 2,X€[R {23; c)cux- 3fract1aﬁxelR {31
LM 1 2x . 2x )y -x _ C-X(X-4) _X3-5X>+ 4X, xr-x+3 (X -x+3)(x-3) _
Rezolvare:a) 5= i iy aw+20 D) X2 - wow-4) - v-x:8) O Tx-3 - w-3x-3 -
_X3-4X2+6Xx-9

-6x+9

Discutati ce conditii noi de existenta apar la fractiile algebrice obtinute dupa amplificare.
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,, Retineti!

Asa cum simplificam o fractie ordinara cu un numar real

brica cu un numar real sau cu o expresie algebrica nenula:

126 _ _4

15 ﬁ %, tot asa simplificam o fractie alge-
3(x + 1)(3_3(,”1)‘3_ X+1. x(x+1)("_x(x+1):x_x+1
3(x-1) ~ 3(x-1):3 X-17 x(x-1) ~ x(x-1):xx X-1

A simplifica o fractie algebricd cu o expresie algebrica nenuld inseamna a imparti si numaratorul si numi-

torul cu expresia algebrica.

v Simplificarea fractiilor algebrice se poate
face numai cand numaratorul si numitorul
sunt scrise sub forma de produse. Cand
expresiile de la numaratorul si numitorul
fractiei sunt sume sau diferente, acestea
trebuie descompuse in factori, iar apoi
simplificarea se face prin factorii comuni.
Fractia simplificata printr-un factor nenul
este echivalentd (egald) cu cea initiald.
Daca simplificarea se face printr-o expre-
sie ce se poate anula, fractia simplificata
poate diferi de fractia initiala ca domeniu
de definitie! Identificati in exemplele date
anterior o astfel de situatie! Acordam aten-
tie ca factorul de simplificare sa fie diferit
de 0!

/ Pentru determinarea numitorului comun
trebuie sa ne asiguram ca expresiile de la
numitor sunt rescrise sub forma de pro-
duse de factori, folosind metodele de des-
compunere sau formule algebrice studiate.
Numitorul comun se calculeaza astfel:

» descompunem numitorii fractiilor;

> numitorul comun este produsul facto-
rilor comuni si necomuni, luati o singura
datg, la puterea cea mai mare.

2 proiect

_ulln Exersim impreuna!

1. Simplificati fractiile:

* 2 * 2
a) &, xe R b) =7~ X”*X xeR% o)X 5E L xeR - {-1;1}.

Rezolvare: a) Observérn ca x este factor si al expresiei de la numarator si al

(x .
expresiei de la numitor (factor comun), deci 35 X" = x";':XX = %;
descompunem mai intai numaratorul frac-

)X r2xr1 S T

X2-1 T (x-1)(x+1)

b) Pentrua 51mp11f1ca T’
2X + 4 X> _ )(X
x: T

2x(1+2x)" _ 2(1+2x),
X2 - X )

tiei:

2. Aduceti urmatoarele fractii algebrice la acelasi numitor, prin ope-
ratia de amplificare:

3-X. 4Xx-3. 7-X_ x2+1 *.
A% T e 5 XeERS
X+2., Xx-2. 3X 1
b)3=1) 1 yxeR - {-1;1}

) ss1- 33X, 4X-3., T7-X., x2+1 _
Rezolvare: a) Pentru a aduce fractiile =5—~; ~5,=; X 5 la ace
lasi numitor trebuie sa aflam numitorul comun. Un numitor comun al

10%) 5%) 2) 2x2)
3-x.7V4x-3, T7-x, T X241

expresiilor x; 2x; 5x>; 5 este 10x2. Atunci: Tt X5 B z

C o 30X - 10X | 20X2 - 15X | 14 - 2X  2x4 + 2X2
siobtinem == 55 Tow 1 10w
b) Pentru a gdsi numitorul comun al fractiilor algebrice £*2; X=2.

X -1 . v .

)3(2 - trebuie sa descompunem numitorul: x>*-1 = (x-1)(x+1).

X x+1)X+ 5 x—1)X_ P 1)3X 1

Numitorul comun este (x-1)(x +1); =75 L s Obtinem:

x+DXx+2), X-D(x-2), 3x-1
x*-1 ' x-1 ' x*-1

Pentru problema de mai jos, redactati doud solutii: una prin amplificarea fractiilor, iar cealaltd prin simplificarea
fractiilor. Analizati, prin comparatie, cele doud rezolvdri si precizati avantajele, respectiv dezavantajele fiecdrei me-
tode, din perspectivd proprie. Discutati la nivelul clasei concluziile trase de fiecare dintre voi.

Aduceti fractiile la acelasi numitor, dupé ce ati determinat domeniul de definitie:

X+2 6x2 X*-4 | b)

a) X2 X3+ 2% x4 x3 - 2%

X+1 2-1

2x+1’ X2+ 2x+1 x4—2x2+1
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Adunarea si scaderea fractiilor algebrice

_ulln Exersim impreuna!

.. 1.5 4, 2X+1 X+4 1
Calculati:a) g+ 2 - ¢; b) XX_+3 5 xeR-{3} C)z‘— &
1,5 b 10574 2 1 p)2oel Xl DrliXeh 35, Y1 P1,1_.3-2+1_2_1
Rezolvare:a) g+ o -¢c=—%—=¢=3 bDSX3+3x3=" %3 =%=3 9 3~ 3+t~ ~&-%3

‘, Retineti!

> Pentru adunarea fractiilor cu acelasi numitor, se adund numaratorii si se pastreaza numitorul comun.
> Pentru adunarea fractiilor de numitori diferiti, primul pas este aducerea fractiilor la acelasi numitor,

prin amplificare sau prin simplificare!
> La adunarea/scaderea fractiilor algebrice, dupa aducerea la acelasi numitor acordam atentie adunarii/

scaderii numaratorilor, inclusiv cu aplicarea corecta a regulii semnelor.
> Proprietatile si reguli ale adunarii si scaderii numerelor reale pot fi utilizate si in cazul operatiilor cu

expresii si fractii algebrice.

_ally Exersdm impreuni!

1. Verificati egalitatile:
. Numitor comun . A oV
Egalitatea - . . e Aducere la numitor comun si verificare
conditii de existenta a fractiilor
X, X+1_9X*4 pentru 4 i 5, numitor comun DX , Wx+1_SX+AX+1) S+ hX+h _9X+4
4 5 20 este 20 4 5 - 20 =720 "~ 20
11 1 pentru x six + 1, numitor comun D7 N 1 xel-x )
X X+17 x(x+1) estex(x +1),xe R — {-1; 0} XT OX+17 x(x+1) X X+ D
X+th 3 _1__5 pentru 2, x si 4x = 22X, numitor X+4 M3 D1 X+h-6X-h -5 _ 5
2 x4 comun este 4x, x € R* x 2 X" 7X S TIx T %
4)(_3—2)‘_11:2 acelasi numitor, xe R — {—43} 4X‘3_2X—11_4X'3'(2X‘11)_2x+8_2(X+4)_2
X+ 4 X+ 4 o ! X+ 4 X+4 X+ 4 T X+ 4 T x+4
. . 2 9 x2) g _Xx+2-(X-2) _ x+2-x+2 _
11 _ 4 pentrux - 2 s1x + 2, numitor comun X-2  Xt2T X-2)(x+2)  (x-2)(x+2) ~
X-2 x+2 x*-4 | este(x-2)(x+2),xeR - {-2;2} - 4 __4
X-2)(X+2)  X*-4
3 x_, 6x-x> _|descompunem x> - 4 = (x - 2) (x + 2 3 X_, bx-x2_ 73 “)X 6x - x>
iz -zt e C p ‘4 ( ) ( s TR L T Al R (x TN
care este numitorul comun,
- 11x - 6 3(x 2)+x(x+2)+6x-x> _ 11X - 6
(x-2)(x+2) xeR —{-2;2} (x-2)(x+2) T x-2)(x+2)
2. Completati spatiile punctate cu raspunsul corespunzator pentru a obtine propozitii adevarate.
q) 2x-1, xeR - {-2} 2x-1, 2 X-1 ? x—1 _2x-1 ? -x
X+ 2 X+2’ X+2 X+2 " X+2 X+2 7 X+2 X+ 2 X+2 " X+2
x+1_3 8-x s 5X+5 6x . ? _8-x ? _8-x_5X*+5  6x 2 _ 3
b) -5+ =g 1 XeR iox _1ox Tiox - 1ox ©Tox - 10x ~ 1ox T iox < Tox — 10x
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inmultirea si impartirea fractiilor algebrice

a®a Exersim impreuna!
Calculatiza) -2- 5 B)ZFL. X xeR-10}  oi:%  d)X:Z xeR-1{0}
) '8 ¥ 4. ax+1 ¥ _2x+1, 1.4_1 3 _1 X.2x_Xx 5 _5 5
Rezolvare: a)—3—¢-z_—§, b) Xz T2 C)E'i‘j'Z‘@ d)Z.?_Z-zx_g,xaéo,undefrac‘;laz—x

este inversa fractiei %

,, Retineti!

> Pentru a Inmulti doua fractii algebrice, Inmultim numaratorii intre ei si numitorii intre ei, folosind si
regula semnelor, dupa caz.

> Cand este posibil, descompunem in factori expresiile de la numitorii si numaratorii fractiilor, simplifi-
cam si apoi efectuam inmultirea.

> Impartirea a doua fractii este inmultirea primei fractii cu inversa celei de a doua fractii.
> Proprietatile Inmultirii numerelor reale sunt valabile si la inmultirea fractiilor algebrice.

_ulln Exersim impreuna!

5 a>_5 a*_5a * X X+1_ X x+1_ 1 _pao
a7 a 7= 0aeR X+L 5% " gman 5% 200 X€R-{-1,0}
1= 1= xeR-{-150} 40b:2—3‘1:4'+b~23—a:6—1b:6b,aeR*,beR

x+1.x2-1 _x+1 (X~2)(x+2) _x+2 5 —ilode 2X+1 ., AX*+2 _ 2x+1 X _X - {_1
X—Z'xZ—A_M'(x—1)N_X-1’XER_{_2’_1’1’2} X - x> T X 'ZM_T’XER {5’0}

2X +3 L 4x -9 _ 2x+3  (3x-5)(3x+5) _ 3x-5 XGR—{—E'—E'i}
9X>+30X+25 " 9x*-25" (3x+5)* (2x+3)(2x-3)  (3x+5)(2x-3)’ 3 222

= X2_1)> X-1 _X-1+Xx+1+x2-1 x~1  _ X2+2x=1 _ 1 _ .
(X+1+X'1+ Vierx-17 ey erx-1T enGesaxen e XER {15 —1+v2}

Ridicarea la putere

a"=a-g...-a a-a"=a"", a€R,mneN
By Exersim impreund! a:am :d:,:f:r;l (@) =amm; gn=2:
Calculati:
(§>3 = ’_;_z = ;‘—;,XG R <2Xx+ 1)2 - (2)():2 V> _ 4 +Xfx+ 1,xe R*
(%)2 (%)3 = (%)5 = 32213‘;, xeR (2)(3; 1)5:(2x3; 1)3 _ (2)(3; 1)2 _ 4x2;¢2x+ 1 xeR*
4
(2] = (52) = xer | )T 1301060 =0 3030 = ) xe R
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Expresii algebrice
x-1, x+1 +2+7X) <x+1+3 6x

Consideram expresia: E(x) = (X S thixteog 1
a) Aduceti E(x) la forma cea mai simpld.
b) Pentru ce valori intregi ale lui x obtinem E(x) € Z?

c) Pentru ce valori reale ale lui x obtinem E(x) = 1?

) xeR-{-2; -1;2%

d) Are sens produsul E(1) - E(2) -E(3) ... - E(100)? Argumentati.
Rezolvare:
-1 _x+1 2+7x ] [(x+1)(x+1) +3-6x (x-1)(x-2)-(x+1)(x+2) +2+7x] (x>+2x+1+3-6X
VEX) = (53 2 Gy e D) | X+1 |- [ x-2)(x+2) ] (2=
X+2 (x-2)?

:(x—z)(x+2)' xr1 = xrnXER-{-2; 152},

1eZCumer x+1|x-2six+1|x+1,avemx+1|x+1-(x-2) e x+1[3;x+1€{-3; -1;1;3}.

Obtinem x € {-4; -2;0;2}.Darxe R - {-2; -1;2}, asadar x € {-4;0}.

C)E(X)Zl@x,r%Zl@ 3

-1z > 0. Cum -3 < 0, trebuie ca x +1 < 0. Dar x + 1 # 0, asadar trebuie ca

X+1 +1

X+1<0&x<-1.0btinemxe (-o; —1). Cum domeniul de definitie estex € R - {-2; -1; 2}, solutia inecuatiei este

X€ (-0 ; -1) - {-2%
d) Cum produsul contine E(2) si pentru x = 2 nu este definita expresia initiald, produsul respectiv nu are sens.

Q Observatii

m A aduce o expresie algebrica, care presupune calcul cu fractii, la forma cea mai simpld inseamna a efectua
calcule algebrice de tip factor comun, descompuneri, utilizarea de formule de calcul prescurtat, aduceri la ace-
lasi numitor, adunare, scadere, inmultire, reducere de termeni asemenea.

2 g .. v s . - 2 6
In cazul exemplificat, forma cea mai simpla a expresiei E(x) = <)’(‘ +; + ;f)l( + x;j;:) <x +1+ 3X - lx) este

E(x) = X = 2 fiind echivalente pentruxe R - {-2; -1;2}.

Dereguld, Tnainte de a aduce o expresie de tipul dat 1a forma cea mai simpla, trebuie sa avermn 1n vedere preci-

zarea domeniului de definitie al expresiei initiale, forma simplificata putand ascunde valori pentru care fractia
initiald nu se poate defini, dar fractia finala da!
m La rezolvarea inecuatiei ’)‘( +% > } nu putem implica proprietatea fundamentald a proportiilor, bazata pe In-
multirea ambilor membri cu valori sau expresii, decat atunci cand se cunoaste semnul acestora. Astfel, daca nu-
mitorul este o expresie care variaza ca semn (pentru anumite valori este pozitiva, pentru altele negativa sau 0),
se procedeaza ca In exemplul dat, cu trecerea tuturor fractiilor Intr-un singur membru, apoi aducerea la acelasi
numitor si cu studierea semnului fractiei obtinute. Reducem astfel problema la studiul semnului unei fractii
(prin compararea sa cu 0).

2 proiect

Rezolvati, pe grupe de elevi, problema de mai jos. Comparati rezultatele cu cele ale celorlalte grupe si analizati
eventualele diferente.

Fieexpresia;E(x):(X'3_ 2 +1—x2>. 4x-16

X+3 3-X X*-9/)'x2+6x+9’
a) Determinati domeniul maxim de definitie al lui E(x). ~ b) Aduceti E(x) la forma cea mai simpla.
c) Pentru ce valori intregi ale lui x , E(x) € Z? d) Pentru ce valori reale ale lui x , E(x) < -1?

e) Care dintre raspunsurile la cerintele anterioare poate diferi si de ce?
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Exersati

1. Determinati valorile necunoscutei x pentru care frac'giile urmatoare sunt bine definite:

X+3, X+2
a)x—l’ b)x+3) C) 16’ d X2 +1°

2. Calculati:

X>+2X-5.

. _X*-3x+5
13 b) F(-2) si F(-1) pentru F(x) = ———=.

a) F(-1) si F(0) pentru F(x) = il

3. Amplificati si apoi determinati domeniile de defini'gie ale fractiilor obtinute:

. x + 2 2X -3 .

a) 3 X T Cu2x; b) 2 X+2 cux—1; c) 2 X L cuxz d) 3 cux+2; e)3x+1 Cu3x-1;
X2+2Xx—3 X+3 . : =

f) ooy Cux+1 g)mcuzx, +X+1; 1) CuX2+X+1

4. Simplificati fractiile, dupa ce determinati domeniul de definitie pentru fiecare caz:
15Xx3y2 16x2y3 12X4Y3 8xy3 | 9x2y 4x—1 .

) 20x0y5 b) Soxy ) iy d) i ®) 3y D ex—o
X*-X. 3x+6 3X>+3X, X2-2x+1, X2+ 6X+9
x- 2 ) 370 D5 D K —=1 D9

5. Simplificati fractiile, dupa ce determinati domeniul de definitie pentru fiecare caz:

4 X2—5X+6 X3 +10X> + 25X | X2—6x+9, X2- x-12., 4Xx* -1

3)74,”4, b)Y —o ) o= 3 D =g ) Do
)x2—+4x+4‘ )(2x 3)2—x? | .)x2+5x+6 A i X4+ X3+ 3x2 k)X2+5X+4 1)x3 6x> + 11x — 6

& X>-4 x> —9x ) x>—2x—8’ 2X3 + 2X% + 6X’ 4x -5’ X =4

6. Determinati domeniul de definitie al fractiilor urmatoare, apoi aduceti la acelasi numitor:

a) 5% .1 . X+3, )BOX—IOXZ, 20x+20 .14 -4X X*-9, )x+2,x—2,3x—1, d) 3 X

X’XZ‘FX’XZ x' x2 -1’ 10x2 ,IOX(X‘F].)’ 2X ’XZ—?)X’ X-1'x+1 x2-1? X’X+1’X2 X’Xz 1°

A fost util faptul ca inainte de aducerea la acelasi numitor s-a realizat determinarea domeniilor de definitie?
Explicati.

7. Calculati, dupa ce gasiti domeniul de definitie pentru fiecare exercitiu:

3X Xx+1 _ x , 2x+3, x LSS _ X+, x2—1 _X+2  X-3,
a)_+?’ b) 5% T3t Tex )T 3 X d) x T3
. X-1_Xx>+1 _x+1, X~ 2_x+1_2—x. 4x+3 -2 .
E)—+— f) 5X 2%z X2 ! g 6x 9 3x2 )3(X+1) 5(x + 1)
: 1 xX-1. 11 4o 10 20x . 1 1
)x(x+1) X+1 ])x+1 2X+2 33X+ 3 k)x+1o x-10 ¥ X - 100 1))<2—2x+x2+2x+x2—4'

8. Calculati, dupa ce gasiti domeniul de definitie pentru fiecate exercitiu:

1 1 1. x+6 X-3, X _ X X+1 .

a)XZ—X+XZ+X+X2—1’ b) 3X+ X2 ) C)Xz_4 X2—4X+4+X2+4X+4’

d X+1 _ X . ) 4X+4_ 3X — 9 )X2+1 2X—2+ 8 - 4x .
5X - X>  X? - 25’ X2—7X+10 X -2 ) X+2 X>+x-2)

g) X+2 . x-1 . )3x2—2x—1_ 3x+6 .) —10x+25_x2+6x+9+1_
9-12x+4x* 2x*-Xx-3 X3 - X 4LX>+ 12X + 8 -8x+15 X*-9 3-

9. Calculati, dupa ce gasiti domeniul de definitie pentru fiecate exercitiu:

a. 2a 4b, 2 4y, 2xy?, 3(x+1 3 6 .a.
a)ﬁ.z’ b)?a_) C)X_'_r d)15 3a e) (A.X )%, )10-41
2a . 4b, x4y, y? 3(x+1) 3 . X, 1) 3. xX_1y _3
g)?a-?, h)g-T; i)15: 3a’ )= X)i-l’ k)<3+6)'2’ 1)(3 6)'2x—1'
10. Calculati, dupa ce gasiti domeniul de definitie pentru flecate exercitiu:
2X+3 4X*-12X+ 9, X-2 X . X2 . 2X+3 , 4X*-12X+ 9
)2x—3' Lx*-9 b)( x tx-2 1) X*-2X+ 4’ )2x—3' 4tx>-9

DE D Opk (IR0 G- A
9Gra) s by (2 +2):(1- 25 DER) () 2
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11. Calculati, dupa ce gasiti domeniul de definitie pentru fiecare exercitiu:

a) X2 - ;x+1 )Zcii)i'(le—x+x21—1); b) <X>+1 %)%’

<) (1 3X 3x2’+(1)11?"62x++18’,‘(2; d)( = '%J'xzﬂ):ﬁ;

e) (2x2)+(3'192)i+4>2cz'2x3)—(3):zxx_—33; f)(4x Staxis" 16Xx_2%9)'<4_%);
g)<2x+1 4x2é)2x+1>:<4xzzx—1+1—12x); h)X2+X+2+X+§'<%'ﬁ);

) ¥S s G- 15); DGreiadm et ) (1-5);
B ¥%5 - oz (1 %7 ):

12. Verificati daca (x—1+ ) 1+1) =X, xe[R—{—l'O}

13. Verificati dacd F(x) = (X+1 le) —

“AX+t 4,
) 4x+s€Z xeR - {-2;21.

; 1 1). X+5x+6 . he-
15. Fie EOO = (2555 + 557 ~ o) | o r o CU X€ R - {-3;-2;0;2}.

a) Arataticax3 —4x> + z.x =X (x=2)2Six>+5x+ 6= (X +2) (X +3).

X+1

depinde de x, undex e R - {-1;1;5}.

14. Verificati daci %

b)AratatlcaE(x)_ xeR-{-3;-2;0;2}

X+ 3 J
¢) Daca F(x) = E(x) - (x + 3), calculati: F(3) + F(4) + ... + F(2016).

16. Consideram E(x) = <7X :+§1f+’{f,2() : (X+3+%>-

a) Determinati domeniul maxim de definitie al lui E(x).

b) Aduceti E(x) la forma cea mai simpla.
¢) Pentru ce valori intregi ale lui x, E(x) € Z?
d) Pentru ce valori reale ale lui x, 2E(x) < 2?

1 2 . 2X+6
17. FleE(X)_( -2X x2+2x+x2—4>‘x3—4x'

a) Determinati domeniul maxim de definitie al lui E(x).

b) Ardtati cd E(x) =3 % , x apartinand domeniului maxim de definitie.

¢) Rezolvati ecuatia E(x)= %
d) Determinati valorile intregi ale lui x pentru care E(x) € Z.
e) Determinati numerele reale x pentru care E(x) < 1.

A

#_* o o . w

£¢% Activitate practica
O aplicatie in geometrie 10 N 17
Consideram triunghiul ABC, AB = 10 cm, AC = 17 cm, BC = 21cm si Tnal-

timea AD, D € BC. Calculati lungimea inaltimii.
Rezolvare: Cum 21> > 17> + 102, rezulta ca unghiul A este obtuz, deci un- z 2 E -
B D

ghiurile B si C sunt ascutite. In concluzie, piciorul perpendicularei din A pe
BC este interior segmentului BC.

Notam cu x lungimea segmentului BD si cu h lungimea Tnaltimii AD. Din teorema lui Pitagora in cele doua
x>+ h? = 100 x2+h? = 100
(21-x)2+h2 = 2899{441 -42x+x>+h> = 289
prima relatie In a doua relatie: 441 - 42x + 100 = 289, decix = 6cm.

triunghiuri dreptunghice ABD si ACD obtinem { si, inlocuind

Reluadnd prima relatie: 36 + h> = 100 = h = 8 cm, unde am tinut cont ca h este o distanta, deci nu poate avea
valori negative.
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+ \ b% — 4ac

Ecuatii de formaax?+bx +c=0,
undea,b,ccR,az0

_ulln Exersim impreuna!

Un teren in forma de dreptunghi are lungimea cu 5 m mai mare decat latimea si aria egala cu 66 m>. Care sunt
dimensiunile terenului?

Rezolvare: Notam cu x latimea terenului. Datele problemei se pot scrie astfel: x(x + 5) = 66, x € R. Ecuatia este
echivalentd cu x2 + 5x - 66 = 0, adica (x — 6)(x + 11) = 0 si are solutiile 6 si —11. Cum x este latimea unui teren,
atunci singura solutie valabila este x = 6 m (latimea terenului) si 6 + 5 = 11 m (lungimea terenului).

‘, Retineti!

O ecuatie de forma ax>+ bx+c =0, cua,b,c e R, a # 0, se numeste ecuatie de gradul al doilea, cu coefi-
cienti reali, In necunoscuta x.

Conditia a # 0 este necesara deoarece pentru a = 0 ecuatia devine o ecuatie de cel mult gradul I: bx + c = 0.

Numerele a, b, c se numesc coeficientii ecuatiei, c numindu-se si termen liber (valoare care nu este inmultita
cunecunoscuta). Valorile necunoscutei pentru care egalitatea este adevarata se numesc solutii sau rdddcini ale
ecuatiei. A rezolva o ecuatie inseamnad a determina multimea solutiilor, aceasta putand fi si multimea vida!

_a¥a Exersim impreuna!

1. Determinati coeficientii ecuatiilor de gradul al doilea (in cazul in care avem ecuatii de gradul al doilea):

Ecuatia Coeficientii ecuatiei Necunoscuta
LX>-5Xx+6=0 a=4,b=-5,c=6 X
-y?+y-3=0 a=-1,b=1c=-3 y

2X2-3X=0 a=2,b=-3,c=0 X

az-5=0 a=1,b=0,c=-5 a
Zixz -X+1=0 nu este ecuatie de gradul al II-1ea din cauza termenului 23(2
-4Xx3+8x-1=0 nu este ecuatie de gradul al II-lea din cauza termenului - 4 x3

2. Scrieti ecuatiile de gradul al II-lea In necunoscuta x, care au coeficientii:

Coeficientii ecuatiei Ecuatia
a=3,b=1,c=-4 3X2+X-4=0
a=-2,b=8,c=-1 -2x>+8x-1=0
a=-3,b=21,c=0 -3X2+21X=0
a=8,b=0,c=-2 8x2-2=0
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3. Verificati daca x = 3 este solutie a ecuatiilor:

Ecuatia Verificarea solutiei

Am observat ca ecuatia x>-x-2 = 0 este
X>-5x+6=0|32-5-3+6 =0 relatie adevaratd, deci x = 3 este solutie [ echivalenta cu ecuatia (x-2)(x+1) = 0. Se
poate remarca avantajul major pe care il
aduce rescrierea unei ecuatii de gradul al

4LX>-5X+6=0 4-3>-5-3+ 6 =o0fals, deci x = 3 nu este solutie

. 3 . v .o . . - 3 2 =
4. Descompuneti expresiile asociate urmatoarelor ecuatii si apoi de-  !lI-lea de la forma generala ax®+bx+c = 0
terminati solutiile acestora: la o forma ce implica produs de factori egal
’ ’ ’ cu 0! Aveti astfel o motivatie importanta

Ecuati D Solutii pentru a detine si exersa deprinderile de
cuatia escompunere oluti descompunere a unei expresii algebrice in
) _ Xx(x-5)=0=x=0 sau lutiil . factori.
X*-5x=0 X-5=0 solutiile sunt 0 $15 Deoarece existd cazuri in care prelucrarea
» algebrica a ecuatiei de gradul al ll-lea nu
4X*-36=0 4(x-3)(x+3)=0=>x-3=0 solutiile sunt permite descompunerea in factori, sau
saux+3=0 3si-3 aceasta este dificila, rezolvarea poate par-
. curge pasii prezentati in cele ce urmeaza.
X2-3X+X-3=0& solutiile sunt gepasip ’
X2-2X-3=0 .
s(x-3)x+1)=0 3si-1 ] 5
@ Cazuri particulare
‘, Rei':inegi! > Dacd b = 0, ecuatia devine
ax+c=0ex?= -,
9..aq a.-q 3-C P H i .
Etapele rezolvarii ecuatiei ax?> + bx + c= 0, cua,b,ce R,a # 0: Daca - > 0, ecuatia are doua solutii reale:
a) Etapa de identificare corectd a coeficientilora=...,b=.. .,c=....  x=-/-5,x=/-5.

b) Etapa de calcul al discriminantului ecuatiei, A = b> - 4ac (obtine-
rea valorii si evidentierea semnului acestuia).

¢) Etapa de interpretare a semnului discriminantului si, dupa caz,
calculul solutiilor: Dacd -< < 0, ecuatia nu are solutii reale
’ (multimea solutiilor este multimea vida).
> Daca b # 0,c = 0 ecuatia devine

Dacd -< = 0, ecuatia are doud solutii reale

egale: x, = x,= 0.

I. Daca A = b> - 4ac > 0, ecuatia are doua solutii reale si distincte:

x ==b-VA , _-b+VA
17 2a 1 T 2a :

ax?+bx =0« x(ax+b) =0siare doua

. o _.b
II. Dacd A = b? - 4ac = 0, ecuatia are doua solutii reale egale: solutii reale: x, =0,x, = -g-

in aceste cazuri, rezolvarea se poate realiza
prin rescrierea ecuatiei folosind metode

II1. Dacd A = b> - 4ac < 0, ecuatia nu are solutii reale. de descompunere, fara a apela in mod ne-
cesar la pasii anteriori.

_ . _-b v . . v
X, = X, = 5 (douad solutii, o singurd valoare!) .

_a¥a Exersim impreun!

Rezolvati ecuatiile:

Ecuatia si coeficientii A sidiscutie Solutii

X2—5X+6=O A=b2—40C225—24=1 -b-vA b+ VA
a=1,b=-5,c=6 A > 0, doua solutii reale distincte X=—%ag -2X%="3g -3
X2-6Xx+9=0 A=b>-4ac=36-36=0 b
a=1,b=-6,c=9 A =0, doua solutii reale egale X=X =2a=3
-Xx2+x-6=0 A=b>-f4ac=1-24=-23<0 o
a=-1,b=1,c=-6 A < 0, nu are solutii reale

X2-6X=0 A=b>-4ac=36-0=36 6 -36 6 +/36
a=1,b=-6,c=0 A > 0, doud solutii reale distincte == =0,x,=—5"—=6

2X2-5=0 A=b%>-4ac=0+ 40 =40 _0-Vi0 _ vio . _0+4O _ vio
a=2,b=0,c=-5 A > 0, doua solutii reale distincte XN=— TN T T
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,, Retineti!

b c b , b, c_ b b\? t4ac-b?
ax2+bx+c:0©a(x2+ax+a):0©a<x2+2~x-ﬁ+ +35 - z):0©a[<x+ﬁ) + ]:0@

, 4a>" ad La 4.a>
@d[()ﬁ%) A]:o,undeagéol

-
Dacd A > 0, atunci ecuatia devine: a(x + 2—ba = %) (x + % + %) =0eaXx-Xx,)(X-x)=0.

> . b\?
Daca A =0, atuncia (x + 2—0) =0.

o b\> A M ety A . .
Daca A < o, (X + ﬁ) - La este suma strict pOZItlva de patrate sinuse descompune.

Am gasit o noud metoda de descompunere: ax? + bx + ¢ = a(x - x,)(x - x,), unde x,, x, sunt solutiile ecuatiei
atasate ax? + bx + ¢ = 0 in cazul A > o.

_ulla Exersim impreuna!

1. Scrieti cate o ecuatie de gradul al II-lea, cunoscand solutiile in fiecare caz:

Solutiile ecuatiei Ecuatia
X,=5,X,=-8 (x-5)(x+8)=0ex2+3x-40=0
X,=3,X,=-3 x-3)x+3)=0ex2-9=0
X,=0,X,= 4 X(X-4)=0eXx>-4Xx=0

Observatie. Cunoscandu-se solutiile unei ecuatii de gradul al doilea, aceasta nu este unica: astfel, ecuatiile ata-
sate expresiilor (x - 5)(x + 8) = x>+ 3x - 40 si 2(x - 5) (x + 8) = 2x> + 6x - 80 au aceleasi solutii x, = 5,x, = -8! Mai
general, oricare ar fi numarul real nenul a, ecuatiile de forma a(x - 5) (x + 8) = 0 admit solutiilex, = 5,x, = -8.

2. Determinati solutiile ecuatiilor si descompuneti expresiile atasate ecuatiilor.

Ecuatia Coeficientii ecuatiei Solutiile Descompunerea expresiei atasate
X2-5Xx+6=0 a=1,b=-5,c=6 A=25-24=1,X=2,X,=3 X2-5x+6=1-(x-2)(x-3)
X2-6X+9=0 a=1,b=-6,c=9 A=36-36=0,x,=x,=3 | x2-6x+9=(x-3)(x-3)=(x-3)

Notam x> = y si
rezolvam ecuatia
V2 - 5y + 4 = 0 cu coefi-
cientiia=1,b=-5,c=4

V2-5y+4=(y-1)(y - 4),
A=25-16=9,y,=1,y,=4 [ X-5x2+4=(x*-1)(x>-4)=
=(x-1)(x+1)(x-2)(x+2)

X4-5X2+4=0

3. Descompuneti in produs de expresii de gradul al I1-lea:
A (X2+2x)- (X2 +2x-4)+3; b)O®+2x)-(>+2x+2)-3.
Rezolvare: a) Notdm x2 + 2x = y sirezolvam ecuatiay(y - 4) +3=0<y?- 4y +3=0; obtinemy, =1,y, = 3;
V2-4y+3=(y-1)(y-3) =0 +2x - D(x*+2x - 3) .
X+1) (X*+3x+3)+1, b) (*+2x-1) . (x>+2x-6)+6
x>+3x+1)>-1 ) X2+2x-1)- (X2 +2X-4)+2
Rezolvare: a) Descompunem (x> + 3x + 1) - (x> + 3x + 3) + 1. Notam (x> + 3x + 1) = y si descompunemy- (y +2) + 1=

4. Simplificati fractiile: a) o3

=y?+2y+1=(y+1)20btinem (x> +3x+1) - (X>+3x+3) +1=(X>+3x+ 1+ 1)> = (x> + 3x + 2)2

Descompunem (x2 +3x +1)2-1=[(Xx2+3x + 1) = 1][(X2 + 3x + 1) + 1] = (x> + 3x)(X? + 3x + 2).
(2+3x+1)-(X+3x+3)+1 _ (x*+3x+2)> (x> +3x+2) _(x+1)(x+2)
(2+3x+1)2-1 T3 +3x+2) T (x*+3x) T x(x+3)
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Exersati
1. Verificati daca x = -1 este solutie a ecuatiilor:
a)x>-1=0; b)x>-2x+1=0; C)x*+8x+16=0; d)(4x+3)>+8=0.
2. Identificati coeficientii ecuatiilor:
a)x>-2x+1=0; b) x>+ 8x+16 = 0; c)x>-15=1; d) (4x+3)2+8=0.
3. Care dintre urmatoarele ecuatii sunt ecuatii de gradul al IT-1ea?
a)x2-15=1; b)-(5x+6)2-4=0; C)Vx2+2x+1=0; d)%+x2+3:0.

4. Rezolvatiin R ecuatiile: a)x>-4x+3=0; b)-3x>+243=0; c)-4x>+6x=0; d)x>-15=1;
e)3x>-2x=0; f)x>+5x-6=0; g) -4X>+4x-7=0; h)x>-7x+10=0; i)x>-6x+8=0; j)5x>-45=0;
k) -(5x+6)>-4=0; 1)x>-5x+9=0;m)3Xx>+5Xx+4=0; N)2Xx>+7Xx+5=0; 0)9Xx>-5Xx-4=0.

5. Scrieti cate o ecuatie de gradul al II-lea pentru care se cunosc solutiile:

a)x,=-5,x,=2; b)x, = -3,x,=3; C) X, =1,Xx,=2; d)x, =4,5;x,=2,5; €)x,=1-v2,x,=1+V2.
6. Rezolvati in R ecuatiile, folosind descompunerea in factori:
a) (x+4)>-25=0; b)5x>+20x=0; c)(x-12-4=0; d)-0,6x>+3,6x=0.

7. Determinati a € R, stiind cd ecuatia 2x> + ax - 4 = 0, x € R are solutia - 4. Rezolvati apoi ecuatia pentru valoa-
rea determinata a lui a.

8. Descompuneti expresiile in factori:

a)2x2+9x+10; b)x2-5x+4; c)7x2+xV/8-2; d)-6x2+x+1; e)x2V10 - x/24 - V10, f) x? —%x+%;
g) (x> +2x -1 - (x>+2x+5)+9; h)O2+2x)2+5(x2+2x) +6; i)(X>+2x-1)-(x>2+2x+4)+6.

9. RezolvatiIn R ecuatiile:

x+11 2x+3 _ 2x?

)Xt =x+3,x%-2; b)%+X11:%,x¢—1,x¢0; AT+ 51 = X2 1.
10. Aduceti urmatoarele ecuatii la forma ax> + bx + ¢ = 0 si apoi rezolvati-le in R:
a)x(x+3) = 4; b) (2x-1)(-x+3) =-7; c) (x-4)*=2x

d) (3x -1)> = (x + 3) e) -2x(x+3) =6 +X; £) (5x - V7)) (5x + J7) =18x.

11. Determinati numerele reale x si y care au suma egala cu —3 si produsul egal cu —10.

12. Determinati dimensiunile laturilor unui triunghi dreptunghic, stiind ca acestea sunt exprimate prin trei nu-
mere naturale consecutive.

13. Calculati aria si perimetrul unui triunghi dreptunghic care are ipotenuza de 10 cm, stiind ca lungimea uneia
dintre catete este cu 2 cm mai mica decat lungimea celeilalte catete.

14. Determinati valoarea numarului real m pentru care ecuatia x> - 5x = 2m + 1 are solutii reale.

15. Determinati valorile intregi ale lui m pentru care solutiile ecuatiei x> + mx + 1 = 0 sunt numere intregi.

2 Investigatie

Amprenta la sol a unei cladiri are forma unui dreptunghi cu bordura __:mi*
lungimea de 10 m si latimea de 6 m. Proprietarul cladirii doreste Ny i
sa construiasca o bordura de beton 1n jurul acesteia, care sa aiba
aceeasi latime pe toate laturile. Care este latimea maxima a bor-
durii, daca fondurile pe care le are proprietarul la dispozitie sunt
suficiente pentru a acoperi o suprafata de 17 m> de bordura? casa
Rezolvare. Notam cu x latimea bordurii si calculam aria supra-
fetei acesteia: A, ,=2-10-X+2-6-X+4-X2

Cum fondurile sunt suficiente pentru doar 17 m? de bordura,
obtinem ecuatia: 4x> + 32x =17 © 4 x> + 32X - 17 = 0;

E k]

A:322+4-4~17—4\/K:36;X1:;

deci fondurile 1i sunt suficiente pentru o latime a bordurii de maximum 0,5 m!
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Recapitulare

1. Precizati valorile lui x pentru care fractiile urma-
toare sunt bine definite:

X . C)5X‘4

4, . 7X-5
a)ﬂ) b)x+1) X2+1) d)xz 1’ e)X2+2X+1’ f)

-100°
2. Precizati valorile lui x pentru care fractiile nu sunt
definite:

3x X- 4, 2x -3, X+1. £y X2+X.
a)5x) b) Zx ) )x+17 d) X-2 e)x2+1) f)zx+5)

7X -1, X-5 . s 4x+1 3X 7
g) XZ ) h)(X+1)(X—2)’ l)xz [¢.X+[|.’ ])

3. Determinati valorile numerice ale rapoartelor:

a)%,pentruxe{—l,z}; b)x+1,pentruxe{0,2};

) 3x+1,pentruxe{—1 2% )X+2 ,pentru xe {-1,1};
2x + 3
e) 3

,pentrux € {0,1}; f)3%5, pentrux e {-1,0};
,pentruxe {v2,v3};

X+1

8)x

2x+1
h) %+

, pentrux € {-1;0}.

4. Simplificati fractiile, dupa ce determinati domeniul
de definitie:
2 2X + 2 27X Y% az-a
)2X3. ) ab’. 0) Y. d) y*. )5

4x» 3abc’ 2a ! 18y5 "’ 5a-1)
X+3 9X%+6X +1, X2-3X+2,
f) e ) Poot h) S22
.y X2+ 10X + 25 2X>+X.
1))(3+2x2+x’ )x2+7x+10’ k) LX+2)
) 2Xx4+2X3+2X2, ) 3x4-15Xx3+ 6 X2 ) x2-3 .
6X3+ 6Xx%+6X’ 9Xx3 - 45x> + 18X’ -243x+3’
4x3 6X3 - 12X+ 18X. X3-X>-LX+ L,
O)W’ p) 2x4+12x3 ! ) -3x+2 !

x-3)-x*
X0 +3X2-5x+3

) Xt+X3-6X>-4x+8 | s)
X4t-3x3-2x>+12x - 8’

t) X>-x )x4—5x2+4'
2x3—4x2+2x’ X2+3x+2?
)x4+x2+1 )x4—x3—x+1
X2+Xx+1? xX-1 ‘

5. Aduceti expresiile la forma cea mai simpla, dupa ce
scrieti domeniul de definitie:

a) 3x+1 2 . p) X+1 1-x .
X2+ X X2+3x+2" Xx2-1 1-2x+x2?
)2x+4 5x+1 |

X2 -4 2x - x2)

UNITATEA 2

X+1 1 . X+1,x-1, X-3,
d)zx 6 9- 3x 9 -x* e)x—1+x+1 x2-1
f)_2L___10 __ 2 ) X 3X2+4,

2-IX 1-4x 2x- g x+2 2-Xx_ 4-x)

X LX?+2 3x 3X2+2X- 4.
h) <X+2' PR +x—2>'(x' ixX-2 )’

: 2x _3X?-4x-1 X 7X-9).
1)<x+3_ X*-9 +x—3>'<x_ x+1>’

o (22X +2X 3x>-3x 5x2-2> 1.
) <x2+2x+1 “2x+1 x*-1 ‘(X+x+2)’
2X X 3X2+4X -2 12X - 25

k)<x—5+x+5_ X2 - 25 )-(x— X+32 )

6. Consideram expresia:

E(0) = (3534 551, X016) (14 1)),

a) Determinati valorile lui x pentru care E(x) are sens.
b) Aduceti E(x) la forma cea mai simpla.

c¢) Determinati valorile Intregi ale lui x pentru care E(x)
este intreg.

7. Pentru fiecare caz in parte, scrieti o ecuatie de gra-
dul al doilea care sa aiba solutiile:

a)4si5; b)2si2; ¢)1,58i-1,5; d)2-/5si2+/5.
8. Determinati un numar real pozitiv care sa fie cu 2
mai mare decat inversul sau.

9. Demonstrati ca, pentru orice valoare reald a lui m,
ecuatia cu necunoscuta y de forma: y*> + 3m? = 4my are
solutii reale. Care sunt acestea ?

10. Rezolvati ecuatiile:

a)x2+3x = 0; b) 16 x> = 25;

c)x>\/3+2=0; d) x>y/5 - V20 = 0;
e)(2x -1)>- 49 = 0; f)x2- 4x-21=0;
g)-x>+3x-1=0; h)2x2+3x—1:o~
) +1)(x*-3) =-4; Dysatxez =Lk

11. Calculati diagonala unui dreptunghi, stiind ca peri-
metrul sdu este de 15 m, iar aria este de 14 m2.

12. Stabiliti, In doua moduri, daca exista doua numere
naturale consecutive al caror produs sa fie 342.

13. Determinati doua numere reale care au media geo-
metrica 40 si media armonica 32.
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Test de autoevaluare

1. Calculati:
aA)3x+5x+2+2(x-2) -(6x-2); b)x(2x+1)-2x?
c) (8x3 +12x> + 6x) :(2x); d) (x+5)(2x - 3).

2. Calculati, aplicand formulele de calcul prescurtat:

a) (x +1)% b) (2x + 1)(2x - D);

) (6x - 4)% d) (2x +3)2- (3x +2)~
3. Descompuneti expresiile in factori:

a) 4x5-16x3; b) x> + 10x + O;

C) 4 x> +18x + 18; d) x3-3x2- 6x+18.

/.. Consideram expresia
E(X):(X+1 X-2 -1 ) X-1

X+2 X+1 Xx?+3x+2)° x+1?
xeR-{-2; -1, +1}.

a) Aratati cd E(x) = 25

b) Determinati valorile Intregi ale lui x pentru care E(x)

este un numar Intreg.

¢) Rezolvati inecuatia E(x) < 0.

d) Calculati

S=[E()]*+[EG)] "+ [E(4)]*+... + [E(n)]*,neN.
Punctaj: 1p din oficiu; 1. 2p; 2. 2p; 3. 2p; 4. 3p.

Timp de lucru: 50 de minute.

FI§A DE OBSERVARE A COMPORTAMENTULUI

Calcul algebricin R

Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

Test de evaluare

1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:

a) 2x2+ 11X + 12 = 0; b) x24/3 + 4X/8 + 4+/32 = 0;
C)X>+5X+7=0; d)gxz-27=o0.
2. Descompuneti expresiile in factori:
a)3x3-12x>-6x+24; b)3x3-x>-2x;
C) 2X3 + X2 - 3x; d) x4 - 5x2 + 4.
3. Simplificati fractiile:

a) X22x++4£i) xeR - {-4;0}; b)%, xeR-{-1;1}

X3-X>-9x+9

xeR -{-3;1;3}

d) +2x-2)-(x>+2x) -3

(x2+2x+2)-(x2+2x)+1’X€R_{_1}'

/.. Consideram expresia

-5,

x apartine domeniului maxim de definitie.
a) Determinati domeniul de definitie al expresiei E(x).
b) Aduceti E(x) la forma cea mai simpla.

c¢) Calculati valoarea expresiei pentru x = -2 si pentru
x=23
=
d) Rezolvati inecuatia E(x) = 1.
Punctaj: 1p din oficiu; 1. 2p; 2. 2p; 3. 2p; 4. 3p.

Timp de lucru: 50 de minute.

La finalul fiecdrei unitati de Tnvatare (un set de lectii) este util sa va autoevaluati comportamentul in procesul de nva-
tare si nivelul de competente atins, completand o fisa de observare dupa modelul acesteia. Ea se refera la implicarea
voastra pe parcursul unitatii de Tnvatare si la rezultatul obtinut la testul de autoevaluare propus la finalul ei. Adaugati

fisele la portofoliul personal.

Amintrebat cand am
avut neldmuriri*

Am colaborat cu colegii
la activittile propuse*

M-am pregatit pentru
fiecare lectie*

Am progresat
ininvatare prin
parcurgerea acestui set
de lectii

Referitor la test

(e am recitit inainte si dupa test pentru

Punctaj obinut aimbundtdti peformanta

*Raspunsuri posibile: nu, partial, da



Calcul algebricin R

UNITATEA 2

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Amplificati cu 2 si apoi cu 3x urmadtoarele fractii,
dupa ce puneti conditii de existenta pentru numitori:

2\F -1 2.
S b % X1 d) X2,

2x+1_ X*-3x+1, X:-x-1, 2X*+X-3,
€ x+5’ f)W’ ) x+z 5 D) X+3
1) -3X+1, ) zx 2

X2+Xx+1? 2)(2

2. Simplificati urmatoarele fractii, dupa ce puneti
conditii de existenta:

16X%y, 15X4Y5 | X2 - 64 5X2 - 20,
a) 12xy*’ b) 20X3y6’ C)ax—8a' ) x5

9X3-X, 6X+9, X*+ 44X+ L,
e)m, f) 4x+3’ ) -4
)2x3—2x2+2x. i) -25x i X>-100 .

LX?-L4X+ 40 x2+10x+25’ ) X2+ 20x + 100’

X3+ X2, 2X2 - 6X. X -4
k)T; 1) Lx-12" m) 4X+4’
)2x3+x2_ )x2—12x+36, Xx3-8

X +2) (o) 36 )X3+2X2+4X’
)x3—6x2+9x_ ) X4+ 4X3+X2-8X-6

x3-9x ! Xt +5X3+2X>2-10x-8°

3. Completati spatiile libere pentru a obtine relatii
adevarate:
A (x+1)2=x>+...+..,;

b)(x-1)>=....-2x+..,
Q)(X+4)>=....+...+16;
d)x-1)(x+1) =...-..,
e)(2x-1)(2x+1) =... - ..
Dx-...)4x+...)=...-09;
g)(..—.)( .. +..0) =25x> -
4. Calculati, dupa ce puneti conditii de existent,é:
1 1. X _ 1 . LX*L
Dx-itn  Pxoz xwww T
d X+1,2x+2. e)x2+6x+9 X-2.
X+2°x*+2x x> -4 X+3)
X 2 . 1 1 1.
D 3x+2 x-17x-2 g)x2—4x+3+x— “x-3
4 2x . .1 3 X .
1'1)x+2 X-2 XHL4x+4) 1)x—z. 2%+ 6 T axr12x+ 18
i) X+1 X+2 . k) X+2 X+ 4
]xl 3x+2 X2 -4x+3’ X2+3X+2  X2+5X+ 4’
) 2.X? . )5X+1_ 2X-1 .
x2+1 1-Xx+x>-x3 X*+X  X*+2x+1)
1 1 1-X. x+2 3 6x .
XTx itxey 9% txs3tgox
)5X+1_ 2 +3X+1.
X2+ 4X X+ 4 x2 !
1 1 1 .
q)x1—3x+2+x2—4x+3+x2—5x+4’
1 1 5
r)2x2+2x+2x2+3x+1+2x+1'

5. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatiile:
a)X>+11x-12=0; b)X2+11x+10=0; C)X2+ 7X=0;
d)x>+10x+25=0; e)x>-12=0; f)x>*+11=0;
g)x>+11x+31=0; h)x>+5x+7=0; i)x4-10X>+9=0.

6. Consideram expresia:

EX) = (353 -7 - vom) (172552

a) Determinati valorile reale ale lui x pentru care ex-
presia este bine definita.

b) Aduceti expresia la forma cea mai simpla.

¢) Calculati E(0),E(-4,5),E(6).

d) Determinati numerele intregi a pentrucare E(a) € Z.

e) Rezolvati In multimea numerelor reale ecuatia

f) Scrieti multimea {x € R||(x> + 3x + 2) - E(x)| < 4} sub
forma de interval.
g) Rezolvati inecuatia E(x) > 0.

7.a) Calculati valoarea maxima a raportului X+2X+2 2;‘ 2

Sl prec1zat1 pentru ce valoare a lui x este atinsa.

b) Calculati valoarea maxima a raportului ;;”5

si precizati pentru ce valoare a lui x este atinsa.

4X2 - 4X+5
4

si precizati pentru ce valoare a lui x este atinsa.

X2+ 6X +15
3

si precizati pentru ce valoare a lui x este atinsa.

¢) Calculati valoarea minima a raportului
d) Calculati valoarea minima a raportului

8. Simplificati fractiile:
)(xz 2)-(Xx2-5)+2, b)(x2—2x+3)-(x2—2x—1)+4_
x*-2)-x*2-1) -2 (x>2-2x+3)2-4 !
)(x2+3)~(x2—1)+4' d)(x2+2x)2—3~(x2+2x)—4,
(x2+3)2-4 i X3+ 2X2+X )

(C-3X+1)+ 4 (= 3K+1) -5
e) X3 - 9x

2 activitate practici

Observati figura
aldturata si deduceti
o formula de calcul
pentru (a + b +c)2




FUNCTII

Existd geometrie in zumzetul
corzilor. Existd muzicd
in spatierea sferelor.

Universul este construit prin puterea cifrelor.

Pitagora (circa. 580 i.H. - circa. 495 i.H)



«« Functii

Functii definite pe multimi finite

Discutati la nivelul clasei si stabiliti sem-
nificatia corecta a termenilor ce caracteri-
zeaza deplasarea: rectiliniu si uniform. Dati
exemple practice care sa se asocieze unei
deplasari de acest tip!

Pentru exemplul alaturat, avem multimile:
A={1,2,3,4,5} si B ={50,100,150,200, 250}.
Reprezentarea prin diagrama este eviden-
tiata astfel: A B

Ce semnificatie dam sagetilor? Conteaza
sensul sagetii?

Exemple de functii:

> Dependenta dintre lungimea laturii pa-
tratului si aria acestuia defineste o functie
f:{1,2;3;4} » {1;4;9;16} cu ajutorul cores-
pondentelor 1> 1,2 > 4,3 > 9, 4> 16
si putem scrie f{1) = 1 (valoarea functiei
n 1 este 1), fi2) = 4 (valoarea functiei in 2
este 4), f(3) = 9si fl&) = 16. Pe caz general,
putem spune ca dependenta este de tipul
x = x? (si intelegem ca lui x Ti corespunde
patratul sau), unde x € {1; 2; 3; 4}.

> Dependenta dintre zilele saptamanii si
temperatura din ziua respectiva defineste
o functie f: {luni; marti; miercuri; joi;
vineri; sambatd; duminica} - {25°C; 24°C;
29°C; 30°C} cu urmatoarele asocieri
luni - 25°C, marti - 24° C, miercuri - 25°C,
joi - 25°C, vineri - 29°C, sambatd - 29°C,
duminica - 30°C.

> O masind se deplaseaza rectiliniu si uniform cu viteza de 50 km/h.
Scrieti Intr-un tabel distantele parcurse dupa 1, 2, 3, 4, respectiv 5 ore.
Putem reprezenta datele din tabel printr-o diagrama?

Rezolvare: Daca masina se deplaseaza cu viteza de 50 km/h, atunci

intr-o ora se parcurge distanta de 50 km. Folosind proportionalitatea di-

rectd, putem afirma ca:

10rd.... 50 km; 2 ore.... 100 km 3ore...150 km....
Reprezentam distantele 1n tabel:
Timp 1ora 2 ore 3 ore 4 ore 5 ore
Distanta 50 km 100 km 150 km 200 km 250 km

‘, Retineti!

Se numeste functie un triplet format din doua multimi A si B nevide
si o relatie (lege de corespondentd) f care asociaza fiecdrui element din
multimea A un singur element din multimea B.

Scriem f: A - B si citim f definit pe multimea A cu valori in multimea B.

Multimea A se numeste multime de definitie sau domeniul de de-
finitie al functiei si multimea B se numeste multime in care functia
ia valori sau codomeniu. Daca x € A, notam prin f(x) valoarea (imagi-
nea) functiei in punctul x, adica valoarea din multimea B care cores-
punde lui x prin legea f . In conditiile date, f(x) € B; x € A se mai numeste
variabila functiei.

Legea de corespondenta poate fi prezentata sintetic — printr-un
tabel sau printr-o diagrama — sau analitic — printr-o formula.

_ulln Exersim impreuna!

1. Care dintre urmadtoarele diagrame reprezinta functii? Pentru fiecare
functie scrieti domeniul de definitie si multimea In care functia ia valori,
apoi descrieti functia sub forma de tabel.

a) b) ¢ d)
—l
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Rezolvare: Diagramele de la punctele a) si d) reprezinta functii, pen-
tru ca fiecdrui element din prima multime 1i corespunde un singur ele-
ment din a doua multime. Diagrama de la punctul b) nu reprezinta o
functie, pentru ca elementului 3 din prima multime nu ii corespunde
niciun element din a doua multime. Diagrama de la punctul ¢) nu repre-
zinta o functie, pentru ca elementului 2 din prima multime ii corespund
doua elemente diferite din a doua multime. Pentru fiecare functie, re-
prezentarea prin tabel este:

a| x | 1]2]3 d| x | 1]|2]3

&) alc|b gx) | a|al a

2. Care dintre urmatoarele tabele reprezinta functii? Pentru fiecare
functie scrieti domeniul de definitie si o multime In care functia ia valori
(codomeniul). Descrieti functia sub forma de diagrama.

a)| X |o|1]2]3]4 b) | x | 2|o|2|4]|6]|8]|10

fO1213]4]5]6 90 | -2|o0|2|4|6]|8 10

A x lol1|2(3|4| D|Xx|-3]-2/-1]0]1|2]|3

h(X) | 1|3 |- |27|81 t) 3210|123

Rezolvare: a) Tabelul reprezinta o functie, pentru ca fiecarui x din mul-
timea A = {0; 1; 2; 3; 4} (domeniul de definitie) 1i corespunde un singur
element din multimea B = {2; 3; 4; 5; 6} (codomeniul). Observam cd o lege
de corespondenta care se poate asocia acestui tabel este x > x + 2, oricare
X €A, siputem scrie f(x) = x + 2. Elementele de pe a doua linie, f(x), suntin
ordine crescatoare, deci putem spune ca functia este crescatoare.

b) Tabelul reprezinta o functie. Observam ca o lege de corespondenta
care se poate asocia acestui tabel este g(x) = x. Elementele de pe adoualinie,
g(x), sunt 1n ordine crescatoare, deci spunem ca functia este crescdtoare.

¢) Tabelul nu reprezinta o functie, pentru ca elementului x = 2 nu 1i
corespunde niciun element de pe a doua linie.

d) Tabelul reprezinta o functie. Observam ca o lege de corespondenta
care se poate asocia acestui tabel este h(x) = 1xI. Pentru ca elementele de
pe prima linie (x) sunt simetrice fata de o (referindu-ne la pozitia punc-
telor corespunzatoare pe axa numerelor) si imaginile perechilor de ele-
mente simetrice de pe prima linie sunt egale, spunem ca functia este pard.

3. Pentru f:{-2; -1;0;3;4} > Z, f(x) = x+1 completati enunturile
pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Multimea de definitie, A, este......

b) Multimea in care functia ia valori, B, este ....

¢) Legea de corespondenta, f, este......

d) Reprezentarea functiei prin tabel este......

e) Reprezentarea functiei prin diagrama este ...

f) Multimea valorilor functiei este ...

g) Valoarea functiei pentru x = 0 este ....

Exemple de corespondente care nu sunt
functii:

> Fie A multimea localitatilor din Romania,
B multimea cetatenilor tarii si corespon-
denta de la A la B de tipul ,x este loca-
litatea natala a cetateanului y”. Aceasta
corespondenta nu este o functie deoarece
exista cel putin o localitate x care este
locul natal al mai multor cetateni. Asadar,
unui element din multimea A i corespund
cel putin doua elemente din B, ceea ce
contrazice definitia functiei.

» Daca avem multimile A = {1;2;3;4},
B ={1,2;3; 4 5; 6, 7; 8; 9} si corespondenta
x> x%atunci1->1,2 > 4,3 >9,4 > 16.
Elementului 4 din A ar trebui sa i cores-
punda elementul 16, care, insa, nu se ga-
seste Tn multimea B. Deci, prin aceasta
corespondenta nu este indeplinita cerinta
ca fiecarui element din A sa ii corespunda
un element din B.

Termenii functie crescatoare si functie pard
sunt utilizati in caracterizarea functiilor; n
exemplele alaturate, caracterizarea a fost
facuta tinand cont ca, pe prima linie a ta-
belelor corespunzatoare functiilor, ordinea
elementelor este crescatoare.

in exercitiul 3., functia a fost descrisa initial
analitic, apoi prin tabel si diagrame. Discu-
tati la nivelul clasei si formulati concluzii
privind avantajele si dezavantajele repre-
zentarii unei functii prin cele 3 metode!
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in exemplul aliturat, multimea in care
functia ia valori este Z, iar multimea va-
lorilor functiei este {-1;0;1;4;5} C Z, adica
multimea valorilor fla) € Z, a € A (eviden-
tiate clar in reprezentarea prin tabel sau
diagrame).

Ce putem afirma despre modul in care se
realizeaza corespondentele Tn cazul in care
Imf este egala cu multimea in care func-
tia ia valori? Dar Tn cazul in care Imf este
inclusa strict Tn multimea in care functia
ia valori? Sprijiniti-va argumentarea cu
exemplele date n diagramele a) si d) de la
inceputul lectiei.

LAY
b ————— +M(a;b)
I
l
: ®
[5) a o
Y
|
T4
a
o |+
”
d |+
o
n
r{'z. +
¢+
L +
0
SR ara absciselor T
O+ 4+ 4+ +++ ++

Formulati o concluzie, similara cu cea ala-
turata, privind paralela la Ox!

De cate puncte avem nevoie, minimum,
pentru a construi (determina) o dreapta?

Rezolvare: a) A = {-2; -1;0;3; 4};

b)B=Z; ¢)f(x) =x+1; X |2|1[013 14

d) Reprezentarea functiei prin tabelul fx) |-1]o|1|4]5

de valori este:

e) Reprezentarea functiei prin diagrama este:
f) Multimea valorilor functiei este formata
din valorile gasite in tabel: {-1; 0;1; 4; 5}.

g)f(o) =1

‘, Retineti!

Multimea valorilor unei functiif: A-> Bse numeste imaginea functiei
si se noteaza cu Imf; Imf poate fi egald cu B sau inclusa in multimea B.

Graficul unei functii

& ne amintim:

Se numeste sistem de axe ortogonale o pereche de doud axe perpen-
diculare care au originea comuna. Un sistem de axe ortogonale se noteaza
cu x0y si putem afirma ca:

- Oeste originea sistemului de axe si originea fiecarei axe.

- Cele doua axe au aceeasi unitate de masura.

- Ox este axa absciselor (axa orizontald) si are sensul pozitiv spre dreapta.
- Oy este axa ordonatelor (axa verticala) si are sensul pozitiv In sus.

Oricarei perechi de numere reale (a; b) ii corespunde un punct in plan,
notat M(a; b), si citim ,,punctul M de coordonate a si b” sau ,,punctul M de
abscisd a si de ordonata b”.

‘, Retineti!

Caracterizarea algebrica a tuturor punc-
telor unei drepte paralele cu axa Oy este data
de ecuatia x = a, a € R fixat, adicd multimea
punctelor este {M(a;y) ly e [R}; in particular
0y = {M(0;y) lyeR}. 5 =

Toate punctele din planul in care s-a fixat
sistemul de axe ortogonale xOy care au aceeasi abscisa a formeaza o
paralela la axa Oy ce se construieste prin
punctul de coordonate (a, 0).

Caracterizarea algebrica a punctelor
unei drepte paralele cu axa Ox este data de
ecuatia y = b, b € R fixat, adica multimea
punctelor este {M(x;b) |x € R}; in particu- o
lar Ox = {M(x;0) Ixe R}.

L

|

b y=b

|




UNITATEA 3 Functii

Planul In care este reprezentat un sistem de axe ortogonale este Tm- AY
partit (de cele doud axe) 1n 4 cadrane:

- Punctele reprezentate In cadranul I au ambele coordonate pozitive.

- Punctele reprezentate 1n cadranul II au abscisa negativd si ordonata
pozitivd. 1)

- Punctele reprezentate In cadranul IIT au ambele coordonate negative.

- Punctele reprezentate In cadranul IV au abscisa pozitivd si ordonata III v
negativd. (=-) (+,-)

- Orice punct situat pe axa absciselor are ordonata egald cu 0. Orice
punct situat pe axa ordonatelor are abscisa egala cu 0. Punctul de coordo-
nate (0, 0) corespunde originii O.

V=

, .. » Se numeste produsul cartezian a doua

»¥ Retineti! multimi A si B multimea perechilor ordo-

nate care au primul element din multimea
Graficul unei functii f : A > B, cu A si B multimi nevide de numere 2 $'Bal{(d°'l)ea elAeme”tB}d'” mulimea B;

. " . _ 0 xB={(x,y),x€A,ye€B}.

reale., este multimea G, = {xy)e R 3 RJX €A, y=flx) e B}, adica + Pereche ordonat este o pereche (x,y) n

multimea tuturor perechilor ce reprezinta corespondentele din cadrul ;¢ am fixat, pentru fiecare dintre cele dous

functiei. Mai putem scrie G = {(x;f(x) eRxR|xeA}. elemente, multimea din care face parte (con-
Reprezentarea geometrica a graficului unei functii f : A > B este  teazd ordinea in cadrul perechii).

formata din toate punctele M(x;y), x € A, y = f(x) € B reprezentate in  Oricarei perechi de numere reale (g, b) i
sistemul X0y corespunde un punct in plan, M(a, b); citim

punctul M de coordonate a, b.

@ Reflectam!

> Dacd domeniul de definitie al functiei f: A~ Bare cardA = n, unde n € N*, atunci reprezentarea geometrica
a graficului este formata din n puncte din plan.

> O pereche de coordonate asociatd unui punct de pe reprezentarea geometrica a unei functii trebuie sa fie
element al graficului functiei!

> Pentru a simplifica exprimarea, fard a pierde din sensul acesteia, putem folosi in loc de reprezentarea
geometricd a graficului unei functii si exprimarile de tipul:

reprezentarea geometrica a functiei; reprezentarea grafica a functiei; desenul functiei.

_a¥a Exersim impreuna!

1. Reprezentati grafic functia f: {-2; -1; 0; 3; 4} > Z, \Y
f(x) =1-x. .i.
Rezolvare: Reprezentarea functiei prin tabel este: I

L
X -2 -1 0 3 [{. A(72, 3))(_ _
f(x) 3 |21 ]-2]-3 |
B( ﬂa 2) T_ 1
G={(-2;3),(-1;2),(0;1),(3; -2),(4; -3)}. I 1 fC0,1)

Reprezentarea geometrica a graficului functiei este formata 1 A+ -
din 5 puncte. Elementele de pe a doualinie — f(x) — sunt In ordine o] Lo
descrescatoare, deci putem spune ca functia este descrescdtoare. |

= = = D2
- — — — — —XE(4,-3)
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2. Pentru functia f : {-3;-2;-1;0;1;2} > R, f(x) = 2x + 1, completati urmatoarele enunturi:

a) Domeniul de definitie al functiei este: {-3;-2;-1;0;1;2}

b) Imaginea functiei este: {-5-3,-1;,1;3;5}

¢) Variabila functiei este notata cu: X

d) Legea de corespondenta a functiei este: foo=2x+1

e) Valoarea functiei in x = —1 este: f(-1)=2(-1)+1=-2+1=-1
f) f(o) =... ftoy=1

g) Functia are valoarea 3 pentrux =... foo=3=>2x+1=3=>x=1
h) Dacd A(a;b) € G,= f(a) =...sib=... ftay=bsib=2a+1

i) Dacd A(-2;m)eG,=>m=... f(-2)=m=2(-2)+1=m=m=-3
)] Pu.nctul d? pe reprezentarea geometricd a graficului functiei care are A(1;3)

abscisa egala cu 1 este A(...; ...).

k) Punctul de pe reprezentarea geometrica a graficului functiei care are B(-2;-3)

ordonata egala cu —3 este B(...;...).
Reprezentarea geometrica a graficului functiei este:

LY
Tu
— (25
3. Reprezentati prin tabel functiile f : {-1;0;1} > R, _ _F:( o)
fix) =xisig: {-1,0;11 > R, g(x) =x2 L -1%-*(1}3)
Rezolvare: l : |
D{o:1) ! !
X |[-1]0 |1 X |[-1] 0] 1 - L B
T f "
(9]
f) |1 o |1 gy | 1 o |1 ol
|
|
U(—z::—s);‘_ _
[
A(-%-5)L _ _ _

Q Observatii

Ce ar Tnsemna doua functii care nu sunt = = » " " — " "
egale? Prin ce pot diferi? Discutati la nive- Daca doua functii au acelasi domeniu de definitie, acelasi codomeniu

lul clasei, analizdnd diferite situatii si no-  si f(x) = g(x) pentru orice x din domeniul de definitie, atunci functiile se
tati-va concluziile care sprijina invatarea! numesc functii egale. Scriem f = g.

o




UNITATEA 3 Functii

Exersati
1. Completati spatiile punctate cu raspunsul corespunzator pentru a obtine propozitii adevarate: O functie
f:A > B (se citeste ... ) este formatd din doud multimi nevide, A (numitd ........ ) si B (numitd .......... ), precum si
(o I prin care se asociazd............ din....... UN ..o elementdin..........

2. Consideram functia f: {-3; -2; -1; 0; 1; 2; 3; 4} > R, f(x) = x - 2. Completati spatiile punctate cu raspunsul
corespunzdtor pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Domeniul de definitie al functiei este..... b) Multimea de valori a functiei este .... .

¢) Legea de corespondentad a functiei este..... . d) Reprezentarea functiei printr-un tabel este ... .

e) Reprezentarea functiei printr-o diagrama este....  f) Imaginea functiei este.....

g) Graficul functiei este ... h) Reprezentarea geometrica a graficului functiei este ... .

i) Studiati modul in care sunt distribuite punctele reprezentarii grafice a functiei. Din lectura reprezentarii gra-
fice putem afirma ca functia este crescatoare?

3. Reprezentati cu ajutorul diagramelor functiile:

a)f:{1;2;3} > {1;2;3}, f(0) =% b) f:{1;2;3} > {1,2;3}, f() =x - 5;
O f:{-1,0;13 > {1;0; -1}, f(x) = -x; d) f:{-1;2;3} > {-2;4;6;8}, f(x) = 2x;
e)f:{-2; -1,0;1;2} > R, f(x) = -2x +3; Df:{-4;-2,0;2431> R, f(x) = Ix+11;
g)f:{-3; -2; -1,0;1;2} > R, f(x) = 5; h)f:{-1;2;4;5} > R, f0 = %.
£4.Pentrufunctiileurmatoare, reprezentate printabel, scrietidomeniul de definitie, Imfsiolege de corespondenta:
A x |-2l-1]lol3]l4s] Pl x |2l0l2]4]6]8]10
f(x) L1 0| 9 |16 f(x) 2|0 |-2|-4]|-6]-8|-10
| x |ol1l2]3 | x | 3]-2]-1]0]1]2
f(x) -4|-3|-2|-1]0 f(x) -4 | -3|-2|-1] 0 1 2

5. Consideram multimile A = {0; 1} si B = {a; b}.
a) Definiti cu ajutorul diagramei toate functiile f: A > B, analizand modurile de construire a corespondentelor.
b) Dati exemple de corespondente x - f(x), x € A, f(x) € Bcare nu sunt functii.

6. Dati cate un exemplu de multime In care functia ia valori pentru fiecare dintre functiile urmatoare:

a)f:{-2; -1,0;1;2;3} » B, f(x) =x>-2; b)f:{-3; -2; -1;1;2;3} > B, f(x) = (x + 1)3;

©) f:{0;1;4;9;16;25;36; 81} > B, f(x) = vX; d)f:{-4; -2;0;2;4;6} > B, f(x) = 3;

e)f:{-1;,1;2;3;4} > B, f(x) = 5.

Comparati, In perechi, exemplele date. Explicati de ce pot fi mai multe exemple pentru o aceeasi functie. Dati
apoi exemplu de multime care nu poate fi multimea in care functia ia valori pentru una dintre functii!

7. Stabiliti domeniul maxim de definitie pentru functiile:

a)f:A~>{-7; -5; -1;1;5}, f(x) =2x - 1; b)f:A>{-4; -3; -2; -1;0;1;2}, f(x) =2-x;

) f:A>{0;4;6;9}, f(x) =x? d)f:A>{-3; -1;1;2}, f(x) = x; e)f:A~{0;1;2;3}, f(x) = IxI.
Comparati, in perechi, exemplele date. Explicati de ce nu pot fi mai multe exemple pentru o aceeasi functie.
Care dintre functii este crescdtoare si care este descrescatoare? Folositi pentru raspuns diferite moduri de re-
prezentare a functiilor.

Daca ne referim la domeniul de definitie, fara a mai impune conditia de domeniu maxim, identificati cel putin
doua domenii de definitie pentru cazurile c) si e).

8. Stabiliti daca urmatoarele functii sunt egale:

a)f:{1;2;31> N, f(x =x+1sig:{1;2;31 >R, g(x) =1+Xx;

b)f:{0;3,23 > R, f(x) = x1si g:{-2; - 1,0} > R, g(x) = IxI;

O f:{-10;1} > R, f(x) =xsig:{-1;0;1} > R, g(x) = -x;
d)f:{0;1;21 > R, f(x) = 4x+25si g:{0;1;2} > R, g(x) = 4(x+2).
e)f:N=>N, f(x) =x>si g:Z~>N, g(x) =x>

£)f:{0;1;21 > R, fix) = 4x+25i ¢:{0;1;2} > R, g(0) =2, 9(1) = 6,g(2) =10.
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9. Verificati daca punctele apartin graficului functiei:

a)A(-3; -7), B(-2; -3), C(-1; -2), D(0; -1), f:{xeN | x: 6} >R, f(x) =2x -1,

b) M(1; -3), N(2; -6), P(3;0),f:{1;2;3} > R, f(x) = -3x.

10. Reprezentati grafic functiile:

Q) f:{-1;0;12;3} > R, () =2x-1;  b)f:{-10;13>R,fx) =x>+1; ) f:{-1;1;3;4) >R, f(0) =}
d)f:{-2; -1;0;13 > R, f(x) = 1xI; e)f:{-1,0;1;2} > R,f(x) =2;  )f:{0;1;2} > R, f(x) = (1)~
Comparati, in pereche, reprezentarile obtinute. Identificati comportamente (caracterizari comune) Intre anu-
mite reprezentari. Notati concluziile care vor sprijini propria invatare!

11. Fie functia f : N> N, f(x) = 2x + 1. Calculati:

a) f(o) + f(1) + f(2); b) f(0) + f(1) + f(2) +... + f(100); ©) f(0) + f(1) + f(2) +... + f(n);

d) f(o) + f(1) + f(2) + ... + f(2n); e) f(o) + f(1) + f(2) +... + f(3n + 1).

12. Fie functia f : N - N definitd astfel: pentru orice numar natural n, f(n) este restul Impartirii lui n la 5.

a) Calculati f(1), f(5), faD), f(24), f(100).

b) Exista m si n numere naturale diferite pentru care f(m) = f(n)?

¢) Existd numere naturale n pentru care f(n) = 3? Dar pentru care f(n) = 8?

d) Calculati f(1) + f(7) + f(12) + f(18) + f(24) + f(30).

e) Reprezentati In sistemul de axe xOy punctele functiei cu abscisa mai mare sau egala cu 0 si mai mica sau egala
cu 7. Observati distributia punctelor reprezentarii grafice. Fara a calcula, puteti continua reprezentarea altor
puncte ale functiei? Explicati de ce!

13. Consideram functia f :{0;1;2;3; . . .;199; 200} > B, unde f(n) este cifra unitatilor numarului n.

a) Determinati imaginea functiei.

b) Exista numere naturale diferite (toate) m, n, p pentru care f(m) = f(n) = f(p)?

c) Care este probabilitatea ca, alegand un numar n din domeniul de definitie, sa avem f(n) = 5?

14. Fie functiaf:{0;1;2;3; ...;2000} > {-1;0;1}.

a) Determinati cea mai mica si cea mai mare valoare a sumei: S = f(0) + f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(2000).

b) Daca P =f(0) -f(1)- f(2)-f(3)-...-f(2000) # 0, ardtati ca suma S = f(0) + f(1) + f(2) + f(3) +... + f(2000) nu
poate lua valoarea 0.

¢) Modificati multimea n care functia ia valori astfel incat P = f(0) - f(1) - f(2)-f(3) - ... - f(2000) % 0, indiferent
de legea de corespondenta care ar fi asociata functiei.

15. Fie functia f : N* > N, unde f(n) este egal cu suma divizorilor naturali ai lui n.

a) Calculati f(2), f(6), f(16), f(100). b) Pentru ce valori ale luin, f(n) = 7?

c) Pentru ce tip de valori ale luin, f(n) =n +1?

Cum se modifica raspunsurile daca f(n) este egal cu suma divizorilor intregi ai lui n?

B2 nvestigatie

Consideram multimea A a varstei In ani, de la 1 an pana la 18 ani inclusiv, si multimea B a valorilor inaltimii
pe care o poate avea un om pe parcursul acestor varste, masurata in fiecare an 1n ziua de nastere si exprimata in
centimetri. Consideram functia f: A > B, definita de legea prin care f(n) reprezinta Inaltimea corespunzatoare
omului in anul n (corespunzatoare masurarii cu ocazia zilei de nastere).

a) Precizati semnificatia scrierii f(14) si o valoare probabila asociata acestei scrieri.

b) Precizati o varsta n pentru care este probabil sa fie realizata egalitatea f(n) = 60 cm.

c) In contextul dat, este posibila o egalitate de tipul f(2) = 2?

d) In contextul dat, ce argumente am putea aduce pentru a afirma ca functia este crescatoare (valorile functiei
cresc odata cu cresterea valorilor variabilei)?

e) Daca domeniul de definitie s-ar extinde la intreaga viatd a unui om (pand la stadiul de varstnic), am avea
argumente pentru a afirma ca functia va fi nemonotona (nici mereu crescdtoare, nici mereu descrescatoare)?

f) Dacd extindem domeniul de definitie la intreaga viata (cu atingerea stadiului de varstnic), ce argument avem
pentru a afirma ca facem referire la o alta functie decat cea initiala?
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O q>0,.,.

s Exersim mprouni

Consideram functia f:R > R,f(x) = 2x+ 3. Calculati f(-2); f(-0,5); Imaginile urmitoare reprezinti exem-

f(0); f(3). ple de desene: al unei functii de gradul |,
Rezolvare: f(-2) = 2(-2) +3=-1;£(-0,5) =2(-0,5) +3=2; respectiv al unei functii constante.
flo) =2.0+3=3;f(3) =2-3+3=09. vi
,, Retineti! TR SR, f(X)=x+2
Functia f:R » R, f(x) = ax+b, a # 0, a, b € R, se numeste functie de / o -
gradul I, pentru care x este variabila, iar a si b sunt coeficienti.
Functiaf:R > R, f(x) = b, cu b e R, f se numeste functie constantd.

Functiile de gradul intai si functiile constante formeaza multimea
(clasa) functiilor liniare. yh

g:R—-R,g(x) =4

& ne amintim:

Graficul functieif: R > R, f(x) = ax + bsia,b € R este multimea
G = {xy) eRxR | xeR siy=f(x) eR}.
In acest caz, G, = {(x;ax +b) | xe R}.

\E]

in baza desenelor acestor functii va puteti

explica denumirea de functii liniare date

celor doua categorii de functii!
‘, Retineti!

Pentru orice functie f:R > R, f(x) = ax + b, a,b € R, intr-un sistem
de axe ortogonale, reprezentarea geometrica a graficului functiei este
o dreapta.

Pentru reprezentarea grafica a functiei de gradul I este suficient ca
in sistemul de axe ortogonale sa reprezentam doud puncte distincte,
apoi sa desenam dreapta determinata de cele doua puncte.

Pentru desenul functiei constante este suficient sa reprezentam un
punct, apoi sa construim prin punct paralela la Ox.
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1u

Y=

Activitate in perechi

in perechi, fiecare dintre voi alegeti alte
doua valori din domeniul de definitie si
parcurgeti acesti pasi construind desenul
functiei de la exemplu anterior. Comparati
desenele Tntre voi, precum si cu desenul de
mai sus. Difera? De ce?

Ce alte doua puncte am putea reprezenta
pentru a construi desenul functiei?

Cum orice dreapta oblica in raport cu siste-
mul de axe intersecteaza atat axa Ox, cat si
axa Oy, am putea folosi aceste puncte pen-
tru reprezentarea grafica. Cum ati proceda?
Explicati cu ajutorul unei functii de gradul |
alegerea voastra!

a8y Exersim impreuna!

Consideram functiaf: R > R, f(x) = 2x + 3. Care sunt coeficientii func-
tiei? Reprezentati grafic functia.

Rezolvare: Coeficientii functiei f:R > R, f(x) = 2x+ 3sunta=2,b=3.

Pentru reprezentarea grafica facem un tabel de valori In care luam
doua valori din domeniul de definitie.

X -1] 1 X -1] 1 X -1] 1 A(-1;1)

f(x) | f) | 1 f0 |15 B(1; 5)

Reprezentam Intr-un sistem de axe de coordonate punctele
A(-1;1),B(1; 5) si apoi construim dreapta determinatd de ele. Reprezenta-
rea geometricd a graficului functiei date este dreapta AB.

‘, Retineti!

Reprezentarea graficului functiei de gradul I, f:R > R, f(x) = ax + b,
a,b e R sidiferite de 0, cuajutorul intersectiilor cu axele de coordonate:

- Determinam intersectia cu axa absciselor, Ox: y = 0 < f(x) = 0;

rezolvam ecuatiaax+b=0sx = —% si obtinem punctulA(—g; 0).

- Determinam intersectia cu axa ordonatelor, Oy: x = 0 < f(0) = b si
obtinem punctul B(0; b).

- Reprezentam in sistemul de axe intersectiile (numite si tdieturi)
cu axele, apoi dreapta ce trece prin cele doua puncte distincte.

- Obtinem astfel reprezentarea geometrica a graficului functiei,
aceasta fiind dreapta AB.

Ay
- - . 1u
_ulla Exersim impreuna! — {
1. Reprezentati grafic functia f:R > R, f(x) = 3x - 6. 1
)
Intersectia cu axa Rezolvam ecuatia3x - 6 =0ex=2 4
absciselor Ox: si obtinem punctul A(2; 0). )
y=0<f(x)=o0. (0] €T
Intersectia cu axa fl0)=3.-0-6 = -6 si obtinem ) A(2;0)
ordonatelor Oy: punctul B(0; - 6). )
X=0.
!
Reprezentarea geometrica a graficului functiei date este 4
dreapta AB.
]
B(0; —6)
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2. Reprezentati grafic functia f:R > R, f(x) =3

Intersectia cu axa absciselor Ox: |Functia f:R > R, f(x)=3 nu
y=0sf(x)=o0. se intersecteaza cu axa Ox:
y = 0 & f(x)=o0 fals, pentru ca
f(x) = 3 oricare x real.

Intersectia cu axa ordonatelor Oy: |f(0)=3 si obtinem punctul
X=0. B(0; 3).

Alegem un alt numadr din dome- [f(2)=3 si obtinem punctul
niul de definitie, de exemplu x = 2| A(2; 3).

Functia este constanta, iar reprezentarea geometrica a graficului
sau este o dreapta paralela cu axa Ox.

3. Reprezentati grafic functia f:R > R, f(x) = x;
Functia f:R » R, f(x) = x are particularitatea ca intersectiile cu cele
doua axe determind un acelasi punct, originea sistemul de axe, 0(0; 0).
Este cazul 1n care coeficientul b din forma generala este 0! Pentru re-
prezentarea geometrica a acestui tip de grafic mai alegem un numar
real, de exemplu x = 2, pentru care f(2) = 2. Reprezentam punctele
0(0;0),A(2;2).
Analizand reprezentarea geometrica a graficului functiei, putem
spune ca functia este crescatoare si impara (adica simetrica fata de
originea axelor). De asemenea, functia are o parte negativa (cea din
cadranul III) si o parte pozitiva (cea din cadranul I).
In triunghiul dreptunghic AOB, catetele sunt egale, de lungime 2, deci
triunghiul este dreptunghic isoscel. Obtinem ca <AOB = <COA = 45°,
asadar semidreapta (OA este bisectoarea <COB.

4. Reprezentati grafic functia f:R > R, f(x) = -x.
Functia f:R > R, f(x) = -x are aceeasi particularitate ca exemplul an-
terior, intersectiile cu cele doua axe coincizand cu punctul 0(0;0).
Pentru reprezentarea geometrica a graficului putem alege x = 2, pen-
tru care f(2) = -2. Reprezentam punctele 0(0; 0) ,A(2; -2).
Analizand reprezentarea geometrica a graficului functiei putem
spune ca functia este descrescatoare si impara (simetrica fata de ori-
ginea axelor). De asemenea, functia are o parte negativa (cea din ca-
dranul IV) si o parte pozitiva (cea din cadranul II).
In triunghiul dreptunghic AOB catetele sunt egale, deci triunghiul
este dreptunghic isoscel. Obtinem ca <AOB = <COA = 45°, asadar se-
midreapta (OA este bisectoarea <COB.

lu

A(O;a)- B(2;3)
H
1
1
1
I

\ B

lu

lu

LB

C(0; —2)
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» Observati desenul urmator, Tn care sunt
reprezentate graficele functiilor f:R > R,
fix) =2x+b pentrub=-2,b=1sib=3.
Identificati care dintre drepte corespunde
fiecarei valori a lui b. Realizati si voi di-
verse grafice pentru functii liniare, in care
coeficientul lui x ramane acelasi si terme-
nul liber este diferit. Formulati concluzii si
discutati-le la nivelul clasei.

AY 1u

» Observati desenul urmator, in care sunt
reprezentate graficele functiilor f:R > R,
fix)=ax+1pentrua=1,a=2sia-=3.lden-
tificati care dintre drepte corespunde fie-
carei valori a lui a. Realizati si voi diverse
grafice pentru functii in care termenul liber
ramane acelasi si coeficientul lui x este di-
ferit. Formulati concluzii si discutati-le la
nivelul clasei.

lu

A(0;1)

Q Observatii

Reprezentarea geometrica a graficului functiei constante (f:R > R,
f(x) =b, cub # 0) este o dreapta paraleld cu axa Ox. In cazul b = 0, desenul
functieif: R > R, f(x) = 0 este chiar axa Ox.

Reprezentarea geometrica a graficului unei functii de gradul I,
f:R~> R, f(x) =ax+b, az o0 este o dreapta oblicd in raport cu sistemul de
axe, intersectand in doua puncte distincte axele de coordonate numai in
cazul b # 0.

Reprezentarea geometrica a graficului functiei f:R > R, f(x) = x este
o dreapta ce contine originea, impartita de originea sistemului de axe In
doua semidrepte ce reprezinta bisectoarele unghiurilor formate de axe,
corespunzatoare cadranelor I si III, si se numeste prima bisectoare (a
unghiurilor determinate de axe).

Reprezentarea geometrica a graficului functiei f:R > R, f(x) = -x are
proprietati similare pentru cadranele II si IV si se numeste a doua bisec-
toare (a unghiurilor determinate de axe).

Functia f:R » R,f(x) = ax+b, a,b € R, a # 0 este crescatoare daca
a > 0 si descrescatoare daca a < 0.

_alla Exersim impreuna!

1. Reprezentati grafic: f: R > R, f(x) = %x +2,9:[-2;3] >R,
g(x) =3x+2sih:(-2;3) >R, h(x) =1x+2.

Rezolvare: Pentru f calculam valorile functiei, putand alege orice doua
valori reale pentru x si calculdnd imaginile corespunzatoare: f(-2) =1,
f(3) = 3,5. Reprezentdm Intr-un sistem de axe de coordonate punctele
A(-2;1), B(3;3,5) si
construim dreapta AB. y A

Reprezentarile ge- |
ometrice ale graficelor
functiilor g si h sunt
partile din dreapta AB
corespunzdtoare do-
meniilor lor de defi-
nitie. Pentru functia g,
reprezentarea geome-
trica a graficului este
segmentul Inchis [AB],
iar pentru functia h este
segmentul deschis (AB).

Observatie. O alta metoda de reprezentare a functiilor g:[-2;3]> R,
g(x)=1x+2sih:(-2;3)> R, h(x) = 2x + 2 este:

- reprezentam intr-un sistem de axe de coordonate punctele
A(_ 21 )y B(3y 3, 5))

- construim segmentul [AB] pentru functia g si segmentul (AB) pentru
functia h;

- marcam si pe desen capetele segmentului cu paranteze patrate, res-
pectiv rotunde.
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2. Reprezentati grafic:
fIR>R, f(x) =3x+2,
g:[-2; + ) >R, g() =3x+2si
h:(-o0; -2) > R, h(x) =3x+2.

Rezolvare: Pentru f, calculam
valorile functiei in -2 si 3, f(-2)
=1, f(3) = 3,5, apoi reprezentam
intr-un sistem de axe de coordo-

nate punctele A(-2;1),B(3;3,5)
si construim dreapta AB.

Pentru functia g reprezentarea geometrica a graficului este semi-
dreapta Inchisa [AB, iar pentru functia h este semidreapta deschisa (AC,
unde C este un punct care are abscisa in domeniul de definitie, mai mica
decat —2. Corelati reprezentarile cu tipul domeniului de definitie si cu re-
prezentarea acestuia pe axa Ox!

Observatie. O alta metoda de reprezentare a functiilor g:[-2; +0) > R,
g(x)=2x+2sih:(-00; -2)> R, h(x)=1x + 2 este:

- reprezentam intr-un sistem de axe de coordonate punctele
A(_ 21 )) B(3y 3)5))

- construim semidreapta [AB pentru functia g;

- construim semidreapta (AC pentru functia h, unde C este un punct
care are abscisa in domeniul de definitie;

- marcam si pe desen capetele semidreptei cu paranteze patrate, res-
pectiv rotunde 1n A.

Q Observatii

Daca domeniul de definitie al unei functii este un interval cu capete
numere reale, atunci reprezentarea geometrica a graficului functiei este
un segment. Capetele segmentului au acelasi tip de paranteze ca cele ale
domeniului de definitie.

Daca domeniul de definitie al unei functii este un interval cu un capat
exprimat prin numar real si un capat de tip oo, atunci reprezentarea geo-
metrica a graficului functiei este o semidreapta. Capetele segmentului au
acelasi tip de paranteze ca cele ale domeniului de definitie.

_ally Exersdm impreuna!

Reprezentati In acelasi sistem de axe de coordonate functiile: 1u
f:R>R,f(x) =x+1sig:R>R,g(x) =4 -2x
si determinati coordonatele punctului de intersectie al repre-
zentarilor grafice ale celor doua functii.
Rezolvare: Pentru functia f:R » R, f(x) = x +1 intersectiile cu
axele de coordonate sunt A(0;1), B(-1;0), iar pentru func-
tiag:R > R, g(x) = 4 - 2x intersectiile cu axele de coordonate
sunt C(0;4), D(2;0). Punctul de intersectie al celor doua drepte

> Reprezentarile geometrice ale grafi-
celor functiilor f:R > R, filx) = ax+b,
a,beR, az0, cand a este fixat si b se
modifica (variaza), formeaza o multime (fa-
milie) de drepte paralele.

> Reprezentarile geometrice ale graficelor
functiilor f:R > R, fix) =ax+b, a,b € R,
cand b este fixat si a se modifica, consti-
tuie drepte care trec toate prin punctul
A(0; b); cu cat creste modulul lui a, cu atat
dreptele se apropie de axa Oy.

> Ati observat ca, Tn raport cu sistemul de
axe, desenul unei functii liniare poate fi
o dreapta orizontala (paralela sau coinci-
zand cu axa Ox) sau oblicd (neparaleld cu
niciuna dintre axe)?

Discutati Tntre voi si argumentati daca
exista o functie al carei desen poate fi o
dreapta verticala (paralela cu Oy sau chiar
Oy). Utilizati eventual definitia functiei!

> Discutati la nivelul clasei ce etape ale
constructiei desenului parcurgem pentru
reprezentarea geometrica a graficului func-
tiei, daca domeniul de definitie al acesteia
este: a) [a; b]; b) (a; b); c) (a; +0); d) (-0; a].

> Denumirile de functie liniara si functie de
gradul I sunt date functiilor definite pe in-
treaga multime a numerelor reale. Cand legea
functiei este de tip liniar, dar domeniul de
definitie este o submultime a lui R, diferita
de R, spunem ca functiile sunt restrictii ale
functiilor liniare sau de gradul I. Dati exemplu
de functie de gradul I, apoi dati exemplu de
o restrictie a acestei functii pe diferite inter-
vale, precizand apoi tipul desenului acestor
functii (segment sau semidreapta).

AY

C(0;4)

este M(1;2) si se poate determina construind proiectiile lui M pe
axele de coordonate si prin masurare.

%

(—15)0) 1
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Se considera functiile: f:[-3,3] > R,
) =x9:-3,31> R,g(x) =-x,h [-3,3] > R,
h(x) =x+1sit:[-3,3] > R, tx) = 1xI.

Se considera si reprezentarile grafice ale lor:

\ ]

\ K]

et ——————

_——————

LY

1u

\E]

I

I

i

= lo

Discutati la nivelul grupei strategiile prin
care puteti asocia fiecare functie cu dese-
nul corespunzator. Notati-va argumentele
asupra carora toti sunteti de acord.
Comparati intre ele cele 4 desene si ex-
primati cat mai multe idei privind ase-
manarile si deosebirile, referindu-va si
la caracterizarile prezentate pana acum.
Identificati care dintre desene au proprie-
tati geometrice de simetrie.

Nu Intotdeauna putem observa pe grafic coordonatele punctului de

intersectie al celor doua drepte. Pentru a le calcula, rezolvam sistemul de

+1
ecuatii: {i = 4 - S ecuatia f(x) =g(x), admitand ca solutie acele va-

lori care se afla la intersectia domeniilor de definitie ale functiilor f si g.

Q Observatii

O alta metoda de rezolvare a unui sistem de doua ecuatii cu doua ne-
cunoscute este metoda graficd; aceasta se bazeaza pe desenele celor doua
functii in acelasi sistem de coordonate. Coordonatele punctului de intersectie
V=00 | hdef:R > R,
y = g(x)
f(x)=ax+bsig:R~>R,g(x) = mx +n, formeaza solutia sistemului.

aldreptelor ce corespund ecuatiilor sistemului{

ax +by+c = 0

Rezolvarea sistemelor de ecuatii de tipul
! mx+ny+p = 0

prin metoda grafica

In cazul In care b si n sunt coeficienti diferiti de o, cele doud ecua-
tii ale tipului de sistem evidentiat anterior pot fi scrise sub forma

— a C
Y= %) y
(*) , care sunt relatii
_ . m p ’
Yy = "nX-n

prin care necunoscuta y se exprima
ca o dependentd functionald de x.
Putem nota cele doua dependente
astfel: f:R » R,f(x) = —%x—ﬁ si

b

g:R->R, gx) = —%x—%

Coordonatele punctului de in-
tersectie al celor doud reprezentari
geometrice ale graficelor functiilor
reprezinta solutia sistemului. Bazam astfel rezolvarea sistemului pe re-
zolvarea ecuatiei f(x) = g(x), echivalent cu egalarea membrilor drepti ai
ecuatiilor sistemului (*).

Astfel, o noua metoda de rezolvare a unui sistem de doua ecuatii cu
doua necunoscute reale este metoda grafica.

Q Observatii

Daca cele doua drepte corespunzatoare dependentelor (*):

- sunt paralele, sistemul nu are solutii;

- se intersecteaza, sistemul are o singura solutie;

- coincid (se suprapun), sistemul are o infinitate de solutii.

Daca nu se pot determina coordonatele punctului de intersectie prin
construirea proiectiilor acestuia pe axe, atunci putem rezolva sistemul de
ecuatii prin metoda reducerii sau a substitutiei.
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Wy Exersim impreuna!

1. Punctele A(5; 6), B(0; 2) apartin graficului functiei f: R > R, f(x) = x + 1?

Rezolvare: A(5;6) € G daca f(5) = 6; f(5) = 5 +1 = 6 adevarat, deci A(5;6) € G, Cum f(0) =0 +1=1%2,atunci
B(0;2) ¢ G,. Am tinut cont cd domeniul de definitie este R.

2. Determinati numarul real m pentru care punctul A(2;3) € Gf, fR>R, f(x) =mx+1.

Rezolvare: A(2;3) € G dacaf(2) =3;2m+1=3=m=1.Evident,2 € R.

» Daca domeniul de definitie sau codomeniul unei functii sunt submultimi ale lui R, a verifica daca punctul
M(a, ) apartine reprezentdrii grafice a functiei f : A > B presupune trei conditii ce trebuie indeplinite:

a€A; P eB;f(a) =P reprezinta o egalitate adevarata.

Ce argumente se pot aduce pentru cazul M(a, ) ¢ Gf? Discutati la nivelul clasei! Verificati cd ati inteles si ca

argumentele date sunt corecte pe mai multe exemple de functii.

3. Consideram functia f:R - R, f(x) = 4x - 5. Determinati punctele de pe graficul functiei cu proprietatea:

a) au coordonatele egale; A(g;a)eGdacaf(a)=a;4a-5=a=a= % :A(g;%).

b) ordonata este dublul abscisei; B(a;2a)e G daci f(a)=2a; 4a-5=2a=a= % = B(%,%)

¢) abscisa este opusul ordonatei; C(-a;a)e G dacaf(-a)=a;-4a-5=a=a=-1=C(1;-1).

d) media aritmetica a coordonatelor

e;te 1= D(a;b) e G daca f(a)=b; 4a - 5= b. Dar < b - 15, deci D(7;23).

4. Determinati functia liniard al carei grafic contine punctele A(-2;3),B(1;6).
Rezolvare: Consideram functia f: R > R, f(x) = ax + b, al carei grafic contine punctele A(-2;3),B(1;6), deci

f(-2) = -2a+b =3, f(1) = a+b = 6. Rezolvam sistemul de doua ecuatii cu doua necunoscute {_Zal: b :6 3 si
=1 a+ =
obtinem {g -5 Functiaestef: R > R, f(x) =x + 5.

» A determina o functie de forma f: R > R, f(x) = ax + b Inseamnad a utiliza ipotezele pentru a identifica va-
lorile coeficientilor a si b.

5. Determinati functia liniard f : R > R pentru care are loc relatia f(x + 1) = 4 - 2x, oricare ar fix € R.

Rezolvare: In relatia f(x + 1) = 4 - 2xnotdm x + 1 = y si inlocuim x cuy - 1. Obtinem f(y-1+1) =4 -2(y-1) &
< f(y) = 4-2y+2 < f(y) = 6 -2y. Pentru a obtine f(x), schimbam din nou variabila din y In x: f(x) = 6 - 2x.
Am tinut cont ca domeniul de definitie este R.

0 alta metodad de determinare a functiei In conditiile exercitiului 5 este urmatoarea:

- atribuim doua valori distincte expresiei ce reprezinta variabila functiei, x + 1, ca de exemplu x +1 = 0 si
x+1=1;obtinemx=-1sif(x+1) =f(0) =4-2-(-1) =6, respectivx=0sif(x+1) =f(1) =4 -2-0=4;

- stiind ca functia este de tip liniar, cautam valorile pentru coeficientii a si b pentru care relatia f(x) = ax + b
b=2=6

, de unde obtinem a = -2, in concluzie
a+b =4

este verificata de perechile (0, 6) si (1, 4). Obtinem sistemul {
legea functiei este f(x) = 6 - 2x.

6. Verificati daca punctele A(2, 3), B(0; -1), C(-2, -5) sunt coliniare.

Rezolvare: Consideram functia f: R > R, f(x) = ax + b, al carei grafic contine punctele A(2,3),B(0; -1). Im-
punemf(2) =a-2+b=3sif(0) =a-0+b=-1. Decib=-1si2a+(-1) =3=a=2,asadar f:R~> R, f(x) =2x-1.

Verificam daca si cel de-al treilea punct apartine graficului functiei f determinate de celelalte doua puncte:
f(-2) =2(-2) - 1= -5, adevdrat, deci punctele sunt coliniare si apartin dreptei ce corespunde desenului functiei f.

» A verifica faptul ca trei puncte sunt coliniare este echivalent cu a verifica faptul ca unul dintre ele este si-
tuat pe desenul functiei liniare determinate de celelate doua puncte.
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7. Consideram functia: f:R > R, f(x) = 4 - 2x.

a) Gasiti punctele de intersectie ale graficu-
lui functiei cu axele de coordonate, A fiind la
intersectia cu Oy si B la intersectia cu Ox: ob-
tinem A(0; 4),B(2;0).

b) Reprezentati grafic functia.

LY

1u

A(0;4)

B(2;0)

\E

c) Calculati aria, perimetrul triunghiului|OA = 4 u, OB=2u,AB=+22+4>=2/5u;P, ., =6+25u,
OAB si distanta de la punctul O la dreapta AB. A, = 4U% 0C = d(0,AB) = OA OB _2-4 _ 45 o
245 5
d) Calculati tg(<ABO) si sin(<BAO). A0 _4_ Bo 2 \/§
) Calculati tg( ) si sin(<BAO) tg(<ABO) =55 = = 2 sisin(<BAO) = =S
e) Calculati distanta de la punctul M(-3;0)la | MN L AB = MN || OC; ABOC ~ ABMN = =~ BM MN =>MN=2./5u
dreapta AB. sauA,,, =40 ~2MB - MN2~AB -
8. Consideram functia f:R > R, f(x) = 2ax — 3a + 1, unde a este numar real.
a) Rezolvati iIn multimea numerelor reale
ecuatiaf(a) = o: =
fla)=0 < 2a>-3a+1 =0 si obtinem a = %,
a=1
b) Pentru a = 1, reprezentati grafic functia f
in sistemul de axe ortogonale xOy. u 1
Pentru a = 1 obtinem functia f(x ) = 2x - 2. 5O -
I
I
I
i
[}
A(—-1;—4) F -
¢)Dacaa =1, iar M'si N sunt proiectiile punc- | A(-1; -4) si D(2;2); A oow = Ay + Ay = % +23 g2

telor A(-1;f(-1)) si, respectiv, D(2;f(2)) pe
axa Ox a sistemului de axe ortogonale xOy,
calculati aria patrulaterului convex cu var-
furile in punctele M, N, D, A, nu neaparat in
aceasta ordine.

Putem calcula aria patrulaterulm AMDN si cu ajutorul formulei
ariei trapezului (AM L Ox,DN L Ox = AM || DN) cu bazele de 2 u,
4 u siinaltimea MN = 3 u.

@ Aplicatii practice

» Lafizica am Tnvdtat ca un mobil care se de-
plaseaza rectiliniu si uniform va strabate un
spatiu proportional cu durata miscarii, dupa
formula s = vt. In aceasta formuld, v este o
marime constanta, iar timpul t este marimea
variabila. Formula s(t) = v- t exprima spatiul
parcurs ca functie de durata miscarii.

> Daca consideram o forta care actioneaza
asupra unui resort, constatam ca alungirea
[ a resortului este proportionala cu mari-
mea F a fortei ce actioneaza. Putem scrie
I(F) = k - F (k este constanta specifica resor-
tului), ceea ce exprimd alungirea ca functie
de forta care actioneaza.

> Consideram o forta constanta de marime
F ce deplaseaza un corp. Lucrul mecanic
efectuat va depinde de marimea deplasarii d.
De cate ori este mai mare deplasarea, de ata-
tea ori este mai mare lucrul mecanic efectuat.
Functia care descrie dependenta dintre lucrul
mecanic efectuat si deplasare este L(d) = F- d.
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Exersati
1. Pentru functia f: R » R, f(x) = x - 5, completati spatiile punctate pentru a obtine afirmatii adevarate:
a) Domeniul de definitie este ..... b) Multimea in care functia ia valori este ....
¢) Coeficientii legii de corespondenta sunt ... d) Valoarea functiei In x = 2 este ...

e) Valoarea lui x, pentru care valoarea functiei este 5 este ...  f) Valoarea lui a pentru care A(2a;a) € Gf este ...
g) Intersectiile graficului functiei cu axele de coordonate sunt ... si ...

2. Verificati daca A(3; 6),B(-1; 5), C(- 2;1), D(10;12) apartin reprezentarii grafice a functiei f:[-1;25] > R,f(x) =x + 3.
3. Determinati numerele reale a, b, ¢, d pentru care punctele A(q; 5), B(-1; b), C(c; c), D(1dl; 2d) apartin reprezen-
tarii grafice a functiei f:R > R, f(x) =3x - 1.

/. Determinati functia liniara al carei grafic contine punctele A(4; -3), B(-3; 4).

5. Consideram functia f:R » R, f(x) = -x - 5. Determinati punctele ce apartin reprezentdrii geometrice a grafi-
cului functiei, cu proprietatea:

a) au coordonatele egale; b) ordonata este egala cu dublul abscisei;

¢) abscisa este opusul ordonatei; d) media aritmetica a coordonatelor este 10.
6. Determinati functia f:R > R, f(x) = ax + b stiind ca:

a)A(1;1) € Gf,B(—l; -1) e G b)A(1; -1) € G, B(3; -1) € G

C)A(4;1) € G B(-1;3) € Gs d)A(2;3) € G B(-2;-3) e G

Pentru fiecare functie gasita precizati daca functia este crescatoare sau descrescatoare, In baza lecturii grafice
sau proprietatii coeficientului a.

7. Pentru functia f:R > R, f(x) = 3x - 2, stabiliti dacd punctele A(-1; -1) si B(0; -2) apartin reprezentdrii grafice.
Reprezentati functia intr-un sistem de coordonate xOy. Care este solutia ecuatiei f(x) = 0?

8. Reprezentati grafic functia g: R > R, g(x) = 1 - 2x, folosind punctele de intersectie ale reprezentarii grafice
cu axele de coordonate. Determinati aria triunghiului determinat de reprezentarea grafica a functiei si axele de
coordonate. Care este multimea solutiilor inecuatiei f(x) > 0?

9. Reprezentati grafic functiile:

a)f:[-2;317> R, f(x) =2x-1; b)f:(=4;2) > R, f(x) = -x - 2;

O f:[-1; +e0) > R, f(x) =3x+2; d) f:(-o0;4) > R, f(x) = -2x +5.

10. Pentru functiaf: R » R, f(x) = -2x + 3 determinati punctul apartinand reprezentarii grafice care are:
a) abscisa egala cu 3; b) ordonata egala cu 6;

c) abscisa egala cu ordonata; d) abscisa egala cu opusul ordonatei;

e) ordonata egald cu dublul abscisei; f) ordonata egala cu triplul abscisei.

11. Stabiliti daca urmatoarele puncte sunt coliniare:

a) A(-2;2), B(2;2), C(5;2); b)A(1;0), B(2;1),C(5;6); ¢)A(3;0), B(2;5),C(-1;7); d) A(-2;0),B(2;4),C(5;7) -
12. Consideram functiile f:R > R, f(x) =ax-1si g: R > R, g(x) = 3x + b. Determinati functiile, stiind ca punctul
de intersectie al graficelor celor doua functii este A(2; 3). Trasati graficele celor doua functii In acelasi sistem de
axe de coordonate. Calculati aria triunghiului determinat de cele doua reprezentari grafice si axa Ox.

13. Trasati graficele functiilor urmatoare 1n acelasi sistem de axe de coordonate si gasiti coordonatele punctului
de intersectie al desenelor corespunzatoare perechilor de functii:

a)f:R>R,f(x) =3x-6s5ig:R>R,g(x) =6 -3x; b) fiR>R,f(x) =4x-4s51g:R>R,g(x) = 4x + 4.

14. Fief: R >R, f(x) :%x—lsig:[RéR,g(x) =1-3x

a) Reprezentati grafic, in acelasi sistem de coordonate, cele doua functii.

b) Precizati coordonatele punctului de intersectie al celor doua grafice.

c) Rezolvati inecuatiile g(x) < 0, f(x) >0 sif(x) = g(x).

15. Determinati functia f:R > R pentru care are loc relatia oricare ar fi x € R:

a)f(x+1) =3x-5; b)f(x-2) =Ix+2l; )f(ex+Vv2) =4x-1; d)f(1-x) =2x+3]; €)f(x+4) =x>+4.
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16. Se considerd functiilef: R> R, f(x) =x +1si g: R > R, gx) = f(3x - 4).

a) Determinati functia g si trasati in acelasi sistem de axe de coordonate graficele celor doua functii.

b) Determinati coordonatele punctului de intersectie al reprezentarilor grafice ale celor doua functii.

17. Pentru functia f:R > R, f(x) = x + 4 determinati:

a) intersectiile graficului cu axele de coordonate;

b) aria triunghiului determinat de reprezentarea geometrica a graficului functiei si axele de coordonate;

c) distanta de la originea axelor de coordonate la reprezentarea geometrica a graficului functiei;

d) tangenta unghiului ascutit dintre reprezentarea geometricd a graficului functiei si axa Ox;

e) multimea solutiilor inecuatiei f(x) < o.

18. Fie punctele A(4; 4),B(5;0),C(-4;0) siD(0;2).

a) Determinati functiile liniare f: R » R pentru care graficul functiei contine punctele Asi Bsig: R > R pentru
care graficul functiei contine punctele A siC.

b) Verificati daca punctele A, C si D sunt coliniare.

c¢) Trasati in acelasi sistem de axe de coordonate graficele functiilor fsi g.

d) Calculati aria 2 COD, perimetrul patrulaterului ABOD si distanta de la originea axelor de coordonate la dreapta AC.
19. Fiefunctiaf: R > R, f(x) =1-2x.

a) Calculati f(o) + f(0,5) - f(1).

b) Reprezentati grafic functia f.

¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia f(a) = a.

d) Determinati coordonatele punctul M(a; b) € G, stiind cd 1al = bl.

20.Fiefunctiaf: R> R, f(x) =ax+ a + 4,undea e R.

a) Calculati f(-2), f(0),f(2).

b) Determinati a, a numar real, stiind ca f(1) - f(-1) - 8 = 0.

c¢) Pentru a = -1, reprezentati grafic functia f In sistemul de axe ortogonale xOy.

d) Pentru a = -1, calculati distanta de la punctul M(0; -5) la dreapta care reprezinta graficul functiei f.

21. Fie functiile f: R > R, f(x) =ax - 4sig: R >R, g(x) = b - x, unde a si b sunt numere reale.

a) Determinati numerele a si b, stiind ca punctul D(3; -1) apartine reprezentarilor grafice ale celor doua functii.
b) Pentru a = 1si b = 2, reprezentati grafic functiile f si g in acelasi sistem de axe de coordonate.

c) Pentrua =1sib = 2, reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axele Ox si Oy in punctele A, respectiv B, iar
reprezentarea grafica a functiei g intersecteaza axele Ox si Oy In punctele C, respectiv E. Demonstrati cd dreapta
BC este perpendiculard pe dreapta AE.

22. Fie functiilef: R > R, f(x) = %x -2s5ig:R~>R, g(x) =3 -2x.

a) Reprezentati grafic cele doua functii In acelasi sistem de coordonate.

b) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia f(x) = g(x).

¢) Graficul functiei f intersecteazd axele Ox si Oy in punctele P, respectiv Q, iar graficul functiei g intersecteaza
axele Ox si Oy In punctele H, respectiv M. Demonstrati ca dreapta QH este perpendiculara pe dreapta MP.

23. Fie functiilef: R > R, f(x) =ax+b-9sig: R > R, g(x) = 2bx - a, unde a si b sunt numere reale.

a) Determinati numerele a si b, stiind ca punctul A(2; 3) apartine reprezentarilor grafice ale celor doua functii.
b) Pentrua = 5 si b = 2, reprezentati grafic cele doua functii in acelasi sistem de coordonate.

c) Pentru a = 5 si b = 2, reprezentarea grafica a functiei f intersecteaza axa Oy in punctul B, iar reprezentarea
grafica a functiei g intersecteaza axa Oy In punctul C. Calculati distanta de la punctul C la dreapta AB.

24. Fie functiaf: R > R, f(x) = ax + b, unde a si b sunt numere reale.

a) Calculati valorile numerelor a sib, daca f(2) = 6 sif(3) = 8.

b) Pentrua = 2 si b = 2, reprezentati grafic functia f In sistemul de axe ortogonale xOy.

c) Fie punctele M(0;2), N(-1;0) si P(c;0). Determinati valoarea lui c astfel Incat dreptele MN si MP sa fie
perpendiculare.

25. Fie f: R > R, f(x) = 2x + 4. Calculati f(-2), f(3), f(0), f(f(0) ) si reprezentati grafic functia f.
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Elemente de statistica.

Frecventa

In urma sustinerii unor teste pentru disciplinele Limba romana si Matematicd, rezultatele tuturor elevilor
clasei a VIII-a A au fost urmatoarele:

- ladisciplina Limba romana: 7, 9, 6, 6, 8, 10, 7,5, 8,9, 9, 6, 8,7,10,9, 8,6, 8,8,7,7,9, 8, 7.
- la disciplina Matematica: 8, 8, 9, 7, 6, 10, 7, 10, 5,9, 8, 6,7, 7, 8,10,9, 6,9, 7,5, 8, 8,7, 9.

Dirigintele clasei trebuie sa prezinte parintilor rezultatele elevilor In cadrul unei sedinte. Pentru aceasta, el
si-a propus:

a) sa informeze individual fiecare parinte asupra notelor obtinute de propriul copil, a punctelor tari si a as-
pectelor de imbunatatit;

b) sa prezinte tuturor parintilor anumite caracteristici ale rezultatelor obtinute la nivelul disciplinelor si la
nivelul intregii clase.

‘, Retineti!

Pentru prezentarea caracteristicilor, s-au extras din catalog si s-au inregistrat, In tabelele urmatoare, no-
tele pentru fiecare dintre cele doua discipline. Apoi s-au folosit anumite elemente de statistici matematicd.

Pentru a putea identifica anumite caracteristici, numite variabile statistice, s-a ordonat crescator fiecare
set de date, evidentiind pentru fiecare nota numadrul de inregistrdri (frecventa aparitiei unei aceleiasi valori).

S-au consemnat aceste date In urmatoarele tabele:

- la disciplina Limba romana:

Nota 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nr. inregistrari I 1111 NI I | IMI II| IHI I
Frecventa 0 0 0 0 1 JA 6 7 5 2

- la disciplina Matematica:

Nota 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nr. inregistrari I 111 Ml 1 | IMI I | IMI 111
Frecventa 0 0 0 0 2 3 6 6 5 3

in baza organizarii si sistematizarii seturilor de date, s-a putut verifica simplu, prin adunarea frecventelor,
ca notele au fost consemnate pentru toti cei 25 de elevi ai clasei: 1+ 4 + 6 + 7 + 5+ 2 = 25 (suma frecventelor
notelor obtinute la Limba romand), respectiv 2+ 3+ 6 + 6 + 5 + 3 = 25 (suma frecventelor notelor obtinute la
Matematica).
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‘, Retineti!

Totalul de 25 de elevi reprezinta, in acest caz, populatia statisticd. Atunci cand populatia statistica este
mare (de exemplu toti cetdtenii Romaniei), o analiza statistica pentru o anumita caracteristicd se poate face
pe un esantion al acestei populatii. Astfel, pentru caracteristica note la test, toti elevii unei scoli formeaza o
populatie statistica, iar alegerea pe anumite criterii doar a unora dintre elevi pentru care sa fie studiata ca-
racteristica va reprezenta o analiza pe esantion. Spunem ca populatia statistica este formata din unitdti sau
indivizi. In cazul nostru, unitatea este un elev al clasei.

Pentru a se evidentia mai usor frecventa notelor la fiecare disciplina, dirigintele a utilizat o reprezentare cu
ajutorul scalelor verticale a frecventelor, folosind o reprezentare cu ajutorul barelor, respectiv cu ajutorul discurilor:

Frecventa notelor obtinute la Limba romana Frecventa notelor obtinute la Matematica
7
7
’ 6 6
6 6
6 . 5
L5 - .
s s
[ Q4
S 4 ) 1=
3 3
S S 3 3
1] o 3
E 3 &
© ©
< < 2
<, 2 < 2
1
, I 1
0 0
5 6 7 8 9 10 6 7 8 9 10
Axa notelor Axa notelor
Frecventa notelor obtinute la Limba romana Frecventa notelor obtinute la Matematica
Valori absolute si valori procentuale Valori absolute si valori procentuale

v

7
28%

B Nota5 ""Nota6 M Nota7 MINotag MINota9 M Nota10 B Nota5 " Nota6 MNota7 MiNotag MINota9 M Nota10

& weinsi

A aprecia o caracteristica masurabila a

Valorile procentuale ale frecventelor au fost calculate ca rapor- unui set de date (a unei populatii) atat
tul dintre frecvente (exprimate In valori absolute) si valoarea totald a in valori absolute, cat si in valori relative
. . . (procentuale) permite o analiza mai buna

frecventelor. Astfel, pe reprezentarea cu ajutorul discului a frecvente- a caracteristicii. A afirma c3 4 elevi au luat
lor notelor de la Limba romand, valoarea procentuala a frecventei notei nota 6 are o semnificatie mai restransd

. 0 A L R (5 16%
6 a fost calculats astfel: 2_4 - % = 16%. decat afirmatia ca 4 elevi din 25, adica 16%,
5 au luat nota 6.
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,, Retineti!

0 alta modalitate de a prezenta grafic frecventele este poligonul frecventelor. Acesta se obtine mai usor in
cazul In care frecventele au fost deja reprezentate sub forma de bare:

Poligonul frecventelor notelor obtinute la testul de la disciplina

Limba romana
-, e
3 R
2 O
1 :.
0
5 6

,, Retineti!

Dirigintele s-a gandit c&, pe parcursul pre-

zentarii, parintii vor fi interesati sa primeasca

informatii nu numai despre cati elevi au obtinut

0 anumita nota, ci si, de exemplu, cati elevi au

- . . - obtinut note mai mari sau egale cu 7, mai mici

Axa notelor ca 8 sau totalul de note de 6, 7 si 8.

Axa frecventelor
wu o
.o

Statistica se ocupa cu Inregistrarea (organizarea), gruparea, reprezentarea si interpretarea datelor referi-
toare la un anumit fenomen si elaborarea unor previziuni referitoare la evolutia lui ulterioara.

Pentru analiza statistica a unui fenomen parcurgem urmatorii pasi: culegerea si Inregistrarea datelor,
analiza si interpretarea datelor, formularea de concluzii.

Exemple de populatii statistice: multimea elevilor unei clase, multimea oraselor din tard, multimea lo-
cuitorilor din tara. La ultimul exemplu, multimea fiind foarte mare, se lucreaza, in general, cu esantioane.

Caracteristica sau variabila statistica a populatiei reprezintd o trasatura comuna tuturor unitatilor (in-
divizilor) populatiei. Caracteristica poate fi cantitativa (daca se poate masura) sau calitativa (in caz contrar).

Exemple de caracteristici: nota la testul de matematicd, inaltimea, greutatea, varsta (acestea sunt carac-
teristici cantitative) sau culoarea ochilor (caracteristica de tip calitativ).

Analiza si interpretarea datelor statistice se bazeaza pe o serie de indicatori, care caracterizeaza tendinta
centrald. Pentru a intelege modul 1n care indicatorii statistici descriu tendinta centrala a unui set de date, reve-
nim la exemplul dirigintelui clasei a VIII-a A.

Astfel, pentru a completa informatia despre rezultatele obtinute de elevi la teste, dirigintele 1si propune sa
evidentieze indicatorii pentru Limba romana, sa explice elevilor ce reprezinta si cum se determing, apoi sa-i
lase sd exerseze pentru setul de note de la Matematica.

Media caracteristicii x

Notand cu x caracteristica, primul indicator pe care 1l foloseste dirigintele este media caracteristicii, notata x,
medie care se calculeaza:
- fie ca medie aritmeticd, folosind datele din tabelul initial pentru notele de la Limba romana:

7_7+9+6+6+8+10+7+5+8+9+9+6+8+7+10+9+8+6+8+8+7+7+9+8+7
= 25

- fie ca medie aritmetica ponderata, folosind valorile notelor si frecventa lor ca ponderi:

=7,68

~ _1-5+4-6+6-7+7-8+5-9+2-10 _ 1092 _
X = 1+4+5+7+5+2 - 25 _7’68'
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Cu cat este mai mare volumul de date
statistice, cu atat mai important este ca,
inainte de a trece la calculul indicatorilor
statistici, sa organizam datele. Compa-
rati cele doua moduri de calcul al mediei!
Exprimati cele doua moduri de calcul la
modul general, aducandu-va aminte de
definitiile mediilor invatate.

Calculul mediei ne permite sa avem o ima-
gine de ansamblu a caracteristicii, fata
de o notd, care este o imagine punctuala
(locald). Tn raport cu media clasei, un elev
poate sd-si de-a seama de calitatea per-
formantei sale. Ce semnificatie dam unei
note care se afla deasupra mediei?

Ce strategie a folosit elevul pentru a iden-
tifica pozitia de mijloc? Ce a permis sa
existe aceasta pozitie de mijloc?

2456709
MEDLANA=(@,
12848609
@+8):2

MEDIANA = 405

MEDIANA

Functii

_alla Exersam impreuna!

In perechi, calculati In ambele moduri media notelor la testul la Ma-
tematicd, folosind datele din tabelele de la inceputul lectiei. Comparati
metodele de calcul si, apoi, media notelor la Matematica fata de media
notelor la Limba roméana. Formulati concluzii in raport cu cele doua
medii. Se puteau formula respectivele concluzii doar observand datele din
tabele de valori?

Mediana caracteristicii cantitative x

Dirigintele roaga un elev sa scrie toate notele obtinute la testul de
Limba roméana in ordine crescatoare, apoi 1i cere sa sublinieze pozitia de
mijloc a setului de numere:

5,6,6,6,6,7,7,7,7,7,7,8, 8,8,8,8,8,8,9,9,9,9,9,10,10

,, Retineti!

Intr-o ordonare crescitoare a Inregistrarilor unei caracteristici
cantitative (masurabile, numerice) x, valoarea ce ocupa pozitia de mij-
loc Intr-un set de date ordonat, cu un numar impar de Inregistrari, se
numeste mediana caracteristicii, notata X (semnul ~ se citeste tilda).

_ulla Exersam impreuna!

Pentru exemplul anterior, X = 8. Mediana caracteristicii reprezinta tot
o interpretare a tendintei centrale.
Observati setul urmator de date, care este ordonat si contine 10 Inre-
gistrdri (numar par):
4,5,6,6,7,8,8,9,9,10
Cum numarul de termeni este 10, pozitiile 5 si 6 din setul de date ordo-

nat crescator se vor numi termeni de mijloc (mediani) si cu ajutorul lor se
va calcula mediana caracteristicii ca media aritmetica a lor:

‘, Retineti!

In cazul in care numarul de inregistrari este par, mediana caracte-
risticii se obtine ca medie aritmetica a valorilor de mijloc ale setului de
date (Inregistrari) ordonate crescator.

_ulln Exersam impreuna!

Calculati mediana caracteristicii asociate rezultatelor obtinute la Ma-
tematicd, folosind inregistrarile din tabelul de la inceputul lectiei. Putem
folosi tabelul in care sunt evidentiate si frecventele cumulate crescator
pentru determinarea medianei? Explicati!
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Modul sau dominanta caracteristicii x

Dirigintele clasei a VIII-a A s-a gandit cd o Intrebare posibild pe care un parinte o poate formula este: care

este nota sau care sunt notele care au fost cel mai des obtinute?

Pentru aceasta, dirigintele a cerut altui elev sa rescrie tabelul cu frecventele notelor la Limba romana si sa

sublinieze valoarea cea mai mare a frecventei:

Nota 1 2 3 A 5 6 7

Frecventa 0 0] 0] 0 1 A 6

5 2

Concluzia formulata in urma acestei cerinte este cd nota 8 are cea mai mare frecventa.

Pot exista caracteristici bimodale sau mul-
timodale. Ce particularitate are setul de
frecvente in aceste cazuri?

,, Retineti!

Modul sau dominanta caracteristicii reprezinta valoarea caracte-
risticii care are asociatd cea mai mare frecventa.

Daca exista o singura valoare a caracteristicii cu o cea mai mare
frecventd, spunem ca respectiva caracteristica este unimodala.

Wy Exersdm impreuna!

Calculati modul caracteristicii asociate rezultatelor obtinute la Mate-
matica, folosind inregistrarile din tabelele de la Inceputul lectiei.

Amplitudinea caracteristicii cantitative x

Observand tabelul notelor la testul de Limba romanad, putem observa
ca, desi notele ce se pot acorda reprezinta valori intregi de la 1 pana la
10 inclusiv, 1n fapt inregistrdrile arata ca notele pornesc de la 5 (cea mai
mica nota, deci cea mai mica valoare a caracteristicii) si ajung la 10 (cea
mai mare notd, deci cea mai mare valoare a caracteristicii).

‘, Retineti!

Se numeste amplitudinea caracteristicii cantitative diferenta dintre
cea mai mare si cea mai mica dintre valorile caracteristicii (pentru care
existd inregistrari).

By Exersim impreuna!

1. Urmatoarea serie de date arata pretul de vanzare (in lei) pentru 13
tricouri, la un magazin: 51, 60, 72, 35, 32, 57, 63, 61, 48, 33, 67, 54, 37.

a) Calculati si interpretati indicatorii tendintei centrale.

b) Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii, justificand
raspunsurile:

Pentru exemplu dat, amplitudinea este
egala cu 5 si se calculeaza astfel: 10 -5=5.
Informatia pe care o ofera calcul amplitu-
dinii este privitor la largimea intervalului
de valori ale caracteristicii si, corelata cu
media, oferd o imagine mai ampla asupra
rezultatelor analizei statistice.

Pentru a intelege importanta coreldrii me-
diei caracteristicii cu amplitudinea aces-
teia, calculati cei doi indicatori pentru
urmatoarele seturi de date:

a) 2;1000;

b) 499; 500; 500; 500; 501; 506.

Discutati la nivelul clasei si formulati con-
cluzii care sprijina invatarea.
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1) 25% dintre tricouri s-au vandut pentru un pret mai mic de 48 de lei;

2) jumatate dintre tricouri au un pret mai mic sau egal cu 54 de lei;

3) 25% dintre tricouri s-au vandut cu cel putin 62 de lei;

£) 75% dintre tricouri s-au vandut cu un pret de cel putin 36 de lei.

Rezolvare: a)

- Populatia statistica este multimea tricourilor puse in vanzare la magazin.

- Unitatea statistica este un tricou pus In vanzare la magazin.

- Caracteristica, notata cu x, arata pretul de vanzare, in lei, al unui tricou.

- Pentru un esantion de volum n = 13 unitati statistice (tricouri), se cunoaste pretul de vanzare, adica avem
urmadtoarea serie statistica de date numerice: x, = 51, x, = 60, X, =72, X, =35, X, =32, X,=57,X,= 63, X, = 61,
X, = 48, X,, =33, x, = 67, X, =54, X, =37.0rganizarea datelor intr-un tabel este:

Pret 51 60 72 35 32 57 63 61 48 33 67 54 37

- Media caracteristicii este media aritmetica a preturilor:

= 51+ 60+72+35+32+57+(1,§+61+48+33+67+54+37 :%: 51,5385 ~ 51, 54 lei, adicd pretul mediu de van-

zare al unui tricou este de aproximativ 51,54 lei.

- Pentru a calcula mediana caracteristicii trebuie sa ordonam crescator preturile: 32; 33; 35; 37; 48; 51; 54;
57; 60; 61; 63; 67; 72. Daca avem 13 numere, mijlocul se afla pe locul 7, deci X = 54 de lei. Jumatate dintre tricouri
s-au vandut cu un pret mai mic de 54 de lei, iar restul cu un pret mai mare de 54 de lei.

- Toate preturile au frecventa 1, deci caracteristica este multimodala (insa In acest exemplu relevanta indi-
catorului este relativ redusa).

- Amplitudinea pretului este 72 lei — 32 lei = 40 lei.

Pret 32 | 3335 |37 | 48 | 51 | 54 | 57 | 60 | 61 | 63 | 67 | 72
Frecventa 1| 1|1 |1 |1 1| 1|1 |1]1]|1]1]1
b)

1) 25% dintre tricouri s-au vandut cu un pret mai mic de 48 de lei — afirmatie falsa, deoarece 25% din nu-
marul de tricouri corespunde unui numar de 3 tricouri, deci s-au vandut cu pret mai mic sau egal cu 35 de lei.

2) Jumatate dintre tricouri au un pret mai mic sau egal cu 54 de lei — afirmatie adevarata, deoarece mediana
este 54 de lei;

3) 25% dintre tricouri s-au vandut cu cel putin 62 de lei: afirmatie corecta, deoarece cele mai scumpe 3 tri-
couri (25%) au pretul peste 61 de lei.

4) 75% dintre tricouri au preturi de cel putin 36 de lei — afirmatie adevarata.

2. Structura unui esantion de 75 de copii, caracteristica analizata fiind nivelul maxim atins la un joc pe cal-
culator, este reprezentata In diagrama alaturata, unde nivelul A este cel mai slab si nivelul F este cel mai bun.
Realizati un tabel care sa ilustreze numarul de elevi pentru fiecare nivel A
al jocului. Calculati indicatorii tendintei centrale. i

Rezolvare: Transformam diagrama In tabel. 28%
Nivel A B C D E F
Procent 16% | 20% | 12% | 8% | 16% | 28% "
20%

16%

8% 12%
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Folosind valorile procentuale sinumarul total de copii, calculam valorile absolute (numerice) ale frecventelor:
Nivel A B C D E F
Numar copii 12 15 9 6 12 21

- Populatia statistica este multimea copiilor care participa la joc.
- Unitatea statisticd este un copil.
- Caracteristica, notata cu x, este reprezentata de nivelul jocului.

+ Media caracteristicii este media aritmetica a numarului de copii: X
catii dam acestei medii?
+ Modul este atins la nivelul F.

12+15+9+6+12+21 75
5 -5

= 15. Ce semnifi-

30 28

3. In diagrama aliturata sunt reprezen- ”s 25

tate temperaturile zilnice maximale pe par-
cursul unei saptamani. Completati spatiile 2 1
punctate cu raspunsul corespunzator pen-
tru a obtine propozitii adevarate. 5
a) Cea mai friguroasa zi a fost ............
b) Cea mai calduroasa zi a fost ............ -
¢) Amplitudinea caracteristicii este egala
CU........
d) Media temperaturilor pe parcursul 0 =

séptéméml este egalé Il I Luni Marti Miercuri Vineri Sambata Duminica
Rezolvare:
a) Cea mai friguroasa zi a fost luni.
b) Cea mai calduroasa zi a fost duminica.
¢) Amplitudinea caracteristicii este egald cu 28°C - 20°C = 8°C.
d) Media temperaturilor pe parcursul saptamanii este
egala cu
% = 20°C +22°C+25°C+24°C+26°C+25°C+28°C _ 170°C _

o

iy

N
o

Tempertatura in grade C

[

7 B 7 -
= 24,2857°C ~ 24°C.
W Romania
. Lo L 48 elevi

4. La un schimb de experientd din cadrul unui proiect Sl Frong
e ey . 7. v . A N . G i
participd elevi din patru tari: Romania, Franta, Germania si SR

M Spania

Spania. Diagrama aldturata arata participarea fiecarei tari.

a) Cati elevi au participat in total la intdlnire?

b) Cati elevi au participat din fiecare tara?

¢) Realizati un tabel cu numadrul de elevi din fiecare tara
si graficul frecventelor.

Rezolvare:

a) Cei 48 de elevi din Romania reprezintd 60
100% -25% -15% -20% = 40% din numarul total de
elevi. La intalnire participa 120 de elevi.

b) 30 de elevi sunt din Spania, 24 de elevi sunt din Franta
118 elevi sunt din Germania.

C) 20

10

Numar elevi

50
40

30

Tara Romania | Franta |Germania| Spania

Numé]_‘ elevi [,_8 2/ 18 30 Romania Franta Germania Spania
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Exersati
1. Compuneti trei probleme, dupa ce analizati reprezentarile de mai jos.

16

=
@

[ ] L]
14 14
-
= g 7« [
- g @ 8
2 5 8 . g
e — 5 2 o
= Z &
N N O | - -
"
) *t -
2
0 T ] 1 2 3 4 5 6 7 8
13,8 14 142 144 146 148 15 15,2 o Numir elevi

13,5 14
Varsta (ani)

14,5 15 15,5

Varsta (ani)

2. Primele 60 de zecimale ale numarului 7 sunt: 1415 9265 3589 7932 3846 2664 3383 2795 0288 41971693 9937
5105 8209 7494.

a) Completati tabelul frecventelor fiecarei cifre.

b) Calculati media, mediana si modul.

c) Reprezentati datele cu ajutorul unei diagrame si desenati graficul frecventelor.

3. La simularea examenului de evaluare nationald la disciplina matematica, elevii unei scoli au obtinut urma-
toarele punctaje: 75; 77; 45; 55; 35; 78; 100; 38; 95; 70; 100; 75; 50; 40; 76; 97; 89; 90; 45; 85; 98; 69; 86; 65; 85;
30; 39; 55; 73; 67; 55; 90; 30; 93; 100. Grupati datele 1n clase de valori de lungime 10 (21—-30; 31-40; 41-50; ...,
91-100) si completati un tabel cu datele obtinute. Reprezentati datele problemei printr-o diagrama. Calculati
indicatorii tendintei centrale.

4. Tabelul de mai jos indica o clasificare a elevilor unei clase dupa tipul de lectura pe care o preferd. Completati
spatiile libere ale tabelului si reprezentati datele printr-o diagrama.

Tipul de literatura .
. Romane politiste Romane SF Romane de dragoste Total
evi
Fete 12 4 19
Baieti 6
Total 8 6
5.n diagrama aldturati este expusd, in procente, componenta
bibliotecii unei scoli (categorii de tiparituri). Stiind ca numa-
rul culegerilor de probleme este 1400, determinati cate carti T
sunt in biblioteca si cate dintre ele sunt dictionare, romane @ Dicticriais
si albume. Reprezentati datele problemei intr-un tabel si ik
printr-o diagrama cu bare. Determinati media caracteristicii. Romane
Albume
6
-]
4

6. Notele obtinute de elevii clasei a VIII-a la un
test sunt reprezentate In diagrama alaturata.
Determinati:

a) Cati elevi sunt in clasa?

b) Care este media si amplitudinea notelor?

Numar elevi

Nota obtinuta
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7.La o firmd de imbuteliat bauturi racoritoare s-a verificat instalatia de umplere a sticlelor, masurandu-se can-
titatea de suc Imbuteliatd in 40 de sticle de 500 ml. S-au obtinut urmatoarele rezultate:

490 494 500 492 495 495 496 490 501 493
491 502 502 496 502 500 502 498 498 497
494 500 496 498 500 502 506 505 502 504
495 501 505 501 499 498 498 506 504 498

Grupati datele In clase de valori de lungime 5 (486—490; 491-495; 496-500; 501-505; 506-510) si completati
un tabel. Reprezentati datele printr-o diagrama. Care este media cantitdtii de suc?

8. Un agent economic solicita un credit de 10 000 euro, rambursabil in cinci ani astfel: In primul an 25% din
valoarea creditului, in al doilea an 20% din creditul ramas, in al treilea an 30% din suma ramasa de platd, iar in
ultimii doi ani transe egale. Daca rata dobanzii este de 12% pe an, completati urmatorul tabel:

Nr. ani Transa Dobanda Credit nerambursat Suma de plata

9. La o verificare scrisa la disciplina matematica s-au inregistrat urmatoarele note: 8, 7,9, 7, 7, 5, 4, 10, 6, 9, 8,
8,4,5,7,10,9,9,3,9,10,6, 4,8,10,5,5,3,8,7.

a) Completati tabelul frecventelor notelor.

b) Reprezentati datele printr-o diagrama si desenati poligonul frecventelor.

c) Calculati media clasei.

2 proiect

Rezolvati, pe grupe de elevi, problema de mai jos. Comparati rezultatele cu cele ale celorlalte grupe si analizati
eventualele diferente.

S-au luat la intamplare 30 de spice de orz. Numarand boabele continute In fiecare spic, s-au obtinut urma-
toarele rezultate: 21; 28; 17; 20; 22; 24; 13; 20; 19; 22; 16; 22; 21; 16; 23; 16; 21; 24; 18; 11; 22; 15; 23; 21; 10; 15; 18;
15; 21; 14.

a) Grupati datele 1n 6 clase de valori (intervale). b) Completati tabelul frecventelor.

c) Calculati valoarea medie a multimii de date. d) Construiti histograma corespunzatoare.

In urma unei evaludri, elevii clasei a VIII-a au obtinut urmatoarele note: o nota de 2, doud note de 3, patru
note de 4, patru note de 5, cinci note de 6, sase note de 7, cinci note de 8, doua note de 9 si 0 nota de 10. Profeso-
rul clasei trebuie sd analizeze rezultatele si sa le prezinte celorlalti profesori ai scolii si parintilor. Cere elevilor
sa organizeze datele obtinute intr-un tabel, printr-o diagrama cu dreptunghiuri si una cu bare, si sa reprezinte
graficul frecventelor. Apoi sa raspunda la urmatoarele Intrebari:

a) Care este nota obtinutd de cei mai multi elevi?

b) Care este media clasei?

¢) Care este mediana setului de note?

d) Care este diferenta dintre cea mai mare si cea mai mica nota?



Functii

Recapitulare

1. Calculati Imf pentru functiile:

a)f:{-5; -3; -1;0;2;4;6} > R, f(x) = 5x+ 9;
b)f:{-5; -4; -3; -2; -1,0;1;2} > R, f(x) = -3x+ 9;

o) f:{-3; -2; -1;0;1;2;3} > R, f(x) = x> - 2;

d) f:{-5; -3; -1;0;2;4;6} > R, f(x) = 1x1 + 5;
e)f:ixeZ 18 :x}>R,f(x) =-x+1,

f)f :{xeN|-2<x<6}>R,f(x) =3x-5.

2. Fiefunctiaf: R > R, f(x) = 6x - 4. Calculati:

a) f(0), f(-2), f(3), f(5);

b)f(-2) +f(-1) +£(3) +f1) +(3);

©)f(0) +f(1) +£(2) +....+ f(100).

3. Fie f:R > R, f(x) = -2x + 5. Determinati punctele de
pe graficul functiei pentru care:

a) abscisa este egala cu 5;

b) ordonata este egala cu 7;

c) abscisa este egala cu ordonata;

d) ordonata este egala cu dublul abscisei;

e) abscisa este egala cu dublul ordonatei;

f) suma dintre dublul abscisei si ordonata este egala cu 5.

/. Reprezentati grafic functiile:
a)f:R>R,foo=5x+5; b)f:{-2;0;11>R, f(x)=-x + 2;
AOf:R>R, fx)=3x-6; d)f:R->R, f(x) =4x+2;
e)f:{0;1;2;3;4;5} > R, fOO) = -2x + 5;

f:(-3;3)> R, foo=3-2x

g)f:[0;6] > R, fx0) =8 - 2x;

h) f:[-4;5) > R, f(x) = 2x + 5;

Dfi(-00;7) > R, f00) = 3x - 155

Df 035 +0) > R, fO0 = -3x+8.

5. Determinati coordonatele punctelor de intersectie
ale graficului functiei cu axele de coordonate, pentru:
Af:R>R,feco=-3x+5; b)f:(-2;2)>R, f(x)=3x+09;
Af:R>R,fx)=1-x+5]; d)f:R->R,fx)=x>+5;
e)f :[4; +o0) > R, fOO =x>-1.

6. Determinati valoarea numarului real a pentru care
punctul A(g; 3) apartine graficului functiei:

Af R>R,fy=-x+5;, b)f:R>R,f(x)=x>-1;

UNITATEA 3

Af:R->R, f(x) =|5x] +5;

d)f:[0; +0) > R, f0) =x - 3;

e)f:(-2;4)> R, fx)=3x+09.

7. Determinati, in fiecare caz, valoarea numarului
real a pentru care punctul precizat apartine graficului
functieif: R > R, f(x) =ax +2a + 6:
a)A(a;3); b)A(1;3); ¢)A(a;1);
e)A(a +2;3a-3).

d) A(3;5a);

8. Determinati coordonatele unui punct de pe graficul
functiei f: R > R, f(x) = 4x - 5, stiind ca abscisa si or-
donata sunt direct proportionale cu 3 si 9.

9. Determinati coordonatele unui punct de pe graficul
functiei f: R > R, f(x) = 5x - 4, stiind ca abscisa si or-
donata sunt invers proportionale cu 20 si 5.

10. Determinati functia f:R > R, f(x) = ax+b,a,b € R,
stiind ca graficul functiei contine punctele A(-3; -5) si
B(2;5).

11. Determinati functiaf: R > R, f(x) =ax + b,a,b e R,
stiind ca graficul contine punctele A(2; 4) siB(q; 3a - 2).
12. Verificati daca punctele A(3;4), B(5; -2) si C(4;1)
sunt coliniare.

13. Determinati valoarea numarului real a pentru care
punctele A(1; -4),B(2;3) si C(a; 3) sunt coliniare.

14. Reprezentati grafic functiile si apoi rezolvati, uti-
lizand reprezentarea grafica, ecuatia f(x) = 0 siinecu-
atiaf(x) < o:

aA) f:R>R, f0) =2x - 4;

b)f:R>R,f() =-x-3;

C)f:(-0;3)> R, f() = -2x+8;

d)f:[-2;2] >R, f(x) =x+1.

15. Fie functiile f: R » R, f(x) = 3x+2 si g:R »> R,
g(x) =2x+3.

a) Trasati graficele celor doua functii in acelasi sistem
de axe de coordonate.

b) Determinati coordonatele punctului de intersectie
al celor doua reprezentari grafice.



Test de autoevaluare

1. Reprezentati grafic functiile:
a)f:R>R, f(x) =3 b)f:R>R, f(x) = -4;
Af:35>R, f(x) =2x-1
d) f:[0; +e0) > R, f(X) = 4x +3.
2. Fiefunctiaf:R >R, f(x) = -x-3.
a) Calculati f(-4) + f(3).
b) Reprezentati grafic functia in sistemul de axe xOy.
c) Determinati aria triunghiului determinat de repre-
zentarea grafica a functiei f si axele de coordonate.
d) Determinati distanta de la originea axelor de coor-
donate la reprezentarea grafica a functiei f.
e) Determinati a € R pentru care A(1;a) € G,
f) Determinati tangenta unghiului ascutit format de
reprezentarea graficd a functiei f cu axa ordonatelor.
g) Calculati f(0) + f(1) + f(2) +... + f(100).
h) Determinati coordonatele punctului de pe grafic
care are abscisa egala cu ordonata.
i) Determinati un punct ce apartine graficului func-
tiei f, care are suma coordonatelor egala cu 10.
j) Calculati distanta dintre doua puncte care apartin
graficului, ordonatele lor fiind -6 si 3.

Punctaj. 1p din oficiu, 1. 4p, 2. 5p.

Timp de lucru: 50 de minute.

Test de evaluare
PARTEA - Pe foaie scrieti numai rezultatele (30p)
1. Fief:{-2; -1;0;1;2;4} > R, f(x) =% + 1. Imfeste ...
2. Cel mai mic domeniu de definitie al functiei
f:A~>{0;1;2;3; 4}, f(x) =x+2este ...

FI§A DE OBSERVARE A COMPORTAMENTULUI

UNITATEA 3

Functii

Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

Pentru itemii 3-6, completati spatiile punctate cu rdspun-
sul corespunzdtor pentru a obtine propozitii adevdrate.

3. Fie functiaf: R » R, f(x) = x - 2. Valoarea de adevar
arelatiei A(2;4) € G este...

4. Fie functia f: R > R, f(x) = ax + 4. Valoarea reald a
lui a pentru care A(-2; 8) € Greste ...

5. Intersectia graficului functiei f:R > R, f(x) =5x-6
cu axa absciselor este punctul de coordonate ...

6. Punctul de intersectie al reprezentarilor grafice ale
functiilor f:R > R, f(x) =x+1sig:R >R, g(x) =1are
coordonatele ...

La urmdtoarele probleme se cer rezolvdri complete

PARTEA alIl-a (30p)

1. Verificati daca A(2; 5), B(-3; 4) si C(7; 6) sunt coliniare.

2.Fiefunctiaf: R > R, f(x) = (1+ v2)x - 3V2. Deter-

minati numerele rationale a si b pentru care punctul

M(a + 2;b+2) apartine graficului functiei f.

3. Fie functiaf:R » R, f(x) = 5x + 1. Rezolvati inecuatia

f(x-3) +722-f(1-%).

PARTEA alIll-a

1. Fiefunctiaf: R > R, f(x) =3x+ 3.

a. Reprezentati grafic functia.

b. Calculati aria triunghiului determinat de reprezen-

tarea grafica a functiei si axele de coordonate.

c. Calculati lungimile medianelor triunghiului format

de reprezentarea grafica si axele de coordonate.
Punctaj. 10p din oficiu; L. cdte 5p fiecare; II. cdte 10p fie-

care; IIL cdte 10p fiecare. Punctajul final se imparte la 10.

Timp de lucru: 50 de minute.

(30p)

La finalul fiecarei unitati de Tnvatare (un set de lectii) este util sa va autoevaluati comportamentul in procesul de Tnva-
tare si nivelul de competente atins, completand o fisa de observare dupa modelul acesteia. Ea se refera la implicarea
voastra pe parcursul unitatii de Tnvatare si la rezultatul obtinut la testul de autoevaluare propus la finalul ei. Adaugati

fisele la portofoliul personal.

Am intrebat cand am i

avut neldmuriri*

Am colaborat cu colegii
la activitdtile propuse*

M-am pregatit pentru
fiecare lectie®

parcurgerea acestui set

Am progresat Referitor la test

n invdtare prin

(e am recitit inainte si dupa test pentru

Punctaj obinut aimbundtdti peformanta

de lectii

*Raspunsuri posibile: nu, partial, da



Functii

UNITATEA 3

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Fie functia f: R » R, f(x) = 7x+ 9. Calculati f(-4),
f(=2), f(-1), f(-0,5), f(0), f(2), f(3).

2. Reprezentati grafic functiile:

a)f:{-2; -1;0;1;2;3;4} > R, f(x) = -x + 4;
b)f:R>R, f(x) =2x+9;

Of:R>R, f(x) =-3x+8;

d) f:{-4; -3; =25 -1,0;1;2;3,4} > R, f(x) =[x +3];
e)fi(=2;3) 7 R, f() = -x+3;

f)f:[0;4] > R, f(x) = -2x+7,

8 f:R->R, f(x) = -3x+5;

h) f:[-4; +0) > R, f(x) =3x +10;

) fi(-0;3) > R, f(x) =2x - 4;

PDfR->R, f(x) =x+0,5.

3. Calculati Imf pentru urmatoarele functii:

a)f:{-5; ~4; -3; -2; -1;0} > R, f(x) = 8x +2;

b) f:{-1;0;2;4;5,6} > R, f(x) = 5x - 6;
c)f:{0;4;8;12} > R, f(x) =7 - 2x.

4. Fiefunctiaf: R > R, f(x) = -0,5x + 3,5. Calculati:

a) f(-1) + f(0) + f(1); b) f(0) +f(1) +f(2) +... +f(25);
Q) f(2) + f(4) +f(6) +... + f(100).

5. Determinati punctele de intersectie ale graficului
functiilor urmatoare cu axele de coordonate:
a)f:R->R, f(x) =5x+9; b)f:R->R, f(x) =-6x+10;
o) f:R~>R, f(x) =2x+16.

6. Determinati valoarea numarului real a pentru care
A€gG, undef:R-> R, f(x) = -4x+3:
a) A(a;1); b) A(a;2a); C)A(2;a);
e)A(2a +1;3-a).

7. Determinati functiaf: R > R, f(x) =ax+b, a,be R
al carei grafic contine punctele:

a) A(0;4),B(4; 0); b) A(2; -3),B(-1;4);
©)A(-2;4),B(3; -6);  d)A(-4;5),B(2;5).

8. Determinati coordonatele punctului de intersectie
al reprezentarilor geometrice ale functiilor:

a) frR>R, f(x) =4x+2,g:R>R, g(x) =2x + 4;
b)f:R>R, f(x) =-x+4,0:R>R, g(x) =2x-3.

9. Verificati daca urmatoarele puncte sunt coliniare:
a) A(0;7),B(5; -18),C(-5;32);

b) A(5; -21), B(-9;21),C(-5;33);

¢) A(1;2), B(3; -6), C(~4; 5).

10. Fie functia f: R »> R, f(x) = -3x+ 1. Determinati
punctele de pe graficul functiei pentru care:

a. abscisa este egala cu ordonata;

b. ordonata este de doua ori mai mica decat abscisa;
c.dublul abscisei este cu 2 mai mare catriplul ordonatei;
d. suma dintre abscisa si ordonata este egala cu —4;

d) A(a +2;a - 1);

e. abscisa este egala cu 4;

f. abscisa si ordonata sunt direct proportionale cu nu-
merele —3si 8,5;

g. abscisa este 20% din ordonatad.

11. Fie functiile f:R » R, f(x) = x+2sig:R » R,
g(x) = ax + 4.

a) Trasati graficul functiei f.

b) Determinati numarul real a pentru care coordona-
tele punctului de intersectie al reprezentarilor grafice
ale celor doua functii sa fie A(1; 3).

¢) Daca G,nOx = {B} si G,n Ox = {C}, calculati aria si
perimetrul triunghiului ABC. Care este natura triun-
ghiului ABC?

12. Fie functiile f:R » R, f(x) = x+5si g:R > R,
g(x) =ax+b; a,beR.

a) Trasati graficul functiei f.

b) Determinati numerele reale a si b pentru care
A(0;2) € Gg siB(-3;2) € Gg.

¢) Daca G;n Ox = {C}, calculati aria si perimetrul patru-
laterului OABC. Care este natura patrulaterului OABC?

13. Determinati aria triunghiului determinat de repre-
zentarea grafica a functiei f: R > R, f(x) = -3x + 5 si
axele de coordonate.

14. Determinati tangenta unghiului ascutit format
de reprezentarea grafica a functiei f: R > R, f(x) =
-3x + 2 siaxa Ox.

15. Determinati tangenta unghiului ascutit format de re-
prezentarea grafica a functiei f: R > R, f(x) = %x +3si
axa Oy.

16. Determinati distanta de la punctul A(2;0) la repre-
zentarea grafica a functieif: R > R, f(x) = %x + 8.

17. Calculati valoarea numadrului real a pentru
care reprezentarea grafica a functiei f:R > R,
f(x) =3x-"7(a +2) +7trece prin originea sistemului de axe.
18. Fie functiile f: R > R, f(x) = 2x+3 si g:R »> R,
g(x) = f(1-2x).

a) Determinati functia g si trasati graficele celor doua
functii In acelasi sistem de axe de coordonate.

b) Determinati coordonatele punctului de intersectie
al celor doua reprezentari grafice.

19. Fie functiaf: R > R, f(x) = 2x + 4.

a) Reprezentati grafic functia.

b) Calculati distanta de la punctul A(-1;0) la repre-
zentarea grafica a functiei.

¢) Rezolvati inecuatia f(n) + n-+/3 2 0 in multimea
numerelor naturale.



ELEMENTE ALE GEOMETRIE!
IN SPATIU

Dovedim prin logicd,
dar prin intuitie descoperim.

Geometria este arta de a rationa corect

pe figuri incorecte.

Henri Poincaré (1854—-1912)




Puncte, drepte, plane° conventii de notare,
reprezentari, determinarea planulul,
relatii intre puncte, drepte si plane

In clasele anterioare s-au studiat figuri geometrice precum triunghiul, patrulaterul sau
cercul. Acestea sunt figuri plane, toate punctele lor fiind situate intr-un acelasi plan, motiv
pentru care si desenarea lor pe foaia de hartie (caiet) sau tabla se face sub forma lor reald sau
printr-un model al acesteia (prin adaptare la dimensiunile foii de hdrtie).

In geometria in spatiu studiem figuri pentru care nu toate punctele sunt situate in acelasi
plan. Sa observam, de exemplu, figura alaturatd care reprezintd o carte. Folosind un echer
si oricare dintre cartile pe care le aveti pe birou (banca) puteti constata imediat ca tuturor

colturilor acesteia le corespund unghiuri drepte (coperta cartii este un dreptunghi). Folosind acelasi echer, veri-
ficati daca si colturile figurii ce reprezintd coperta cartii sunt unghiuri drepte.

Prin desene pe foaia de hartie putem reprezenta figuri pentru care nu toate punctele sunt situate in acelasi
plan, dar reprezentarea lor nu se mai poate face dupa aceleasi reguli ca in cazul figurilor plane, adica pastrand
prin desen forma lor reald.

[T conventiisinotatii 9 Ne amintim!
> Pu .nct.ele.A §i B ocupa A Punctul:
Loacrl:ir;id;fier:; ;nc:':zmlt 5 .0 v’ este una dintre notiunile fundamentale ale geometriei si poate fi de-
vom numi puncte diferi- x scris ca fiind urma ldsatd pe hartie de vdrful unui creion foarte bine ascutit
te sau puncte distincte; b sau ca intepdtura unui vdrf de ac;
notam A # B. . v nu are dimensiune;

Punctele P si E ocupa
acelasi loc si se numesc
puncte identice sau confundate (sau spu-
nem ca ele coincid); notam P = E.

> Dreptele urmatoare au fost notate a si d, Dreapta:

v reprezentarea prin desen se face in diverse moduri si se noteaza cu
litere mari de tipar.
Cuvantul punct provine din limba latina: punctum = intepdturd, punct.

lar dreapta a mai este notatd i AB (numim v este o alta notiune fundamentald a geometriei si poate fi descrisa ca
dreapta a sau dreapta AB). . v . . s A NP
un fir de ata foarte subtire si foarte bine Intins, nemarginit si intr-o parte
siin cealaltd;

B

M v este formata din puncte;

v reprezentarea prin desen se face cu ajutorul
d riglei (cain figura alaturatd) si se noteaza cu o litera
micd sau cu doud litere mari de tipar (doua puncte

> Suprafata mesei reprezinti o portiune  distincte ale dreptei).

dintr-un plan. Planul:

v este tot o notiune fundamentald a geometriei;

v suprafata mesei, a peretelui sau a geamului reprezinta portiuni din-
tr-un plan, deci planul ar putea fi comparabil cu acestea daca ne imagi-
nam ca ele sunt prelungite la nesfarsit in toate directiile;



UNITATEA 4

Elemente ale geometriei in spatiu

v/ nu are grosime si nici margini sau capete;

v este format din puncte;

v reprezentarea prin desen a unui plan se face printr-un paralelogram
sau un triunghi oarecare; pentru notarea planului folosim, de obicei, litere
mici ale alfabetului grecesc: o - alfa, - beta, y - gama, O - delta etc.

Relatii punct-plan, dreapta-plan.

Un plan, la fel si o dreapta, reprezinta Ba e
o multime de puncte. In figura aldturata
observam: / 4

> un punct A situat in planul o, des- /A/
pre care spunem ca apartine planului si o :

scriem A € «, si un punct B care nu este
situat In plan, despre care spunem ca nu apartine planului si scriem B ¢ «;

» daca in planul a desenam o dreapta d (sau orice alta figura geome-
tricd), despre aceasta spunem cd este inclusd in plan si notamd c «;

> dreptele a si e nu sunt incluse In planul o, notdm a ¢ o, respective ¢ «;

> despre dreapta a, adica dreapta AB, spunem ca este secantd la plan sau
ca intersecteazd/inteapd planul, observand ca ea are punct comun cu planul,
punctul A, ana = {A}, dar contine si punctul B care nu apartine planului;

> despre dreapta e, desenul sugereaza ca nu intersecteaza planul, caz
in care spunem ca dreapta este paraleld cu planul, e || a, si vom discuta
acest aspect in lectiile viitoare.

Axiome despre puncte/drepte/plan

A1. Axioma dreptei. Prin doud puncte distincte trece o dreaptd si numai una.
v Orice dreapta contine cel putin doua puncte distincte.
v Axioma poate fi reformulata si astfel:
Doud puncte distincte determind o dreaptd.
(Prin cuvantul determind intelegem ca dreapta este unica!)

A2. Dacd doud puncte distincte ale unei drepte apartin unui plan, atunci
dreapta este inclusd in plan.
Dacd Ce o siD e a, atunci CD c o
Dacd un plan contine doud puncte ale unei drepte, atunci el contine toatd
dreapta.

A3. Prin trei puncte necoliniare trece un plan si numai unul.

Fiind date punctele necoliniare A, B
si C, planul (unic) ce contine cele trei s £
puncte se noteaza (ABC). &

Trei puncte necoliniare determind un plan.
(Prin cuvantul determind intelegem ca pla-
nul care le contine este unic!)

A4. Existd patru puncte nesituate in acelasi plan.
Despre patru sau mai multe puncte care nu sunt in acelasi plan spu-
nem ca sunt necoplanare.

3k

% Activitati practice

> S3 notam cu [ planul peretelui pe care
este situata tabla, P punctul reprezentat
de unul dintre colturile tablei, a dreapta
corespunzatoare marginii superioare a
tablei. Scrieti relatiile de legatura dintre
punctul, dreapta si planul date. Identificati
n jurul vostru un punct nesituat in planul
[ si doud drepte care sa nu fie incluse n
acesta (dintre care una sa intepe planul).

> Marcati doua puncte pe o masa si ase-
zati o rigla a carei margine sa le contina.
sunt si celelalte puncte ale marginii riglei
n contact cu masa? Exista vreun punct de
pe marginea respectiva care sa nu fie in
contact cu masa?

> Asezati o bucata de carton pe varful
unui deget si observati cum se poate misca
el, ramanand totusi in contact cu degetul.
Obtinem astfel foarte multe pozitii posi-
bile ale cartonului - o infinitate de plane
care contin punctul din varful degetului.
Printr-un punct trec o infinitate de plane.

VY
Reluati activitatea folosind doua degete.
Desi se limiteaza miscarea cartonului,
exista tot o infinitate de plane care sa con-
tina cele doua puncte - corespunzatoare
varfurilor celor doua degete.

Prin doua puncte distincte trec o infinitate
de plane.

(g

Reluati activitatea folosind trei degete, ase-
zate in asa fel incat punctele de contact cu
cartonul sa nu fie coliniare. Ce observati?

J i1




Elemente ale geometriei in spatiu

UNITATEA 4

gﬁ' Activitati practice

> Observati obiectul din imagine:

Este un trepied, pe care se poate monta un
aparat de fotografiat/filmat. De ce credeti
ca este realizat din trei picioare si nu din
patru?

TREPIED, trepiede, s.n. Scaun, suport sau
stativ cu trei picioare. [Pr.: -pi-ed. - PL si:
trepieduri] - Din fr. trépied. (dexonline)

> Observati imaginea:

~
punct (aparent)
de intersectie

Cele doua indicatoare par sd se intersec-
teze intr-un punct, dar, mdrind imaginar
suprafetele celor doua indicatoare, des-
coperim ca intersectia lor este, de fapt, o
dreapta.

gﬁ‘ Activitate in perechi

Consideram doua plane care au trei puncte
comune. Discutati relatia dintre cele doua
plane in contextul coliniaritatii sau necoli-
niaritatii celor trei puncte!

_ulla Exersdm impreuni!

Daca Intr-un plan sunt reprezentate patru puncte, oricare trei dintre
ele necoliniare, notatia planului se poate face cu oricare dintre cele trei
puncte. Pot fi folosite In notatie si toate cele patru puncte.

Planul a, reprezentat in figura alaturata <>
sub forma unui triunghi, poate fi notat si
o =(ABC) = (ABD) = (ACO) =...,dar nu poate
fi notat (BCD) deoarece cele trei puncte sunt
coliniare. Punctul S nu apartine planului
a, deci nu poate fi folosit in notatia planului.
Punctele S, A, B si C sunt necoplanare.

C D B

Q Observatii

m Observati tabla de pe peretele din fata clasei. Putem afirma ca pla-
nul tablei coincide cu planul peretelui. intr-o astfel de situatie, spunem ca
planele coincid (au toate punctele in comun).

m Observati peretele din fata voastra si tavanul. Sunt situate in acelasi
plan? Putem spune despre planul peretelui ca se intersecteazd cu planul
tavanului, intersectia lor fiind dreapta reprezentata de muchia de imbi-
nare dintre perete si tavan. In acest caz, planul tavanului si planul pere-
telui sunt distincte (nu au toate punctele in comun).

m Doua plane distincte pot avea puncte in comun sau niciun punct in
comun, dar niciodatd toate punctele in comun!

A5. Dacd doud plane distincte au un punct
comun, atunci ele mai au cel putin incd un
punct comun.

In fapt, dacd doud plane distincte au un "\ '
punct comun, atunci ele au o dreaptd comund. [

Daca a # f3 (plane distincte) siA € an 3, B
atunci existd si un alt punct B € anp. In
acestcazan ff = AB.

) Atentie!

Desi din activitatea si rezultatul anterior putem concluziona ca doua
plane pot sd coincida sau sa fie concurente (intersectialor fiind o dreaptd),
acest lucru nu exclude faptul cd pot exista si plane care nu au niciun punct
comun — de exemplu planul peretelui din stanga si cel al peretelui din
dreapta voastra (sau fata/spate, respectiv sus/jos). Astfel de plane se nu-
mesc plane paralele si vom discuta despre ele in lectiile viitoare.

@ ne amintim:

In clasa a VI-a ati invatat si Axioma lui Euclid:
A6. Intr-un plan, printr-un punct exterior unei drepte se poate construi o
singurd paraleld la dreapta datd.
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Determinarile planului

Conform A3., trei puncte necoliniare determind un plan.

Luati o carte de pe masa si priviti
cotorul ei ca si cum ar fi o dreaptd d.
Deschideti coperta 1n diferite pozitii.
Constatam astfel existenta mai multor
plane (o infinitate chiar) care contin
& dreaptad.

Existd o infinitate de plane care contin o aceeasi dreaptd.

Daca fixam un punct A, care nu
este situat pe dreapta d, si ne pro-
punem ca din multitudinea de plane A d
care se obtin sd le alegem pe cele care
contin si acest punct, constatam ca
exista un singur astfel de plan.

Planul determinat de dreapta d si punctul A, A ¢ d, se noteaza (d,A).

(o3

Proprietatea 1. O dreaptd si un punct care nu-i
apartine determind un plan.

Luati un creion si incercati sa asezati un
carton pe el. Luati doua creioane si asezati-le
astfel Incat varfurile lor sa se atinga. Rugati
un coleg sa aseze cartonul pe cele doua cre-
ioane. Ce observati?

Repetati experimentul, dar asezati cele doua creioane astfel incat ele
sd fie paralele. Ce observati?

Proprietatea 2. Doud drepte concurente determind un plan.
Proprietatea 3. Doud drepte paralele determind un plan.

Dacd dreptele d, si d, sunt astfel incat d nd, = {0} sau d, | d,, atunci
planul determinat de ele se noteaza (d,, d,).

1) 72

‘, Retineti!

Doua drepte care determina un plan pot fi:

v’ concurente — intersectia lor este un punct;

v paralele — intersectia lor este multimea vida.

Cand dreptele nu mai sunt In acelasi plan, apare si o a treia situatie,
cea a dreptelor necoplanare.

Q Observatii

In figura urmétoare sunt reprezentate dreptele paralele a si b, drep-
tele concurente c si d si dreptele necoplanare e si f. Modul In care sunt
reprezentate cele doua drepte necoplanare sugereaza ca dreapta e este in
spatele dreptei f.

2% Activitate in perechi

» Cu ajutorul a doua coli de hartie, sugerati
diferite tipuri de intersectie a doua plane.

> Urmariti sirul urmator de poze. A fost
aceasta una dintre ideile pe care le-ati
avut la activitatea anterioara?

ol

) AR

> Acum stim,

deci putem rezolva!

Stabiliti care dintre urmatoarele propozi-
tii sunt adevdrate, precizand fie contextul
teoretic prezentat anterior in baza caruia
ati decis, dupa exemplul dat, fie oferind un
exemplu sau contraexemplu:

a) (Exemplu) Oricare doua puncte sunt co-
liniare. Propozitie adevdratd, Al.

b) Oricare doua puncte determina o dreapta.
c) Oricare trei puncte sunt coliniare.

d) Oricare trei puncte sunt coplanare.

e) Exista patru puncte coliniare.

f) Exista patru puncte coplanare.

g) Daca trei puncte sunt coplanare, atunci
ele sunt coliniare.

h) Daca patru puncte sunt coplanare,
atunci trei dintre ele sunt coliniare.

.’gﬁ' Activitate practica

Privind sala de clasa, am putea vorbi despre
dreapta corespunzatoare muchiei dintre pe-
retele cu usa si tavan si cea corespunzatoare
muchiei dintre peretele alaturat si podea.
Este evident ca nu sunt nici concurente si
nici paralele, ele fiind drepte necoplanare.
Evidentiati si alte perechi de drepte neco-
planare din sala de clasa!
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gﬁ Activitate in cooperare

a) Colaborati pentru a justifica cele trei
proprietati anterioare folosind A3.

b) Discutati si formulati completarea co-
recta a enuntului: daca dreptele d, si d,
sunt astfel incat d nd, = @, atunci ....

c) Colaborati si caracterizati rezultatul
intersectiei dintre o dreapta si un plan.
Exemplificati fiecare caz cu ajutorul unui
creion pe post de dreapta si a unei foi de
hartie pe post de plan.

d) Dati exemple din realitate care sa su-
gereze relatiile invatate dintre punct-plan,
dreapta-plan si plan-plan.

e) Ati inteles ca, in matematica, a deter-
mina un obiect Tnseamna a-l descrie prin
acele elemente care-l fac unic. Tntrebati
profesorul de biologie ce determina o fi-
inta? Ganditi-va la obiecte studiate la alte
discipline si analizati-le din punct de ve-
dere al ideii de determinare a lor.

_ulla Exersim impreuna!

Consideram punctele necoplanare A, B, C si D.

a) Justificati faptul cd, oricare trei dintre puncte am alege, acestea nu
pot fi coliniare.

b) Dati doud exemple de drepte concurente determinate de cate doua
dintre cele patru puncte.

c) Dreptele AC si BD sunt coplanare? Argumentati raspunsul. Compa-
rati argumentele Intre voi.

d) Cate plane distincte determind aceste puncte?

Solutie:

a) Daca trei dintre puncte ar fi coliniare, ele ar forma o dreapta d, iar
aceasta, Tmpreunad cu al patrulea punct, ar determina un plan si deci cele
patru puncte ar fi coplanare. D

b) De exemplu: AB cu AC, BD cu CD.

¢) Nu. Dacd AC si BD ar fi coplanare
am obtine ca cele patru puncte sunt
coplanare.

d) Oricare trei dintre cele patru
puncte sunt necoliniare, deci deter-
mina cate un plan. in desenul aldturat
am evidentiat planul (ABC) (cel ori-
zontal), planul (DAB) - albastru, planul (DBC) - verde. Planul (DAC) este
in spatele celor doua plane colorate.

Observatie: afirmand ca am evidentiat planul (DAB), nu vom intelege
ca planul corespunde doar punctelor suprafetei triunghiulare DAB!

A

(ABC) B

Conventii de reprezentare a figurilor in spatiu

Atunci cand realizam un desen In spatiu consideram planul caietului, la fel ca atunci cand ne-am referit la

planul tablei ca fiind plan vertical. Atunci cand reprezentam (desenam) o figurd care este inclusa intr-un astfel
de plan (vertical), aceasta se deseneaza dupa regulile studiate in clasele anterioare. Daca un segment este in-
clus sau paralel cu planul vertical se reprezinta in forma lui reala, iar daca este intr-un plan orizontal sau oblic
in raport cu planul vertical se reprezinta Intr-un anumit raport de marime n comparatie cu forma reala (cu o
lungime mai mica!).

Despre un cub stim ca are toate fetele patrate. Observati pe figura de la exemplul urmator modul in care a
fost desenat fiecare dintre patratele care reprezinta fetele cubului. Planul evidentiat in desen reprezintd un plan
orizontal in raport cu planul vertical al hartiei.
> Sa observam figura aldturata in care este reprezentat cubul ABCDEFGH:

v Unghiul drept EAB al fetei patrate ABFE (considerat in plan vertical)
este desenat ca In cazul desenarii In plan, insa unghiul drept HEF al fetei

H G

E E patrate HEFG (considerat in plan orizontal) este desenat ca un unghi as-
cutit, iar unghiul drept EFG este desenat ca un unghi obtuz; deci un unghi
Dl— - L —Jc drept, desenat in spatiu, nu isi pdstreazd forma de unghi drept decdt dacd face
P parte dintr-un plan vertical.
A 4 v Patratul ABFE este desenat exact ca in cazul desenarii in plan, dar

patratul EFGH este desenat ca un paralelogram; deci un pdtrat desenat in
spatiu poate avea ca reprezentare un paralelogram.

v Laturile AD, DC si DH nu se vdd pentru ca sunt in spatele planului
(ABF), deci sunt desenate punctat (linie Intrerupta).
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D c > In figura alituratd am desenat un dreptunghi ABCD in cele doud vari-
ante: 1n plan (plan vertical) si in spatiu (in cazul pozitionarii sale Intr-un
plan care nu este vertical).

v'Daca o figura are doud laturi paralele, ele vor fi desenate tot paralele
atunci cand desenam in spatiu — de exemplu AB || CD.

v/ Daca doua laturi sunt si paralele si congruente, ele vor fi tot congru-
ente si in cazul desenului in spatiu — de exemplu AB = CD.

v Daca un punct imparte un segment Intr-un raport dat, atunci regula
de desenare se va pastra In cazul desenului in spatiu — punctul M este ast-

plan

fel incét% = %pe ambele desene, iar punctul N este mijlocul segmentului

" 3 AD pe ambele desene.
spatiu
» Triunghiul echilateral: A
v In reprezentarea sa in spatiu, aflindu-se intr-un A
plan care nu este vertical, se recomanda desenarea ca
un triunghi oarecare, nu foarte inalt. B : ¢
v'Nu este importanta ordinea de notare a varfurilor, sau

dar poate depinde de contextul propus. A ¢
v Observam ca laturile congruente nu raman toate 1 c
congruente si pe desenul in spatiu, dar nu este obliga- B
toriu acest lucru.
v Proprietatile figurilor geometrice sunt cele care ajuta in reprezentarea figurilor in geometria in spatiu. De

exemplu, daca dorim sa reprezentdam o indltime a triunghiului echilateral vom tine cont ca ea este si mediana.
A

plan spatiu

> In figura aldturata este desenat triunghiul oarecare ABC in cele doud
situatii, plan (sus) si spatiu (jos). AD este indltime si AE este mediana.
v Dupa cum am spus si mai sus, punctul E, mijlocul laturii BC, se de-
seneaza in ambele cazuri In acelasi mod — prin masurarea segmentului si
= ¢ impartirea acestuia In doud segmente congruente.

A plan v In cazul inaltimii AD, In plan desenarea ei se face cu ajutorul echeru-
lui (asa cum s-a Invatat in clasele anterioare). Pentru desenarea in spatiu
nu se mai tine cont de echer, dar se pastreaza notatia aproximativa care
sugereazd ca AD este Tnaltime.

spatiu

» Infigura aldturatd, punctele A, B, C si D sunt situate intr-un plan «, iar punc- Zmet fale.
o . o R o e intersectie

tul S ¢ a. Observam pe desen cum dreptele SD si AB par sd se intersecteze. Daca

cele douad drepte s-ar intersecta Intr-un punct O, atunci dreapta DO ar fi in-

clusa 1n planul « si, implicit, punctul S ar apartine planului. Pentru evitarea )/fB
\D

aparitiei acestor puncte false de intersectie, se recomanda reprezentarea dreptei A__—

care se afla In spate cu Intrerupere — observati reprezentarea dreptei AB prin

spatele dreptei SC. Observati, de asemenea, aparitia unor parti de linie punctata a Ci

pentru dreptele SC si SDpentru a sugera partea de dreapta situata sub planul a. | \

Observatie: Toate aceste reguli permit desenarea pe suprafete plane a unor configuratii geometrice spatiale, ast-
fel incat sa redea cat mai aproape de realitate ,,ceea ce vede ochiul”. Pentru a sugera spatialitatea, este utila
folosirea liniilor punctate pentru a marca ,,ce nu se vede, dar exista”.
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Exersati
1. Pentru desenul aldturat stabiliti care dintre urmatoarele relatii sunt adevarate sau false: <E
AAecaq; b)B e q;
c)Cea; d)D e a; A ye
e)E¢a; f)ABc «; )
g)CD c a; h) CE ¢ o M)
i)BEna = @. o
2. Reprezentati printr-un desen: «F

a) planul a, punctele A € a, B € « si dreapta AB. Este dreapta AB c «? De ce?
b) planul B, punctele M € 3, N ¢ B si dreapta MN. Este dreapta MN c «? De ce?
c) planul 8, dreapta d si punctele A, Bsi C, astfel incat d c §,Aed, BedsiC ¢ 8. Pot fi punctele A, Bsi C coliniare?

3. Observati figura alaturata si completati spatiile cu unul dintre semnele €, ¢, C, ¢ pentru a obtine relatii

adevarate: E
A)A...q; b)A...d;

c)C...d; d)E...q

)E...d; f)d...a B
g)AC...q; h)B...EC; N C_d
i)EA...q. @ )

/.. Consideram patru puncte necoplanare. Demonstrati ca ele nu pot fi coliniare.

5. Consideram patru puncte distincte.

a) Determinati numadrul minim si numarul maxim de drepte diferite determinate de cate doua dintre cele patru
puncte.

b) Determinati numarul minim si numarul maxim de plane diferite determinate de cate trei dintre cele patru
puncte.

6. Intr-un plan o consideram punctele A, B, C si D distincte, iar in afara acestuia un punct E.

a) Care este numarul minim si care este numarul maxim de plane (exceptand planul o) determinate de cate trei
dintre cele 5 puncte?

b) Existd posibilitatea sa obtinem exact trei plane?

7. Consideram dreptele concurente a si b si punctele A € a si B € b. Demonstrati ca mijlocul C al segmentului AB
apartine planului determinat de cele doua drepte.

8. Consideram dreptele paralele a si b si punctele A € a si B € b. Demonstrati ca dreapta AB este inclusa in planul
determinat de cele doua drepte.

9. Observati figura alaturata (in care planele « si § sunt distincte) si completati
spatiile punctate pentru a obtine relatii adevarate:

AA..q b)C...q;

C)AB...q; d)yanp-=..; A
e)CBnP=.., fACha=..; *
g)(ABC)na=..; h) (d,C)...p; «B
i) (d,AB)...o. o

10. Daca dreptele a si b sunt coplanare si dreptele b si ¢ sunt coplanare, rezulta In mod necesar ca dreptele a sic
sunt coplanare?

11. Intersectia planelor distincte o si f este dreapta d, iar punctul A este situat Tn ambele plane. Demonstrati ca
Aed.

12. Trei drepte distincte se intersecteaza doua cate doua in puncte distincte. Demonstrati ca cele trei drepte sunt
coplanare.
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13. Trei drepte distincte au un punct comun. Sunt ele coplanare?

1/4. Reprezentati printr-un desen:

a) un plan «, dreapta d c «, punctele A si B In planul «, de o parte si de alta a dreptei d;

b) un plan «, punctele A si B de aceeasi parte a planului o astfel incat dreapta AB intersecteaza planul in punctul O;
¢) un plan o, punctele A si B de o parte si de alta a planului o astfel incat dreapta AB intersecteaza planul in punc-
tul O.

15. Decupati dintr-o foaie de hartie un triunghi ABC. indoiti decupajul foii de hartie (fara a o plia) dupa linia
mijlocie MN, M € AB si N € AC. Punctele B, C si A obtinute dupa indo- D' c
ire sunt coplanare? Reprezentati printr-un desen, notand cu A' pozitia

punctului A dupa indoire. D‘ o)
As s Sae
16. Decupati dintr-o foaie de hartie un trapez ABCD, AB | CD. Indoiti -7 %
decupajul foii de hartie (firi a o plia) dup linia mijlocie MN, M € AD si M2 b
A \ 2
(24

N e BC. Notam cu C' si D' pozitiile punctelor C, respectiv D dupa indoire.
Demonstrati ca punctele A, B, C' si D' sunt coplanare.

17. Reprezentati prin cate un desen fiecare dintre cerintele urmadtoare, apoi comparati desenele explicandu-va
asemanarile si diferentele:

a) triunghiul dreptunghic ABC, <B = 90°, inclus Intr-un plan «;

b) triunghiul echilateral MNP inclus intr-un plan o;

¢) patratul BCDE, inclus intr-un plan o;

d) triunghiurile ABC si BCD, situate 1n plane diferite; demonstrati ca punctele A, B, C si D sunt necoplanare;

e) patratul ABCD, situat intr-un plan vertical si dreptunghiul CDEF, situat Intr-un plan orizontal; demonstrati ca
punctele A, B, E si F sunt coplanare;

f) trapezul isoscel ABCD, AB || CD, situat Intr-un plan vertical si dreptunghiul CDEF, situat Intr-un plan orizontal,
demonstrati ca punctele A, B, E si F sunt coplanare. A

18. In figura alaturatd, punctele A, B, C si D sunt necoplanare, iar punctul E € CD.
Desenati pe caiet figura si completati spatiile punctate pentru a obtine propozitii
adevarate:
a) (ABC) n(BCD) =..;
b) (ABC) n(ABD) =..,; B D
¢) (ABE) n(ACD) =..; £
d) (ACE) n(ADE) =..,;
e)(ABE) n(ACD) n(BCD) =....
19. Observati desenul alaturat, precum si pe cel al problemei anterioare. Analizati,

din punct de vedere al perspectivei, cele doua desene. Precizati, in fiecare caz, care
este planul sau care sunt planele care sunt in fatd/spate.

gﬁ Activitate practica

Consideram un echer si notam varfurile lui cu A, B si C. Asezam echerul pe planul
mesei, notat a, astfel Incat punctele B si C sa fie pe masd, iar A sa fie In afara planului
mesei. Realizati un desen care sa reprezinte aceasta situatie si precizati pozitiile drepte-
lor suport ale laturilor echerului in raport cu planul a.
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I

Corpuri geometrice

Un poliedru este un corp geometric marginit numai de fete plane.
Poliedrul este o constructie tridimensionala formata din fete poligonale
Cuvantul poliedru provine din cuvintele plane. Aceste fete se intersecteaza in muchii, care, la randul lor, se in-
grecesti poly (multe) si hedron (bazd), tersecteaza in vdrfuri. Putem afirma despre poliedru ca este echivalentul
hedra (fata). tridimensional al poligonului (care este o forma bidimensionald).

2 Stiati ca?

Cele mai cunoscute corpuri geometrice sunt:

Cubul Paralelipipedul Piramida

Desi nu sunt poliedre, tot cunoscute sunt si urmatoarele corpuri, numite corpuri rotunde (se pot rostogoli pe o
suprafatd plana — in cazul cilindrului si al conului, se pot rostogoli daca sunt culcate)

Cilindrul Conul Sfera

Q observatii

Corpurile rotunde se pot obtine prin rotirea unei figuri plane in
jurul unei drepte (axe), de aceea ele se mai numesc si corpuri de rotatie.
Observati in imaginea alaturata o roatd a olarului care este folosita pentru
fabricarea, din lut, a unor obiecte rotunde.
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Piramida

_ulla Exersim impreuna!

Consideram un patrulater ABCD si- v
tuat intr-un plan o si un punct V care
nu apartine planului. Numiti toate pla-
nele care sunt determinate de cate o la-
tura a patrulaterului si punctul V.

Rezolvare: -

/ Planul determinat de dreaptaAB -, DY ¢~
si punctul V este planul (AB, V) pe care
il putem nota si (VAB).

v Celelalte trei plane: (BC, V) = (VBC), (CD, V) = (VCD) si (AD, V) = (VAD).

QQ observatie

Corpul geometric delimitat de planul a si de cele patru plane deter-
minate mai sus este o piramidd, In acest caz numita piramidd patrulaterd.

Definitie

Consideram un poligon AAA_.A
situat Intr-un plan « si un punct V care
nu apartine planului o. Corpul geome-
tric delimitat de planul « si de planele
(VAA)), (VAA)), ..., (VA/A) se numeste
piramidd de varf V si bazi AAA,.A, si
senoteazd VAAA..A .

Poligonul AAA,..A se numeste baza piramidei, iar punctul V se nu-
meste vdrful piramidei.

O suprafata triunghiulara delimitata de varful piramidei si de doua
varfuri alaturate ale poligonului bazei se numeste fatd laterald. Totalita-
tea fetelor laterale formeaza suprafata laterald a piramidei.

In notatia unei piramide, prima literd corespunde varfului piramidei.

Tipul unei piramide este dat de tipul poligonului bazei: baza tri-
unghi — piramida triunghiulard, baza hexagon — piramida hexagonala etc.

Exemplu. Piramida obtinuta la aplicatia de la inceputul lectiei este o
piramidd patrulaterd, deoarece baza piramidei este patrulaterul ABCD.

Elementele unei piramide

Referitor la piramida reprezentata in desenul alaturat, avem:
v varfuri: V - varful piramidei; A, B, C... — varfurile bazei;
v baza piramidei — suprafata delimitata de poligonul ABCD...;
v'muchii: — laterale: VA, VB, VC, ... (ca segmente);
— ale bazei: AB, BC, CD, ... (laturile poligonului bazei);
v fete laterale — suprafete triunghiulare delimitate de: AVAB, AVBC,
AVCD, ...

Observati n cele ce urmeaza exemple de
piramide care se pot obtine pornind, Tn
planul a, cu un alt tip de poligon decat cel
de tip patrulater.

a.

oo

Numiti piramidele corespunzatoare celor
4 cazuri, observand la fiecare dintre ele
tipul poligonului de la baza.

muchie

fata

laterala laterala

A

muchie
baza
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QO  stiatica?

Cuvantul tetraedru provine din cuvintele
grecesti tetra (patru) si hedron (bazd),
hedra (fatd); tetraedru - corp marginit de
patru fete.

¥  Activitate practica

I

Pe grupe de elevi, sub coordonarea profe-
sorului, construiti din carton, prin decu-
pare si lipire, cate o piramida triunghiulara
(tetraedru), piramida patrulaterd, piramida
pentagonald, piramida hexagonala.

Q observatii

Suprafata laterald a unei piramide se
poate desfasura in plan. Observati figura
urmatoare si precizati segmente congru-
ente pe desfasurarea reprezentata pe ulti-
mul desen.

v

Definitie

O piramida triunghiulara se numeste tetraedru.

v Tetraedrul este poliedrul cu cel mai mic numar de fete.

v Prin rdsturnarea unui tetraedru pe oricare dintre fete, imaginea
corpului obtinut este tot cea a unui tetraedru, nu neaparat cu acelasi
aspect (spre deosebire, de exemplu, de o piramida patrulatera).

v Oricare dintre fetele tetraedrului poate fi considerata bazd, varful
ce nu apartine acesteia reprezentand vdrful piramidei.

Wy Exersdm impreuni!

Observand piramidele desenate si modelele construite de voi pe
parcursul lectiei, completati n caiete un tabel de tipul urmator (tabelul se
poate extinde la mai multe tipuri de piramide):

Piramida ... Numar de Numar de Numar de Numar
varfuri | muchii laterale |muchii ale bazei| de fete
... triunghiulara
... patrulatera
... hexagonala

Piramida regulata, tetraedrul regulat

gﬁ Activitate practica

Pe un carton desenati un patrat cu latura de 6 cm si, in exteriorul lui,
4 triunghiuri isoscele cu lungimea laturilor congruente de 8 cm. Decupati
si Indoiti cartonul pentru a obtine o piramida patrulatera. Comparand cu
piramidele patrulatere despre care am vorbit pana acum, ce caracteristici
are in plus aceasta piramida?

Definitie
Se numeste piramidd requlatd o piramida cu baza poligon regulat si
cu muchiile laterale congruente.

> Piramida patrulatera regulata VABCD are:

v baza patratul ABCD;
vVA=VB=VC=VD;

v AVAB, AVBC, AVCD si AVDA triunghiuri isoscele;

v AVAB = AVBC = AVCD = AVDA.

A B

Reprezentare O desfasurare
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> Piramida triunghiulard regulata VABC are:
v baza triunghiul echilateral ABC;

v VA=VB=VC;
v AVAB, AVBC si AVCA triunghiuri isoscele; A ¢
v AVAB = AVBC = AVCA.
B
Reprezentare O desfasurare

v
» Piramida hexagonala regulata VABCDEF are:
v baza hexagonul regulat ABCDEF;
vVA=VB=VC=VD=VE=VF;
v AVAB, AVBC, AVCD, AVDE, AVEF, AVFA triunghiuri
isoscele;
A D v AVAB = AVBC = AVCD = AVDE = AVEF = AVFA.
B c
Reprezentare O desfasurare

Prin desfdsurarea unui poliedru intelegem figura plana corespunza- §§ Activitate practici
toare tuturor fetelor poliedrului ce poate fi obtinuta prin decupare.

Realizati din carton o piramida dupa una

@ .. dintre formele de mai sus, apoi vopsiti
v/ Descoperiti! toate fetele acestuia. Pana la uscarea vop-
selei, aplicati ca o stampila baza pe o foaie

Colaborati la nivelul clasei si justificati afirmatia: de hartie de dimensiuni corespunzatoare,

A . e . . . . .. apoi, mentinand cate o muchie a bazei ca
intr-o piramidd reqgulatd, oricare doud fete laterale sunt triunghiuri ~2P°" M -€ 0 muchie @ bazel
’ muchie de contact, inclinati pe rand fetele

isoscele Cf’r.lgru.ente- . _ laterale pana la contactul cu foaia pe care
Identificati cazul de congruenta folosit. se va impregna urma lor. Ce reprezinta

urma lasata de corp pe foaia de hartie?

Definitie

Se numeste apotemd a unei piramide regulate distanta de la varful
piramidei la oricare dintre laturile bazei.

Exemplificand pentru piramida patrulatera regulata VABCD din repre-
zentarea aldturatd, avem: v
v Segmentul VM, cu proprietatea ca VM L BC, M € BC, reprezinta apo-
tema piramidei.
v Apotema piramidei este si Inaltime In triunghiul corespunzator fetei
laterale (cea construitd din varful piramidei la o latura a bazei acesteia).
v Avand 1n vedere ca fetele laterale ale unei piramide regulate sunt
congruente, nu conteaza pe care fatd construim apotema acesteia (repre-
zinta segmente congruente). M
v Punctul M este mijlocul segmentului BC. Justificati!
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Materiale necesare: o coala de flipchart,
un ghem de sfoara, o greutate - un fir cu
plumb sau similar (intrebati parintii...).
Persoane necesare - minimum 5 elevi.

Desenati pe foaia de flipchart un patrat
ABCD cu latura de 0,75 m, diagonalele
acestuia si centrul - punctul O. Pregatiti
5 bucati de sfoard, una de aproximativ
1m, celelalte mai lungi (cel putin 1,5 m), pe
care le legati intr-un nod comun. La cela-
lalt capat al bucatii de sfoara de 1 m legati
greutatea. Un elev pozitioneaza greutatea
deasupra punctului O astfel incat sfoara sa
fie bine intinsa, iar alti 4 elevi intind ce-
lelelate bucati de sfoara pana cand ajung
n varfurile patratului, taind surplusul. Ma-
surand cele patru bucati de sfoara puteti
constata ca lungimile lor sunt egale (sau
aproximativ egale, tinand cont de erorile
de masurare). Notand cu V pozitia, in spa-
tiu, @ nodului comun al celor cinci bucati
de sfoara, putem afirma ca VA, VB, VC si VD
reprezinta muchiile laterale ale unei pira-
mide patrulatere regulate VABCD. Bucata
de sfoara cu greutatea, adica VO, repre-
zintd asa-numita Tnaltime a piramidei, des-
pre care vom vorbi in lectiile urmatoare.
Repetati experimentul, schimband tipul
bazei piramidei: intr-un caz baza piramidei
sa fie un triunghi echilateral, iar n alt caz
baza sa fie un hexagon regulat. Recapitulati
din clasa a VlI-a notiunile necesare.

$%  Activitate in cooperare

Discutati la nivelul clasei si realizati cate un
tabel echivalent celui alaturat pentru dese-
narea unei piramide triunghiulare regulate
si a uneia hexagonale regulate.

Atentie! Aveti in vedere utilizarea liniilor
punctate pentru muchiile si celelalte seg-
mente construite care nu se vdd. Retineti,
de asemenea, modul in care determinati
pozitia centrului triunghiului echilateral si
a centrului hexagonului regulat!

C;) Portofoliu
Realizati, individual, cate o fisa pentru
fiecare dintre cele trei tipuri de piramide
regulate si pastrati-le in portofoliul per-
sonal. Aveti in vedere sa le completati pe
parcursul anului scolar cu noile informatii
pe care le aflati despre piramida regulata.

_ulln Exersdm impreuni!

In piramida patrulatera regulata VABCD toate muchiile sunt congru-
ente. Se stie ca suma lungimilor tuturor muchiilor piramidei este egala cu
48 cm. Alegeti litera corespunzatoare raspunsului corect.

i. Lungimea unei muchii a piramidei este egala cu:

a) 12 cm; b) 8 cm; c) 6 cm; d) nu se poate determina.
ii. Apotema piramidei este egala cu:

a) 6 cm; b) 4/3cm; ¢)3y/3cm; d)3cm.
Rezolvare.

i. O piramida patrulatera are 8 muchii; cum, n cazul nostru, toate
sunt congruente, obtinem ca lungimea unei muchii este egald cu 48:8 =
= 6 cm. Raspuns: ¢)

ii. Fie VM, M € BC, apotema piramidei. Aplicand teorema lui Pitagora in
triunghiul VBM obtinem VM = 3/3. Raspuns: c).

Observatie.

Din aplicatia practicd alaturata deducem ca varful unei piramide patru-
latere regulate se afla exact deasupra centrului poligonului requlat de la baza
piramidei (adica se afla pe o linie verticala ridicata din centrul poligonului
desenat intr-un plan orizontal). Plecand de la aceasta idee, sa observam
mai jos pasii parcursi in desenarea unei piramide patrulatere regulate.

I. Desenam baza,
patratul ABCD
si centrul acestuia.

II. Ridicdm din punc-
tul O o linie punctata
(verticala).

I11. Consideram punc-
tul V pe linia desenata
anterior si unim cu
varfurile patratului.

(;) Reflectam!

Desi baza este patrata, pentru desenul acesteia s-a utilizat un parale-
logram. Priviti de la distantd suprafata pe care o reprezinta tablia bancii
si veti vedea o imagine deformatd a dreptunghiului pe care tablia il are ca
forma n realitate!

Definitie

Un tetraedru in care toate muchiile sunt congruente se numeste te-
traedru requlat.

Un tetraedru regulat este o piramida triunghiulard regulata in care
muchiile laterale sunt congruente cu muchiile bazei.

Toate fetele unui tetraedru regulat sunt triunghiuri echilaterale.
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gy Exersim impreuna! g’* Activitate practica

Piramida triunghiulard regulata VABC, de varf V si baza AABC, are  Construiti un tetraedru din betisoare:

suma lungimilor muchiilor de 36 cm si AB = 6 cm. Aratati ca VABC este
tetraedru regulat.
Rezolvare.
AB=AC=BC=6siVA=VB=V(C,deci3-VA+18=36 VA= 6cm
Asadar toate muchiile sunt egale, deci VABC este tetraedru regulat. 4
Q

P $tia;i ca?

Exista numai 5 tipuri de poliedre care au toate fetele poligoane regulate congruente — solide platonice:

A9

Tetraedru regulat Cub (hexaedru) Octaedru regulat Dodecaedruregulat  Icosaedruregulat

4 fete - triunghiuri 6 fete - patrate 8 fete - triunghiuri 12 fete - pentagoane 20 de fete - triun-

echilaterale echilaterale regulate ghiuri echilaterale
Exersati

1. Observati corpurile geometrice desenate si completati pe caiete un tabel de tipul urmator, cu cate o linie pen-
tru fiecare imagine, In ordine, de la stanga la dreapta:

A ja v
S
A \
4 M
P = K
B
M
B N N I J

Numele Varful Baza Notatia
Piramida triunghiulara S ABD SABD

2. Completati un tabel de tipul urmator cu elemente corespunzatoare piramidei alaturate.

Vv
v .. ... | unvarf al bazei |
... | omuchie laterala AB | .. ... | baza piramidei
3. Desenati si notati un tetraedru de varf M si baza triunghiul ARE. Precizati doua muchii
laterale si o muchie a bazei care sa fie (toate trei) coplanare. ¢
4. Desenati si notati corespunzator o piramida VDEFGH. Numiti: A “

a) doud muchii laterale; b) varfurile bazei;

¢) trei muchii ale bazei; d) trei plane determinate de cate trei varfuri ale piramidei;

e) un plan determinat de trei varfuri ale piramidei, care sa nu fie nici planul bazei si nici plan corespunzator unei
fete a piramidei;
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f) trei perechi de muchii coplanare; g) doua perechi de muchii necoplanare;

h) un triplet de muchii care au un punct comun. Cate astfel de triplete se pot forma (nu conteaza ordinea)?

5. Stabiliti numarul de varfuri (v), numarul de muchii (m) si numarul de fete (f) si verificati egalitatea
v + f - m = 2 pentru o piramida:

a) triunghiulara; b) patrulatera; c) pentagonald; d) hexagonala.

6. Consideram piramida patrulatera SPACE. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:

a) baza piramidei este patrulaterul PACE; b) SP c (PAC); c) E € (SAP); d) C & (PAE);

e) dreapta SA intersecteaza planul SEP intr-un punct; f) AE C (PAC); g) SC ¢ (PAC); h) (SAC) n (PAE) = AC;
i) intersectia planelor (SAP) si (SEC) este un punct; j) dreptele SA si EC se intersecteaza;

k) dreptele SP si SC sunt coplanare; 1) dreptele PA si CE nu sunt coplanare.

7. Demonstrati cd, oricum am alege trei muchii ale unei piramide, cel putin doua dintre ele sunt 1n acelasi plan.

8. In figurile aldturate sunt desfdsurdrile unor pira-

mide regulate, mai putin ultima, din care lipseste o
parte a desfasurarii. Precizati, pentru primele trei de-
sene, despre ce piramida este vorba, iar pentru ulti-
mul desen, care este partea care lipseste, unde poate fi

ea pozitionata si ce piramida reprezinta.
Pentru problemele 9, 10 si 11 alegeti rdspunsul corect.
9. Desenati o piramida patrulatera regulata VABCD si apotema VM corespunzatoare fetei VBC. Se stie ca muchia
bazei AB este de 12 cm, iar muchia laterala VA este de 10 cm.
i. Suma lungimilor muchiilor piramidei este egald cu: a)40cm; b)48cm; c¢)54cm; d)88cm.
ii. Lungimea segmentului VM este egala cu: a) 6 cm; b) 8 cm; c)iocm; d)12cm.
10. Desenati o piramida triunghiulard regulata SMNP si apotema SA corespunzatoare laturii NP. Se stie ca suma
lungimilor muchiilor piramidei este egala cu 45 cm, iar SP = 9 cm.
i. Lungimea segmentului MN este egald cu: a) 5 cm; b) 6 cm; c) 8 cm; d) 9 cm.
ii. Lungimea segmentului SA este egala cu: a) 3+/3 cm; b) 4,5v/3 cm; ¢) 62 cm; d) 9 cm.
11. In piramida hexagonald regulata SABCDEF, lungimea muchiei bazei este egald cu 11 cm, iar lungimea muchiei
laterale este cu 2 cm mai mare. Diferenta dintre suma lungimilor muchiilor laterale si suma lungimilor muchi-
ilor bazei este egala cu: a) 12 cm; b) 8 cm; c) 6 cm; d) 2 cm.

Care dintre informatiile problemei se poate modifica fara ca rezultatul sa se modifice? Explicati!

12. In figura aldturati este reprezentatd desfisurarea suprafetei laterale a unei pira-
mide triunghiulare regulate. Punctele C, V si C' sunt coliniare, iar patrulaterul ABCC'
este Inscris Intr-un semicerc de diametru CC'. Demonstrati ca piramida din care pro-

vine defasurarea este un tetraedru regulat. Ajutati-va de decupaje pentru a va verifica!
S

13. Consideram o piramida SDEFGH si diagonalele bazei care
pleaca din varful D. Planele determinate de fiecare dintre aceste diagonale si varful pirami-
dei Impart piramida In mai multe tetraedre. Precizati cate tetraedre se obtin si numiti-le.

1/. Consideram o piramida patrulatera regulata ASTUV. Cate tetraedre se pot forma avand
varful A si ca baza suprafete triunghiulare determinate de cate 3 dintre varfurile bazei
STUV? Existd printre acestea si tetraedre regulate? Justificati.

15. Dintr-o foaie de hartie decupati un triunghi echilateral cu latura de 16 cm. Pliati triun-
ghiul decupat astfel incat sa obtineti un tetraedru regulat. Care este lungimea unei muchii
a acestuia? Comparati la nivelul clasei strategia utilizata atat pentru constructie, cat si
pentru determinarea lungimii muchiei.

16. Dintr-o foaie de hartie decupati un paralelogram cu mdsura unui unghi de 60° si lungimea uneia dintre laturi
egala cu dublul lungimii altei laturi. Pliati paralelogramul decupat astfel Incat sa obtineti un tetraedru regulat.
Comparati la nivelul clasei strategia utilizata pentru realizarea constructiei.
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Prisma

Celebrul tratat Elementele al lui Euclid, scris in
jurul anului 300 1. H., alcatuit din 13 carti, a reprezen-
tat timp de peste 2000 de ani principala lucrare dupa
care s-a invatat geometria. Desi multe dintre rezulta-
tele prezentate au fost descoperite de matematicienii
dinaintea lui sau contemporani cu el, Euclid le-a pre-
zentat intr-un cadru unitar, logic, coerent si usor de
folosit. Dintre cele 13 carti, cele de la XI la XIII cuprind
rezultate fundamentale ale geometriei in spatiu.

? Ne amintim!

Am discutat despre poliedru si despre un caz particular al acestuia —
piramida. Astfel, am spus despre poliedru ca reprezinta un corp geome-
tric marginit numai de fete plane. Partile din plan care delimiteaza corpul
sunt suprafete poligonale si se numesc fete ale poliedrului.

Q Observatii

gﬁ Activitate pe grupe

Cititi cu atentie definitiile formulate in Ele-
mentele lui Euclid, cartea a Xl-a:

> Tn definitia 1, Euclid defineste un corp
astfel: Un solid este ceea ce are lungime,
latime si addncime.

> Tn definitia 12 spune: O piramidd este un
solid continut intre plane, care este con-
struit de la un plan la un punct.

> n definitia 13 spune: O prismd este o fi-
gura solidd, marginita de plane, dintre care
doua sunt opuse, similare si paralele, iar
celelalte sunt paralelograme.

Interpretati primele doua definitii n
raport cu lectia despre poliedre si pira-
mide. Explicati sensul notiunii de solid si
imaginati constructii geometrice bazate
pe definitiile lui Euclid. Ce concluzii pu-
teti formula? Tndeplineste poliedrul con-
ditiile de solid? Sunt toate solidele numai
de tip poliedru?

Sd intelegem ce a vrut sa spuna Euclid in definitia prismei:

geometric delimitat de plane.

v In figura aldturatd observam reprezentat un poliedru (solid), fiind un corp

v Doua dintre plane, (ABC) si (A'B'C'), sunt opuse si paralele, iar cele doua
poligoane (in acest caz, triunghiuri), AABC si AA'B'C', sunt congruente (prin ob-

servare pe desen). Reamintim ca exemplu de plane paralele perechea de plane
corespunzatoare tavanului si podelei unei camere.

v Celelalte fete plane care delimiteaza corpul, respectiv fetele ABB'A', BCC'B'
SiACC'A', sunt suprafete de tip paralelogram.

Corpurile reprezentate in figurile de pe aceasta pagina sunt de tip prismd si ele pot diferi prin tipul poligoa-
nelor situate 1n cele doua plane paralele, care dau numele prismei: prisma triunghiulara - in figura anterioara,

prisma patrulatera - In figura urmatoare.

Elementele unei prisme

Referitor la prisma desenata D
alaturat, avern: '
v varfuri - A, B, C, D, A', B, fatii
C'si D' (varfurile celor doua po- laterald
ligoane identice, in plane opuse muchie
$1 paraIEIE); laterald
v baze — cele doua poli-
goane situate in planele para-
lele ABCD si A'B'C'D' (poligoane
congruente);

baze

muchie
bazd

gﬁ Activitate practica

Priviti imaginea cortului, apoi sala de
clasa. Sunt acestea exemple de prisme?
Argumentati raspunsul dat. Identificati in
mediul inconjurator exemple de corpuri de
tip prisma. De exemplu, un creion neascu-
tit este de tip prisma?
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Pentru simplificare, vom utiliza pentru de-
numirea unei fete a unui poliedru denumi-
rea poligonului ce determina fata in locul
suprafetei poligonale pe care o reprezinta.

)

Reflectam!

in raport cu definitiile alaturate, ce putem
afirma despre prisma triunghiulara cu
bazele poligoane regulate? Este aceasta,
in mod necesar, o prisma regulata? Dati
exemplu de prisma cu toate muchiile egale.
Este aceasta, in mod necesar, dreapta?

Prisma triunghiulara

v muchii:

— laterale: segmentele AA', BB, CC' si DD’ (sunt congruente; dreptele

lor suport sunt paralele);
— ale bazelor: AB, BC, ..., A'B', B'C', ...;

v fete laterale — paralelogramele ABB'A', BCC'B/, ...;

v notatia: ABCDA'B'C'D' - dupa ce se noteaza poligonul de la baza de
jos, se continua cu notatia poligonului de la baza superioara, notatiile de
tip A si A’ corespunzand unei aceleiasi muchii laterale.

Definitie

v~ O prisma in care toate fetele laterale sunt dreptunghiuri se nu-

meste prismd dreaptd.

v O prisma dreapta care are bazele poligoane regulate se numeste

prismd reqgulatd.

O prisma cu bazele triunghiuri se numeste prismd triunghiulard.

Prisma triunghiulara cu fetele dreptunghiuri se numeste prismd triunghiulard dreaptd.

O prisma triunghiulara dreapta cu bazele triunghiuri echilaterale este o prismd triunghiulard requlatd.

Etape de constructie a unei prisme triunghiulare drepte

D E £

~-

Prisma triunghiulard dreapta
ABCDEF este desenata
din doua perspective diferite.

Stiind ca MNPM'N'P' reprezinta notatia unei
prisme, aceasta nu poate fi decat prisma
triunghiulara (de ce?), si vom tine cont ca,
in pozitionarea literelor, M, N, P sa repre-
zinte varfurile uneia dintre baze (de regula
cea de jos), iar M} N} P' sa reprezinte varfu-
rile celeilalte baze; in plus, M si M' trebuie
sa determine un segment ce reprezinta o
muchie laterala, la fel si perechile N si N,
respectiv P si P'.

E E

F D A E D F
|
|
|

'B
A C
Desenam baza de sus. | Desenim muchiile la-

A

C

terale, trei segmente
paralele si congruente

Putem incepe cu )
reprezentate vertical.

baza de jos si sd ridi-
cdm cele trei muchii
verticale.

Este imaginea unei
mese cu trei picioare.

O prismd triunghiulard reqgulatd are bazele tri-
unghiuri echilaterale.
Prisma triunghiulara regulata ABCDEF din fi-
gura alaturata are:
v bazele, triunghiurile ABC si DEF, triunghiuri
echilaterale congruente;
v fetele laterale dreptunghiuri congruente;
v cele 9 muchii se impart 1n:
— 6 muchii congruente ale bazelor;
— 3 muchii laterale, congruente.

Finalizam desenul
cu evidentierea
muchiilor bazei

de jos.




UNITATEA 4

Elemente ale geometriei in spatiu

_ulla Exersam impreuni!

Prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' are ' B
AB=3cmsiAA'=5cm.

a) Calculati suma lungimilor tuturor muchi-
ilor prismei.

b) Numiti un plan determinat de trei varfuri
ale prismei, care sa nu contina o fata laterala sau ok
o bazad a prismei.

c) Identificati pe desen intersectia planelor
(A'B'C) si (ABC'). Argumentati raspunsul cu pro-
prietatile geometrice invatate.

d) Realizati o desfasurare in plan a prismei, conform dimensiunilor
date.

Rezolvare.

a) Intr-o prisma regulata cele doud baze sunt triunghiuri echilaterale,
deci cele sase laturi care le formeaza au lungimile de 3 cm. Cele trei mu-
chii laterale au lungimile de 5 cm, deci suma lungimilor muchiilor pris-
mei esteegalacu6-3+3-5=33cm.

b) De exemplu, planul (A'B'C).

c) Punctele {D} = A'C n AC' si {E} = B'C n BC' se afla in ambele plane si
sunt distincte, deci (A'B'C) n (ABC") = DE.

d) La realizarea desfasurarii trebuie tinut cont ca cele trei fete laterale
(dreptunghiuri) sunt congruente.

5cm E

Prisma patrulatera
A D'

O prisma cu bazele patrulatere se numeste prismd
patrulaterd.

Prisma patrulatera cu fete laterale dreptun-
ghiuri se numeste prismd patrulaterd dreaptd —
figura alaturata. A D

O prisma patrulatera dreapta cu bazele patrate
este o prismd patrulaterd regulatd. B C

Prisma patrulatera regulatd ABCDA'B'C'D’ are: D' c
v'bazele ABCD siA'B'C'D' patrate congruente;
v fetele laterale dreptunghiuri congruente; '
v"12 muchii, care se Impart in:
— 8 muchii congruente ale bazelor; 1 J +
— 4 muchii laterale, congruente; e
Pe desen sunt notate cu I lungimea laturii SN
bazelor si cu h lungimea muchiei laterale. A ' B
Segmentele care unesc douad varfuri care nu
apartin aceleiasi fete se numesc diagonalele prismei (a nu se confunda
cu diagonalele fetelor sau ale bazelor): AC’, A'C, BD' si B'D - toate patru
congruente.

g‘l} Activitate in cooperare

Suprafata unei prisme triunghiulare
admite desfasurdri in plan, un exemplu
fiind cel din figura urmatoare. Observati
figura si identificati segmentele congru-
ente de pe desen. Realizati un desen care
sa reprezinte o alta desfasurare a prismei.
Decupati desenul si reconstruiti prisma.
Comparati intre voi corpurile obtinute si
identificati asemanarile si deosebirile.
Faceti o clasificare in baza observatiilor
voastre, care sa sprijine invatarea.

g# Activitate in perechi

Suprafata unei prisme patrulatere regulate
admite desfasurari in plan, un exemplu
fiind reprezentat in figura urmatoare.

A' B'

a) Identificati segmentele congruente.

b) Realizati, pe un carton, desenul desfa-
surarii unei prisme patrulatere regulate
pentru care muchia bazei este de 3 c¢m, iar
lungimea muchiei laterale de 5 cm.

¢) Pornind de la notatia din desen, comple-
tati notatia pe desenul vostru corespunza-
toare notatiei prismei ABCDA'B'C'D". Ce pozitii
corespund punctelor D si D'? Explicati.

d) Evidentiati pe desfasurare segmentul AC".
e) Discutati in perechi ce diferente suntintre
segmentul AC' corespunzator desfasurarii si
segmentul AC' corespunzator prismei.

f) Decupati cartonul dupa conturul desfa-
surarii prismei si construiti prisma patru-
latera regulata. Folosind un fir de ata, fixati
un capat al firului in varful A’ al prismei si
infasurati strans prisma pana cand ajungeti
pe muchia AA"in varful A'. Colorati urma fi-
rului de la A la A’si apoi desfasurati prisma.
Observati urma firului pe desfasurare si
formulati concluzii care sprijina invatarea.
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UNITATEA 4

gﬁ' Activitate pe grupe

Impartiti-va n trei grupe si realizati des-
fasurdri ale unor prisme patrulatere regu-
late, folosind dimensiunile urmatoare:

- Grupa 1: AB=7cm, AA'=10 cm;

- Grupa2: AB=7cm,AA"=7 cm;

- Grupa 3:AB=7cm,AA"=5cm;

Decupati desenele si reconstruiti prismele.
Comparati intre voi corpurile obtinute si
identificati asemanarile si deosebirile.
Faceti o clasificare in baza observatiilor
voastre, care sa sprijine invatarea.

Realitatea tridimensionala

> Cutiile, dulapurile, caramizile, incaperile
au de cele mai multe ori forma de parale-
lipiped. Avand n vedere ca toate unghiu-
rile fetelor paralelipipedelor sunt unghiuri
drepte, este mult mai usoara asezarea
acestora unul langa altul sau unul dea-
supra celuilalt, astfel Tncat sa nu ramana
spatii goale atunci cand dorim umplerea
unui spatiu. Discutati intre voi si formulati
cat mai multe idei prin care sa evidentiati
avantajele utilizarii formelor paralelipipe-
dice in diferite situatii din realitate.

> Blocurile de locuinte sunt Tmpartite pe
apartamente. intr-o forma standard, apar-
tamentele sunt paralelipipedice sau for-
mate din camere (spatii) paralelipipedice.
Casele respecta acelasi principiu. O dife-
rentd ntre case si blocuri este acoperisul
care, de regula, la bloc este intr-un plan
orizontal, iar la case este o forma com-
binata de prisme si piramide. Exprimati
idei privind tipul de acoperis, evidentiind
avantaje si dezavantaje.

/o 0 g .y
'_—__ &E —_;g:_ilzu
IV VT T T T T T T

_ulln Exersdm impreuni!

Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’, cu AB = 4 cm si
AA' = 6 cm. O furnica pleaca din punctul A spre punctul C'. Determinati lun-
gimea minimd a drumului pe care-1parcurge furnica in situatia in care:

a) merge doar pe fetele laterale;

b) merge pe oricare dintre fetele prismei.

Rezolvare.

a) Drumul minim pe suprafata prismei este
drumul in linie dreapta pe desfasurarea pris-
mei Intre punctele A si C'. Extragem din desfa-
surarea prismei fetele ABB'A' si BCC'B'. Drumul
minim este parcurs pe segmentul AC'.

Lungimea segmentului AC' se calculeaza aplicand teorema lui Pitagora
in AACC', AC' =10 cm.

b) Daca furnica poate merge si pe baza de sus a prismei, extrageti din
desfasurare acea parte care va poate ajuta sa identificati un alt drum, In
linie dreapta, intre cele doud puncte.

Al B' CI

6 cm

A dem B 4com C

Paralelipiped dreptunghic

O prisma dreapta care are baza un drept- 2 B ¢
unghi se numeste paralelipiped dreptunghic. A : ’
Paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D": F
v toate fetele sunt dreptunghiuri, doua "5 : S
cate doud congruente (cele opuse); & b _d-_ e
v cele 12 muchii se impart in 3 grupe de A - H -

cate 4 segmente congruente;

v din fiecare dintre varfuri pleacad cate trei muchii de lungimi diferite;
vom numi lungimile acestora dimensiunile paralelipipedului dreptunghic;
am notat pe desenul alaturat aceste lungimi cu L (lungime), I (ldtime) si
h (indltime).

Prin rasturnarea acestui corp pe oricare dintre fete se obtine tot un
paralelipiped dreptunghic (oricare dintre fete poate deveni baza!);

Segmentele care unesc doua varfuri care nu apartin aceleiasi fete se
numesc diagonalele paralelipipedului dreptunghic (a nu se confunda cu
diagonalele fetelor): AC', A'C, BD'siB'D - toate patru congruente.

Suprafata unui paralelipiped dreptunghic admite desfasurari in plan.
Realizati astfel de desfasurari in plan ale paralelipipedului si compa-
rati-le Intre voi. Identificati asemanari si deosebiri.

_ully Exersim impreund!

in paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' se cunosc AB = 6 cm,
AD=5cmsiAA'=8 cm.

a) Calculati suma lungimilor tuturor muchiilor paralelipipedului.

b) Alegem la intamplare o muchie. Care este probabilitatea ca lungi-
mea acesteia sd fie numadr impar? Dar par? Comparati strategiile de re-
zolvare folosite.
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¢) Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei: Muchiile AB, AD si AA' sunt
coplanare.

Rezolvare.

a) Intr-un paralelipiped dreptunghic muchiile sunt de 3 categorii, in
fiecare categorie fiind cate patru muchii egale, deci suma este egala cu:
L-6+4-5+/4-8=76cm.

b) Numarul cazurilor favorabile este 4 — numarul muchiilor congru-

ente cu AD, iar numarul cazurilor posibile este 12 — numarul total de mu-

4 1
chii, deci probabilitatea este P= — =P = —.
12

in cazul par, doud dintre tipurile de muchii au lungimile exprimate
2
prin valori pare si, cum categoriile au acelasi numar de muchii (4), P = —.

In raport cu aceasta ultima cerintd, o altd strategie pentru determina-
1 2
rea probabilitatii ar fi fost prin diferentd: P=1—-—=—
3 3
¢) Propozitia este falsa: dreptele AB si AD formeaza planul (ABC),
punctul A' nu apartine acestuia, deci dreapta AA' nu este inclusa in planul

determinat de celelalte doua drepte, AA' n (ABC) = {A} — inteapa planul.

Cubul

Cubul este un poliedru delimitat de sase fete (hexaedru) in forma de
patrat.

Cubul este un paralelipiped dreptunghic cu toate muchiile egale; In
acest caz, muchia se noteaza cu L

Cubul este o prisma patrulatera regulatd in care muchia laterala este
congruenta cu muchia bazei.

in cubul ABCDA'B'C'D', reprezentat in figura D
alaturata, cunoastem ca:

v toate muchiile sunt congruente;

v toate fetele sunt patrate; |

v toatediagonalele cubului sunt congruente; T 'o T

v asezat pe oricare dintre fete, imaginea A7
nu-si schimba forma. A : B

c'

_ulla Exersam impreuni!

Consideram un cub cu aria unei fete de 16 cm?2.

a) Calculati suma lungimilor muchiilor cubului.

b) Realizati o desfasurare a cubului, astfel incat
cel mai mare dintre dreptunghiurile din desfasu-
rare sa aiba lungimea de 12 cm.

Rezolvare:

a) Latura cubului este de 4 cm, deci suma lungi-
milor muchiilor este 12 - 4 = 48 cm.

b) Figura alaturatd corespunde cerintei.

Elemente ale geometriei in spatiu

Discutati la nivelul clasei situatia in care
una dintre fetele laterale ale unui parale-
lipiped dreptunghic este patrat. Realizati o
conexiune cu prisma patrulatera regulata.

2 Stiati ca?

Suntem obisnuiti cu zarurile in forma de
cub, insa exista zaruri si de alte forme:

g%‘f Activitate in perechi

Se considera cubul ABCDA'B'C'D', de mu-
chie 5 cm.

a) Folositi o foaie cartonatd pentru a repre-
zenta desfasurarea cubului.

b) Decupati desfasurarea si construiti
cubul corespunzator acesteia.

c) Folosind betisoare de lemn si plastiling,
realizati un cub ca cel din imagine.

d) Folosind fire de atd sau betisoare, eviden-
tiati diagonalele cubului si formulati o con-
cluzie privind concurenta acestora. Formulati
o strategie prin care sa demonstrati concu-
renta celor 4 diagonale ale cubului! Reluati
activitatea dupa lectia drepte paralele.

Observati definitiile echivalente ale cubu-
lui. Reamintiti-va definitii echivalente pen-
tru patrat si stabiliti legaturi intre figura
plana, patratul, si corpul de tip cub.
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¥ Activitate practici Prisma hexagonala

> Observati poza urmatoare. Ce alte exem- O prisma cu bazele hexagoane se numeste prismd hexagonald.
ple de prisme hexagonale puteti da? Prisma hexagonala cu fetele dreptunghiuri se numeste prismd hexa-
gonald dreaptd.

O prisma hexagonala dreapta cu bazele hexagoane regulate este o
prismd hexagonald regulatd.

F_E
A g ! ¢ o . . o o
: Observati  prisma  hexagonala  regulata
T T ABCDEFA'B'C'D'E'F' din figura alaturata si enumerati
+ fl FE! elementele acesteia. Realizati o desfasurare in plan
skl T [ T, aprismei.
B T ¢

Exersa;i ——

1. Denumiti corpurile geometrice alaturate, apoi notati-le:

2. Folositi internetul sau reviste din diferite domenii pentru a selecta
imagini din realitate In care sa identificati forme naturale, construc-
tii ale omului sau ale altor vietuitoare de tip prisma. Faceti o colectie
la nivelul clasei, organizatd pe categorii de prisme particulare.

3. Desenati si notati corespunzator:
a) cubul ABCDEFGH; b) paralelipipedul dreptunghic CDEFC'D'E'F’,
¢) prisma patrulatera regulata POLIEDRU;  d) prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C'.
/. Completati propozitiile, astfel Incat sa fie adevarate:

a) Prisma cu cel mai mic numar de fete este ...

b) O prisma cu bazele de tip pentagon se numeste ... .

¢) O prisma cu fetele laterale dreptunghiuri se numeste ... .

d) Muchiile opuse ale unei fete laterale a unei prisme sunt ... si ....

e) Numarul de varfuri ale unei prisme triunghiulare este egal cu ... .

f) Numarul de muchii laterale ale unei prisme patrulatere este egal cu.....

5. Observati casa din poza alaturata. Ea are forma unei prisme pentago-
nale, cu una dintre fetele laterale in plan orizontal. Daca ar fi sa descom-
puneti cladirea in doua parti, dintre care una corespunzatoare podului
casei, atunci una dintre ele ar fi ..., iar cealalta ar fi ... .

6. Exista prismad care sa aiba 14 laturi? Dar 15 laturi? Enuntati o proprietate
care face legatura Intre numadrul de muchii ale unei prisme si numarul de
varfuri ale bazei.

7. Pentru o prismd, notam cu v numadrul de varfuri, cau m numarul de mu-
chii si cu fnumarul de fete. Studiind diverse prisme, justificati urmatoarele
propozitii, adevarate in oricare dintre acestea:

a) v este numar par; b) m este multiplu de 3;

Qv=2f-4; dv+f=m+2.

8. Desenati prisma triunghiulara regulata ABCDEF. Realizati o desfasurare 1n plan a acesteia, stiind ca AB = 6 cm
SiCC'= 4 cm.
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9. Consideram prisma triunghiulara regulata PESCAR. Completati spatiile punctate cu raspunsul corespunzator
pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Daca PE = 5cmsiEA =7 cm, atunci suma lungimilor muchiilor prismei este egala cu ... cm.

b) Daca suma lungimilor muchiilor este de 60 cm, iar PC =10 cm, atunci lungimea segmentului AR este egala cu ... cm.
¢) Daca perimetrul unei baze este 18 cm, iar perimetrul unei fete laterale este de 28 cm, atunci lungimea muchiei
laterale este egala cu ... cm.

10. Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D’,cuAB=16 cmsiAA'= 6 cm. O furnica pleaca din punc-
tul A spre punctul C'. Determinati lungimea minima a drumului pe care-1 parcurge furnica, daca:

a) merge doar pe fetele laterale; b) merge pe oricare dintre fetele prismei.
11. Desenati prisma patrulatera regulata ABCDEFGH si numiti:

a) bazele; b) o fata lateralg;

¢) doua muchii situate pe aceeasi fata laterala; d) doua fete laterale opuse;

e) doua fete cu o muchie comuna; f) trei muchii concurente intr-un punct;

g) o diagonala a unei fete laterale si o diagonala a prismei, care sa fie coplanare; aceeasi cerinta pentru cazul in
care sunt necoplanare.

12. O cladire are forma unei prisme patrulatere regulate cu latura bazei de 20 m si inadltimea de 25 m. Realizati o
desfasurare 1n plan a prismei, folosind scara 1:500.

13. Desenati paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D". Realizati doua desfasurari diferite ale acestuia, stiind ca
AB=/4cm, BC=3cmsi AA'=5cm.

14. O cladire are forma unui paralelipiped dreptunghic ABCDEFGH, cu AB=12m, AD = 8 m i AE = 5 m. Se monteaza
in coltul G o camera de supraveghere, legata la sursa de curent printr-un cablu care are punctul de acces In A si
este Intins pe fetele laterale ale cladirii. Calculati lungimea minima a cablului, stiind ca acesta poate fi pozitionat
pe orice fata a cladirii.

15. Doua pachete identice au fost legate = .
diferit, dupa cum se vede 1n figurile ala- 15em 15cm
turate. In care caz se foloseste mai pu-

in3 3 ?
tind sfoara pentru legares 24em e

30em 30 em

16. Consideram cubul ABCDA'B'C'D' cu
lungimea muchiei de 5 cm. Demonstrati ca A'BC'D este un tetraedru regulat si calculati lungimea laturii acestuia.

17. Un cub din lemn are latura de 9 cm si este vopsit pe toate fetele cu vopsea albastra. Se taie In cuburi cu latura
de 3 cm. Stabiliti cate dintre cuburile obtinute au:

a) trei fete albastre; b) exact doua fete albastre; c) exact o fata albastra; d) nicio fata vopsita.

18. Consideram un cub ABCDEFGH. Gasiti toate tetraedrele determinate de varfuri ale cubului dintre care
unul este punctul A (nu conteaza ordinea varfurilor). Este vreunul dintre acestea tetraedru regulat?

19. In figura aldturatd este reprezentatd prisma hexagonald regulata ABCDEFA'B'C'D'E'F'. Numiti:

a) bazele; F E
b) o fata laterala; |

v P . v v | f
¢) doud muchii situate pe aceeasi fata laterala; AR : o

d) doua fete laterale care nu au muchii comune;
e) doua fete cu o muchie comuna;
f) trei muchii concurente Intr-un punct.

|

|

|

|

|

20. O prisma hexagonala regulatd are fetele laterale patrate. :
a) Stiind ca perimetrul uneia dintre baze este de 24 cm, calculati suma lungimilor |
It

.. . F
muchiilor prismei. oopt e -
b) Exista o Impartire a prismei hexagonale 1n trei corpuri, doua de tip prisma triun- A S
ghiulara dreapta si unul de tip paralelipiped dreptunghic? Realizati un desen prin g 0

care sa evidentiati o astfel de Tmpartire.
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Cilindru circular drept. Con circular drept

Obiectele din imaginile urmatoare au forma de cilindru, de con sau au in componenta astfel de corpuri.

_’g,ﬁ Activitate practica

Decupati o bucatd de carton in forma de dreptunghi, ABCD, cu AB = 22 cm si BC = 15 cm. In-
fasurati cartonul astfel incat laturile AD si BC sa se suprapuna si lipiti cele doua parti. Fiecare
dintre cele doua cercuri din capetele tubului astfel obtinut are lungimea egala cu lungimea
segmentului AB (Inainte de infasurare). Daca notam cu R raza acestor cercuri, AB = 27R, deci
raza va fi aproximativ egala cu 3,5 cm (daca folosim in calcul aproximarea 7 = %). Decupati - .
din carton doua discuri cu raza de 3,5 c¢m si lipiti-le la capetele corpului obtinut anterior.

Corpul obtinut in urma activitatii practice este un cilindru circular drept. Cele doua cercuri care delimiteaza
cilindrul sunt situate n plane paralele, se numesc baze si au razele egale. Segmentul obtinut prin lipirea seg-
mentelor AD si BC este o generatoare a cilindrului. Orice alt segment care uneste doua puncte de pe cele doua
cercuri si are dreapta suport paralela cu AD este o generatoare a cilindrului.

A B

Elementele unui cilindru circular drept:

. s © D
Referitor la cilindrul desenat alaturat, avem:

v baze — cele doua cercuri: C(0,0A4) si C(0’,0’D);

generatoare baze
v'raza (R) — raza oricareia dintre cele doua baze;
v generatoare (G) — AD, BC, EF; suprafata
laterala

v suprafata laterala — suprafata curba obtinuta prin infasurare;
v patrulaterul ABCD, determinat de doua generatoare si doua dia-
metre, este un dreptunghi (sectiune axiald a cilindrului circular drept). F

@ Descoperiti!

Despre o prisma in care fetele laterale sunt dreptunghiuri am spus ca se numeste prisma dreapta. in denumi-
rea prismei se regaseste tipul poligonului bazei. Faceti o analogie intre o prisma dreapta si un cilindru circular
drept si gasiti un argument pentru care cilindrul descris alaturat se numeste cilindru circular drept.

g‘l‘} Activitate practica

Pe un carton desenati un cerc cu raza de 15 cm si decupati din el un sector de cerc co-
respunzator unui unghi la centru cu masura de 120°. Infasurati cartonul astfel incat cele
doua raze care il delimiteaza sa se suprapuna si lipiti cele doua parti. La baza corpului
obtinut se formeaza un cerc, a carui lungime este egala cu lungimea arcului de cerc co-
respunzator sectorului de cerc decupat. Calculati raza acestui cerc, decupati din carton
un disc cu raza egald cu valoarea obtinuta si lipiti-11a baza corpului.

Corpul obtinut este un con circular drept. Segmentul obtinut prin lipirea celor doua
raze este o generatoare a conului.
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Elementele unui con circular drept: v

Referitor la conul desenat alaturat, avem:

v baza — cercul de centru O si raza OA;

v raza (R) — raza bazei;

v varf - V;

v generatoare (G) — orice segment care uneste varful conului cu un
punct al bazei;

v suprafata laterala — suprafata curba obtinuta prin infasurare; A

v triunghiul VAB, determinat de un diametru al bazei si doua genera-
toare, este isoscel si se numeste sectiune axiald a conului circular drept. c

varf
suprafata

generatoare °
laterala

baza

@ Reflectam!

Discutati si stabiliti valoarea de adevar a propozitiei: Generatoarele unui con circular drept sunt congruente.

Q Observatii

Prin rotirea unui dreptunghi in jurul uneia dintre laturi, latura opusa
acesteia descrie suprafata laterald a unui cilindru circular drept.

Prin rotirea unui triunghi dreptunghic in jurul uneia dintre catete,
ipotenuza triunghiului descrie suprafata laterala a unui con circular drept.

Cilindrul circular drept si conul circular drept sunt corpuri de rotatie.

Exersati
1. Desenati un cilindru circular drept si evidentiati trei generatoare ale acestuia.

2. Desenati un cilindru circular drept cu raza bazei de 3 cm si generatoarea de 6 cm. Ce puteti spune despre sec-
tiunea axiala a cilindrului?

3. Desenati un cilindru circular drept cu raza de 3,5 cm si inaltimea de 8 cm. Desenati desfasurarea suprafetei laterale a
acestuia, folosind in calcule aproximarea 7 = 22/7.

4. Dintr-o foaie de tabla dreptunghiulara cu dimensiunile de 67 cm si 16 cm dorim sd construim un cilindru cir-
cular drept cu raza de 8 cm si indltimea de 32 cm. Evidentiati pe o schitd modul in care facem decuparea tablei.

5. Pe cilindrul din imaginea alaturata se doreste lipirea unei benzi colorate care sa aiba capetele iIn »

punctele A si B si lungimea minima. Stiind ca raza bazei este de 3,5 cm si generatoarea de 10 cm,
demonstrati ca lungimea benzii este mai mare decat 24 cm. Folositi In calcule aproximarea 7 = 22/7.

6. Puteti gasi pe suprafata laterala a unui cilindru circular drept doud puncte astfel incat segmentul

determinat de ele sa fie continut in intregime in suprafata laterala a cilindrului? *

7. Puteti gasi pe suprafata laterald a unui cilindru circular drept trei puncte necoliniare, astfel incat segmentele
determinate de acestea sa fie toate trei continute in intregime in suprafata laterala a cilindrului?

8. Desenati desfasurarea suprafetei laterale a unui con circular drept cu raza bazei de 3 cm si generatoarea de 6 cm.

9. Un con circular drept are raza bazei de 4 cm si generatoarea de 12 ¢cm. Lipim un fir subtire de ata dintr-un
punct al bazei pana in punctul diametral opus, astfel incat firul sa fie total intins. Care este lungimea firului?
10. Calculati masura unghiului la centru al unui sector de cerc care reprezinta desfasurarea suprafetei laterale a
unui con circular drept, in fiecare dintre urmatoarele cazuri:

a)R=6cm,G=10cm; b)R=7cm,G=9cm; c¢)R=5cm,G=12cm.
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Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

Test de autoevaluare

In figura aldturatd este re-
prezentatd prisma patrula-
tera regulata ABCDA'B'C'D', cu
AB=/4cmsiAA'= 6 cm.

I. Precizati valoarea de adevar a
urmatoarelor afirmatii:

1.Be (ACD)
2.BB'c (BCC")
3.B'D'c (ABB')

4. Punctele A, Csi D' sunt coplanare.
5. Intersectia planelor (ACC') si (BDD') este o dreapta.

I1. Alegeti raspunsul corect:
1. Suma lungimilor muchiilor prismei este egala cu:

a) 48 cm; b)56 cm;

c) 64 cm;

d) 72 cm.

2. Perimetrul patrulaterului ACC'A' este egal cu:

a) 28 cm;

€)12 + 4 /13 cm;

b) 24 cm;

d)12 + 8v/2 cm.

3. Triunghiul B'AC este:

a) oarecare;
¢) echilateral,

b) isoscel,
d) dreptunghic.

FI§A DE OBSERVARE A COMPORTAMENTULUI

La finalul fiecarei unitati de Tnvatare (un set de lectii) este util sa va autoevaluati comportamentul in procesul de inva-
tare si nivelul de competente atins, completand o fisa de observare dupa modelul acesteia. Ea se refera la implicarea
voastra pe parcursul unitatii de Tnvatare si la rezultatul obtinut la testul de autoevaluare propus la finalul ei. Adaugati
fisele la portofoliul personal.

UNITATEA 4

c

In figura alaturat este re-
prezentata piramida pa-
trulatera regulata VABCD,
iar O este centrul patratu-
lui ABCD.

I11. Determinati urmatoa-
rele intersectii:

1. (VAD )n (ABC)

2. (VAO)n (ABC)

3.(VAC)n (VBD)

4.VO n (ABC)

5. AN n (VBD), unde N este mijlocul muchiei VC.

IV. Dacd VA = AB = 8 cm, determinati:

1. suma lungimilor muchiilor;

2. lungimea apotemei piramidei;

3. perimetrul triunghiului AMN, unde M si N sunt mij-
loacele segmentelor BC, respectiv VC.

Punctaj. I. 0,5p x 5; II. 0,5p x 3; IIL. 0,5p x 5;
IV. 0,5p; 1p; 1p. Din oficiu: 1p.
Timp de lucru: 50 de minute.

Am colaborat cu colegii
la activitdtile propuse®

M-am pregatit pentru
fiecare lectie*

Am intrebat cand am
avut neldmuriri*

Am progresat Referitor la test
ininvatare prin C ititinainte si dups
parcurgerea acestui set Punctaj obinut e am recitit inainte 5i dupa test pentru
de lectii ’ aimbunatdti peformanta

*Raspunsuri posibile: nu, partial, da
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Elemente ale geometriei in spatiu

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Completati spatiile punctate pentru a obtine afir-
matii adevarate:

a) Doua puncte ... determinao ....

b) Un plan este determinat de ... puncte necoliniare.
¢) O dreapta si un punct ... determind un plan.

d) Doua drepte ... sau ... determina un plan.

2. Desenati prisma patrulatera regulata ABCDA'B'C'D'
si stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor:
a)Ae(ABC); b)B'e(BCC'); c)B'¢ (ABC);

d) AC c (BCD); e)BB'c (ABC); f)AD'nA'B=g.

3. Consideram punctele distincte A, B, C si D astfel
incat ABn CD = {03.

a) Justificati faptul ca cele patru puncte sunt coplanare.
b) Demonstrati cd O e (ABC).

¢) Demonstrati ca OA c (BCD).

4. Se considera punctele distincte A, B, C si D astfel
incat dreptele AB si CD sunt distincte si paralele.

a) Justificati faptul ca cele patru puncte sunt coplanare.
b) Demonstrati ca AC c (ABD).

¢) Ce puteti afirma despre dreptele AC si BD?

5. In figura aldturat3 este reprezentata piramida pa-
trulatera VABCD si punctul O, intersectia diagonale-
lor bazei. Stabiliti valoarea de adevar a urmatoarelor
propozitii:

a) B (AOD);

b) 0 € (VBD);

c) C e (VBD);

d) VO c (VAC);

e) AO c (BCD);

f) VD n (ABC) = {D};
g) VO n (ABC) = @;

h) A0 n (VCD) = {D};
i) (VAB)n (ABC) = AB;

j) (VAC)n (VBD) = VO.
k) Intersectia planelor (VAB) si (VCD) este o dreapta
care contine punctul V.

6. In figura alaturatd este
reprezentat un corp din
sticla in forma de pira-
mida triunghiulard re-
gulata SABC, cu baza ABC,
<ASB =30°siSA=8cm.
a) Calculati masura un-
ghiului SAB.

b) Calculati aria unei fete laterale.

c) Se lipeste un fir decorativ care pleaca din A, inter-
secteaza muchiile laterale SB si SC si ajunge inapoi in
A. Determinati lungimea minima a firului.

7. Un cub are aria unei fete egald cu 25 cm>. Calculati
suma lungimilor muchiilor cubului.

8. Se considera paralelipipedul dreptunghic
ABCDA'B'C'D',cuAB=6cm,BC=8cmsiAA'= 4cm.

a) Calculati suma lungimilor muchiilor.

b) Calculati perimetrul triunghiului B'AC.

c) Determinati intersectia planelor (A'BC) si (AB'C").
9. In figura aldturata este reprezentatd prisma triun-
ghiulara regulata ABCFDE, in care fetele laterale sunt
patrate si AB = 6 cm. E

a) Demonstreaza ca EA = EB.
b) Arata ca EA = 6 V2 cm.

c) Extrageti din figurd triun-
ghiul EAB si calculati aria lui.
d) Demonstrati ca VBCED este
o piramida patrulatera regu-
lata, unde V este mijlocul mu-
chiei AF.
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PO ety > e

Paralelism

gﬁ Activitate in perechi

Discutati in perechi afirmatiile urmatoare
si asigurati-va ca notiunile implicate sunt
clare. Cunoasterea lor va va permite inte-
legerea noilor notiuni despre paralelism.
> Doua drepte paralele determina un plan.
> Doua drepte concurente determind un
plan.

> Doua drepte care sunt incluse in acelasi
plan se numesc drepte coplanare.

> Doua drepte care nu au niciun punct
comun si nu sunt nici paralele se numesc
drepte necoplanare.

> Sala voastra de clasa are forma unui
paralelipiped dreptunghic? Daca da, iden-
tificati muchii ale acestuia ale caror drepte
suport sa fie paralele, concurente sau
necoplanare.

> Este suficient sa spunem despre doud
drepte care nu au niciun punct comun ca
sunt paralele?

> Pentru a justifica existenta dreptelor ne-
coplanare, sa consideram tetraedrul ABCD
si dreptele AB si CD. Reamintiti-va definitia
piramidei si identificati ce s-ar contrazice
daca am presupune ca dreptele AB si CD ar
fi coplanare.

Drepte paralele. Unghiul a doua drepte

@ neamintim:

La inceputul capitolului am evidentiat cazurile in care se pot situa
doua drepte diferite: pot fi paralele (dreptele a si b), concurente (dreptele
c si d) sau necoplanare (dreptele e si f). Folositi doua creioane si pozitio-
nati-le in fiecare dintre cele trei cazuri.

a
b . J V/f

Definitie
In spatiu, doud drepte sunt paralele daca sunt coplanare si nu au
niciun punct comun.

‘, Retineti!

In spatiu, dreptele paralele au aceleasi proprietati ca si in plan.

Axioma paralelelor:

Printr-un punct exterior unei drepte se poate construi o singura
paralela la dreapta data.

O dreapta d si un punct exterior ei, A, determind un plan «. in planul
a, prin punctul A se poate construi o singura paraleld d’ || d. In spatiu
nu mai exista o alta paralela dusa prin A la dreapta d, deoarece aceasta
ar fi continuta in planul « (orice alta paralela dusa prin A la dreapta d ar
determina cu aceasta un plan care ar coincide cu planul o).

Tranzitivitatea relatiei de paralelism:

Doua drepte distincte paralele cu o a treia dreapta sunt paralele
intre ele. i ___«a

Dacd a, b si d sunt drepte dis- ity
tincte, astfel incat a | d si b | d, i i
atuncia || b. i
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_ully Exersdm impreuni!

Consideram punctul M, mijlocul laturii AA’ a unui cub ABCDA’B’C’D’.
Construiti prin M paralele la: a) AB; b)BB’; c)AD’; d)D’C; e)A'C.

Rezolvare:

O dreapta si un punct exterior ei determinad un plan. Paralela prin M la
o dreapta va fi continuta In planul determinat de ele.

Primul pas in rezolvare este identificarea planului determinat de
punctul M si dreapta la care dorim sa construim paralela. Constructia pa-
ralelei se face ulterior, folosind proprietatile figurilor plane.

a) Punctul M si dreapta ol c
AB determina planul (MAB)=

T
| B'
I
|
|

= (ABB’A’), iar paralela va fi o c
MN, unde N este mijlocul la- ™ o A P -
turii BB’. 7 [

b) Punctul M si dreapta BB' * B M u-:- 1 e
determind planul (MBB’) = (ABB’A’), iar paralela e
este deja construita, AA’ || BB'. A B

¢) Planul (M,AD’) = (ADD’A’), iar paralela este Pl c

MP || AD’, unde P este mijlocul laturii (A’D’) - folo- & :

sind proprietatea liniei mijlocii in triunghi.
d) Planul (M,D’C) este

D' C'
putin mai greu de vizualizat, AN
deci vom utiliza dreapta A’B, * T
N
A’B || D’C (demonstrati), si | s
1), st | N

vom construi MR || A'B, R
fiind mijlocul laturii AB. Din
tranzitivitate MR | D’C si,
cum printr-un punct exterior unei drepte se poate a
construi o singura paraleld la dreapta data, atunci ~
MR este paralela cautata. ML

e) Planul (M, A’C) este planul (ACC’A’), iar para-
lela este MO, unde O este mijlocul segmentului AC.  # B

A
R B o

Unghiul a doua drepte

Doua drepte concurente formeaza doua perechi de unghiuri opuse la
varf. Daca dreptele nu sunt perpendiculare, doua dintre unghiuri sunt as-
cutite si doud sunt obtuze.

Definitie

Masura unghiului dintre doua drepte
concurente este cea mai mica dintre
masurile unghiurilor formate la inter-
sectia lor: a n b = {0}, u® < v° (notam
<(a,b) = u° si citim mdsura unghiului dintre dreptele a si b este de u®).

Doua drepte concurente sunt perpendiculare daca masura unghiului
dintre ele este de 90°.

Daca doua drepte coincid sau sunt paralele, atunci masura unghiului
dintre ele este de 0°.

Elemente ale geometriei in spatiu

@ Reflectam

> Tn plan, daca doud drepte distincte sunt
perpendiculare pe a treia, atunci cele doua
drepte sunt paralele (demonstrati):
a,bdca,a#b,aldsibLd=alb.

> Ramane valabila afirmatia daca cele trei
drepte distincte nu sunt coplanare? Exem-
plificati folosind muchii ale salii de clasa
(sau folosind trei creioane). Evidentiati si-
tuatii n care cele doua drepte sunt para-
lele si situatii in care ele nu sunt paralele.

;‘5‘;# Activitate pe grupe

Organizati-va in grupe de elevi pentru a
stabili valoarea de adevar a afirmatiilor ur-
matoare, in contextul geometriei in spatiu.
Argumentati in fiecare caz raspunsul.

intre grupe, comparati argumentele si for-
mulati concluzii care sprijina invatarea.
Care dintre afirmatiile urmatoare au sens
si in geometria plana? Care dintre cele care
au sens 1si pastreaza valoarea de adevar si
care isi modifica valoarea de adevar?

a) Douad drepte care nu au puncte comune
se numesc drepte paralele.

b) Doua drepte pot fi:identice (confundate),
concurente, paralele sau necoplanare.

c) Doua drepte determina un plan.

d) Prin orice punct se poate construi o pa-
ralela la o dreapta data.

e) Doud drepte care nu au niciun punct
comun sunt paralele sau necoplanare.

f) Doua drepte distincte, perpendiculare
pe o aceeasi dreapta, pot fi coplanare sau
necoplanare.

c

Dreptele c si d sunt drepte perpendiculare:
clde <(cd)=90°.

e

f

Dreptele e si f sunt paralele, unghiul dintre
ele este de 0°. Prin conventie, unghiul din-
tre doua drepte confundate este tot de 0°.
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Elemente ale geometriei in spatiu

> n plan, proprietatea unghiurilor cu la-
turile respectiv paralele a fost studiata in
anii anteriori si este o consecinta imedi-
ata a proprietatii paralelelor taiate de o

secanta.
o

> In spatiu, observati figura urmatoare in
care am particularizat pozitia punctelor
astfel ncat AB = A'B’ si BC = B'C’ (cele doua
unghiuri suntin plane diferite si raman va-
labile ipotezele AB || A'B', BC || B'C').
Studiati patrulaterele ABB'A’ si BCC'B’ si, in
final, ACC'A".

Justificati congruenta AABC = AA'B'C’ si ob-
tineti concluzia.

~
B}AVA
! /

! !

/
/

C

/

/

/

/
/ / /
! c' /
! _/H N .'A
B

/

g# Activitate in perechi

Tmpreuna cu colegul de banca, folosind 4
creioane, construiti doua unghiuri cu latu-
rile paralele, care sa fie:

» ambele ascutite;

*«ambele obtuze;

*«ambele drepte;

« unul ascutit si unul obtuz.

Tnainte de a construi paralele, verificati
daca acestea corespund unor drepte su-
port ale unor segmente deja date prin
desen, caz in care va puteti folosi de de-
senul initial!

Teorema unghiurilor cu laturile respectiv paralele

Doua unghiuri cu laturile respectiv paralele sunt congruente (daca
sunt amandoua ascutite, amandoua drepte sau amandoud obtuze) ori
suplementare (daca unul este ascutit, iar celalalt este obtuz sau daca sunt
amandoud drepte): <ABC si <A’B’C’ sunt ascutite siAB || A’B’, BC || B'C’,
atunci <ABC = <A’B’C’.

Sa consideram doua drepte necoplanare
asib. Construim printr-un punct oarecare
al spatiului, O, paralele la cele doua drepte:
a’ ||asib’ || b. Masura unghiului plan care se
formeaza intre dreptele a’ si b’ este masura a
unghiului dreptelor a si b si nu depinde de
alegerea punctului O: <(a,b) = «(a’,b’).

In practicd, se recomanda s desendm doar semidreptele care formeaza
unghiul ascutit si chiar sa alegem punctul pe una dintre cele doua drepte.

‘, Retineti!

Masura unghiului dintre doud drepte necoplanare este mai mare
decat 0° si cel mult egald cu 90°!

In cazul in care masura unghiului dintre dreptele necoplanare este
egala cu 90°, vom spune ca dreptele sunt perpendiculare (in spatiu)!

Definitie
Unghiul dintre doud drepte oarecare este considerat unghiul dintre
paralelele duse la acestea printr-un punct dat.

g Exersdm impreuna!

Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’. Calculati ma-

sura unghiului determinat de dreptele: D o
a)BB’siDD’; b)ADsiCC’; N f,,,-j”
c)ABsiA’C’.  d)DemonstraticaA'C'|| AC. |8
Rezolvare: :

a) BB’ || AA’ si AA’ || DD’, deci BB’ || DD’, rezulta ol | e

«(BB’,DD’) = 0°. -

b) Cele doua drepte sunt necoplanare si alegem A B

punctul D prin care ducem o paralela la CC’. Ea este deja construita, pen-
tru cd CC’ || DD’, rezultd <(AD,CC’) = <(AD,DD’) = <ADD’ = 90°. In acest
caz, putem spune si cd AD L CC’ - cele doua drepte sunt perpendiculare
(In spatiu).

¢) Consideram prin A’ paralela la AB: A’B’ || AB, rezulta
4(AB,A’C’) = «(A’B’,A’C’) = <B’A’C’ = 45°.

1 1
a4 B8 } S AA'|CC'si AA'=BB } = AA'=CC', deci ACC'A' parale-
BB'| CC BB'=CC

logram, de unde A'C'|| AC.
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o
. ' | B
Exersati A |
|
1. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’. Identificati pe desen: ol
a) trei drepte paralele cu BC; b) patru drepte concurente cu BC; Rl
B

< < s R A
c) patru drepte necoplanare cu BC; d) o dreapta coplanara cu BC, nesituata pe aceeasi fata cu BC.

2. In paralelipipedul dreptunghic ABCDEFGH, precizati pozitiile relative ale urméatoarelor perechi de drepte:
a) AE si CG; b) AE siBC; c) AE si ED;

d) AE si FH; e) FH si EG; f) FHsi AC. @
| f
3. Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’. Demonstrati ca: E;\c-: :

a)AB | C'D’; b) ABC’D’ paralelogram;

¢)AD’ |BC’;  d)AD’j B’C.

4. Demonstrati ca diagonalele unui paralelipiped dreptunghic sunt concurente.

5. Considerdm prisma hexagonald regulatd ABCDEFA’B’C’D’E’F’. Stabiliti pozitiile relative

ale urmatoarelor perechi de drepte: Rl 1
a)BB’siEE’;  b)BB’siF’E’; c¢)BB’si DE; d)BCSiE’'F’; e)CDSiE'F; B»-\___‘/;‘D
f)BFsiC’E’;  g)BC’SiFE’; h)BE’siFC’; i)AD’siA’D. S

6. In prisma triunghiulara dreapta ABCDEF, punctele M, N si P sunt mijloacele segmentelor BC, EF, respectiv AB.
Demonstrati ca: a) MN || BE; b) AM || DN c) MP || DF.
7. Consideram tetraedrul ABCD si punctele M, N, P si Q mijloacele muchiilor AB, BC, CD, respectiv DA.
a) Stabiliti pozitiile relative ale urmatoarelor perechi de drepte:
i) AD si BC; ii) AD si NQ; iii) MNsiCD; iv) MQsiAC; Vv)PQsiAC; vi) NP si BD.
b) Demonstrati ca MNPQ este paralelogram.
¢) Daca, in plus, AC = BD, demonstrati ca MP L NQ.
8. Decupati dintr-un carton un trapez ABCD, AB || CD, AB < CD. Indoiti decupajul (fird a
plia) dupa linia mijlocie MN a trapezului. Demonstrati ca:
a) dreptele AB si CD (dupa indoire) sunt paralele; b) dreptele AD si BC sunt concurente.

9. Daca A, B, C si D sunt puncte distincte in spatiu, astfel incat dreptele AB si CD sunt
paralele, iar segmentele AB si CD sunt congruente, atunci cele patru puncte sunt varfurile unui paralelogram?
10. Paralelogramele ABCD si ABEF sunt situate in plane diferite. Demonstrati ca:
a) CD || EF; b) CE || DF;

¢) MN || CE, unde M si N sunt mijloacele segmentelor BD, respectiv BF.

11. Patratele ABCD si CDEF sunt situate in plane diferite astfel incat <ADE = 60°.
Calculati masurile unghiurilor determinate de dreptele:

a) EF siAB; b) FC si AB; ¢) AD si FC; d) AE si BC.

12. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’. Determinati masurile unghiurilor:

a) <(AB,CC’); b)«(AB,CD’); c¢)<(CD’,A’B); d)<(AD’,B’C); e)<«(AB,B’C’); f)<(AD’,A’B).

13. Consideram piramida patrulatera regulata SABCD, cu toate muchiile congruente si AC n BD = {0}. Determinati
masurile unghiurilor:

a) <(SA,DC);  b) «(SA,SB);  c)<(AB,CD); d)<(AB,CB); e)<(SA,SC);  f)<(SO,AC).

14. In tetraedrul regulat ABCD, punctele M si N sunt mijloacele segmentelor AB si BC. Calculati masurile unghiu-
rilor determinate de MN cu dreptele AC, CD, respectiv AD.

15. Consideram rombul ABCD si un punct S exterior planului rombului. Punctele M, N, P si Q sunt mijloacele seg-
mentelor SA, SB, SC, respectiv SD. Demonstrati ca MP L NQ.

16. Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D', cu AB = 3 cm, BC = 2 cm, AA' = 4 c¢m si punctul M,
mijlocul muchiei BB’. Calculati:

a) masura unghiului determinat de dreptele CM si DD’;

b) tangenta unghiului determinat de dreptele AM siD’C’.
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Dreapta paralela cu un plan. Plane paralele

R oo

Formati grupe si raspundeti la cerintd Dintre afirmatiile importante de la inceputul capitolului, reamintim:
alegand unul dintre seturi. Pentru a for- Dacd doud puncte distincte ale unei drepte apartin unui plan, atunci

mula raspunsurile, folositi foi de hdrtie (ca . . A
plane) si creioane (ca drepte)! Prezentati dreapta este inclusd in plan (A2).

raspunsurile in fata clasei.

'Y . 'y

Observam cubul din figura alaturata. Sa studiem
Ce putem afirma despre pozitia unei pozitia dreptelor AB, AF si EF fata de planul (ABC).
drepte fata de un plan, daca: v Punctele A si B apartin planului (ABC), deci

. - . . ABc (ABQC).

- doua punFte distincte ale dreptei sunt si ~ Punctul F nu apartine planului (ABC), con-
ale planului? 5 )
- un punct al dreptei nu este si al planuluiz ~ form definitiei piramidei, iar A € (ABC). Despre
- un punct al planului este si al dreptei? dreapta FA spunem cad este secantd planului (ABC) sau ca inteapa (inter-
- un punct al planului nu este pe dreapta?  secteqzd) planul. Dreapta FA si planul (ABC) au un sigur punct comun:
FAn(ABC) = {A}.

A B

- o dreapta din plan intersecteaza dreapta

data? v Sd observam dreapta EF:
- nicio dreapta din plan nu intersecteaza e EF || AB, deci ea este inclusa in L
dreapta data? planul (FAB). E."
- doua puncte ale dreptei nu sunt si ale « (FAB) n(ABC) = AB :
planului? o .

e Daca presupunem ca dreapta EF ar

- doua puncte ale dreptei sunt de o parte °
si de alta a planului? intersecta planul (ABC) Intr-un punct

0, atunci acesta s-ar afla atat in planul A%
-oinfinitate de puncte ale drepteireprezinta  (FAB), cat siin planul (ABC), in conclu-
i ? . s e v v .
0 multime de puncte comune cu planu(? zie ar fi situat pe dreapta AB, comuna celor doui plane, ceea ce ar fi fals.

- o infinitate de puncte ale dreptei nu re- . .
prezintd puncte comune cu planul? ¢ Dreapta EF si planul (ABC) nu au niciun punct comun.

-oinfinitate de puncte ale planului reprezinta

o multime de puncte comune cu dreapta? Deﬁmt'e
-oinfinitate de puncte ale planului reprezinta O dreapta este paraleld cu un plan dacd dreapta si planul nu au
o multime de puncte necomune cu dreapta? niciun punct comun.

O dreapta paralela cu o dreapta dintr-un plan este fie paralela cu
planul, fie continuta in planul respectiv.

in concluzie, pozitia unei drepte in raport cu un plan poate fi:

B

a 3 /

Dreapta AB este inclusd in planul o: | Dreapta AB este secantd planului o« | Dreapta AB este paralela cu planul o

A, Bea=ABc« (Iinteapd planul): dco,AB|d=AB| «
ABna = AB (dreapta are toate Aeo,Bga=>ABna={A} ABna = ¢ (dreapta nu are niciun
punctele in comun cu planul) (dreapta are un singur punct comun cu planul)

punct comun cu planul)
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_ully Exersdm impreuni!

Cate plane distincte contin o aceeasi
dreapta? Imaginati o situatie reald folosin-
du-va de un caiet sau de o carte!

Consideram un plan a si o dreaptd d pa-
ralela cu planul. Construim un plan f§ ce con- il i
tine dreapta d si care intersecteazd planul .~ /{;f// ‘
dupa dreapta d’. Demonstrati ca dreptele A —
dsid’ sunt paralele:d || o, dcf,anp=d =d| d.

Rezolvare. Dreptele d si d’ sunt continute in acelasi plan, deci ele sunt
paralele sau concurente. Presupunand ca sunt concurente, punctul lor de
intersectie ar fi in planul a (d’ ¢ o) si ar contrazice faptul cad || a.

Daca o dreapta d este paralela cu un plan a si este continuta intr-un
plan [ care intersecteaza planul o, atunci dreapta de intersectie a pla-
nelor este paralela cu dreapta d.

_ulln Exersam impreuna!

Consideram un plan o, un punct A € o si //d/
o dreapta d || a. Construim prin punctul A
dreapta @’ | d. In aceste conditii, dreapta d’
este inclusa in planul a. .
Rezolvare. Consideram planul deter- o ' A
minat de dreapta d si punctul A, f = (d,A).
Aplicati teorema anterioara si continuati demonstratia.

d

Daca o dreapta d este paraleld cu un plan « si printr-un punct al
planului, A € a, construim o paralela d’ la dreapta d, atunci aceasta
dreapta este continutd in plan, d’ c o

.l Exersim impreuna!

Consideram prisma patrulatera regulata D c
ABCDA’B’C’D’ si punctul M mijlocul muchiei BB’. Ao B

a) Demonstrati ca AD || (BCC’). [

b) Determinati dreapta de intersectie dintre : Mo N
planul (ADM) si planul (BCC’). Ny i

Rezolvare. L - _ e

a) AD || BC pentru ca ABCD patrat si, cum A P

B

BC c (BCC') siA ¢ (BCC'), rezultd AD || (BCC).

b) AD || (BCC’), deci orice plan care contine dreapta AD va intersecta
planul (BCC’) dupa o dreapta paraleld cu AD. Finalizati demonstratia de-
terminand pozitia punctului N pentru care MN este dreapta de intersectie
a celor doua plane.

$# Activitate in cooperare

Discutati la nivelul clasei si stabiliti valoa-
rea de adevar a urmatoarelor propozitii.
Folositi un creion (cu rol de dreaptd) si o
foaie de hartie (cu rol de plan) pentru a
construi contraexemple in cazul propozi-
tiilor false:

1.Dacad| d'sid catuncid || .

2. Daca doua drepte a si b sunt paralele cu
un plan o, atunci a || b.

3. Daca o dreapta d este paralela cu un
plan o, atunci dreapta d este paralela cu
orice dreapta din planul .

4. Printr-un punct exterior unui plan se
poate construi o singura dreapta paralela
cu planul dat.

5. Printr-un punct exterior unei drepte se
poate construi un singur plan paralel cu
dreapta data.

6. Daca dreptele d si d’ sunt paralele,
atunci orice plan ce contine dreapta d este
paralel cu dreapta d".
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Plane paralele

@ neamintim:

In prima parte a capitolului am invatat ca: H G

v Trei puncte necoliniare determind un plan. £
v Dacd doud plane distincte au un punct comun,

atunci ele au o dreaptd comund.

In cubul ABCDEFGH din figura aldturata: A B

v planele (ABC) si (ABD) au punctele necoliniare

A, Bsi O comune, deci coincid;

v planul (ABC) are in comun cu planul (BCF) dreapta BC;
v conform definitiei prismei, planele (ABC) si (EFG) sunt paralele.

Definitie

Douad plane care nu au niciun punct comun se numesc plane paralele.

In concluzie, pozitiile relative a doud plane pot fi:

Plane identice (confundate) — toate
punctele comune

Pentru a argumenta ca planele sunt
identice este de ajuns sa identifi-
cam 3 puncte necoliniare comune

planelor.

> Faceti o comparatie a celor trei situatii
pentru plane cu cele trei situatii referitoare
la pozitiile relative a doud drepte (identice/
concurente/paralele).

> Este suficient ca doua plane sa fie para-
lele cu o dreaptad, pentru ca ele sa fie para-
lele intre ele?

Plane secante — intersectia lor este
o dreapta

Pentru a argumenta ca planele sunt

secante este de ajuns sa identificam

2 puncte distincte comune planelor

si un punct care apartine unui plan,
dar nu si celuilalt.

_ulln Exersim impreuna!

Plane paralele — intersectia lor
este multimea vida

Pentru a argumenta ca planele
sunt paralele este de ajuns sa
identificam doua drepte con-

curente intr-unul dintre plane,

fiecare dreapta fiind paralela cu
celalalt plan.

Consideram dreptele paralele a si b si
doua plane concurente o si , astfel incat
aca,bcPsianf =d,d diferita de a si b.

Demonstraticad | al b.

Rezolvare. Presupunem cd and = {0} si,

cumd c §, obtinem caan p = {03.

Pedealta parte,a| bsib c B, decidreapta / b
a este paralela cu planul f, in contradictie cu
relatia anterioara. In concluzie a || d sib || d.
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Teorema acoperisului. Daca doua drepte paralele sunt situate, res-
pectiv, in doud plane secante, atunci dreapta de intersectie a celor doua
plane este paralela cu dreptele date (sau coincide cu una dintre drep-
tele date).

_ulla Exersam impreuna!

Consideram dreptele concurente a

si b incluse Intr-un plan a, anb = {0}. o v,
Printr-un punct O’ ¢ a construim drep- e

telea’ || asib’ || b. Dreptele concurente

a’ si b’ determina planul . Demon- o i
stratica a || p. =

Rezolvare. Presupunem ca planele
o si B se intersecteaza dupa o dreapta d.

Aplicand teorema anterioara:

v pentrua | a’,acasia cf,obtinemcad] g

v pentrub || b’,bcasib’ cp,obtinemcad | b.

Prin punctul O am avea construite doua paralele, a si b, la aceeasi
dreaptd, deci In contradictie cu axioma paralelelor (postulatul lui Euclid).
in concluzie, cele doud plane nu se intersecteaza, deci sunt paralele (pla-
nele nu sunt identice deoarece 0’ ¢ ).

Criteriu de paralelism. Daca un plan
a contine doua drepte concurente pa-

ralele cu un plan f, atunci planele o si 3

sunt paralele.
a,bca o b
anbze,azbl=a|p o a
allp,bip

Proprietati ale relatiei de paralelism dintre plane

Daca doua plane sunt paralele, atunci
orice dreaptd inclusa in unul dintre plane

este paralela cu celalalt plan. B
all B }
=>d
dca 1P % N

Indicatie. Presupunem ca dreapta d intersecteaza planul f3.
(Continuati rezolvarea In perechi)

A

Rezolvarea problemei alaturate demon-
streaza existenta planelor paralele, oferind
in acelasi timp si un criteriu de demon-
strare a paralelismului a doua plane:
Pentru a demonstra ca doua plane sunt
paralele este suficient sa determinam doua
drepte concurente din unul dintre plane
care sa fie paralele cu doua drepte concu-
rente din celdlalt plan.

Observati ca pozitia unui plan fata de un
alt plan este determinata de numarul
punctelor lor de intersectie. Realizati o
asociere intre multimea pozitiilor relative
a doua plane si multimea punctelor de in-
tersectie dintre cele doua plane. Imaginati
si alte conditii ce trebuie impuse in raport
cu doua plane, pentru a asigura pozitiona-
rea planelor intr-unul dintre cazurile date
(confundate, secante, paralele). Discutati
la nivelul clasei si validati cazurile corecte!

gﬁ Activitate practica

Desenati pe o foaie de hartie doua drepte
asi b, concurente intr-un punct O. Luati un
punct la intamplare, A, care sa nu fie pe
foaia de hartie. Punctul A determina cu fi-
ecare dintre cele doua drepte doua plane.
Ce pozitie au cele doua plane unul fata de
celalalt? Daca se intersecteaza, care este
dreapta lor de intersectie?
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@ Reflectam! ) ) ) )
= Printr-un punct exterior unui plan trece un singur plan paralel cu

Consideram doud plane o si 3. Se poate planul dat.
construi intotdeauna in planul & o dreapta
care sa fie paraleld cu planul ? Studiati Indicatie. Puteti face legatura cu cazul dreptelor? Faceti legatura cu po-

diverse pozitii ale celor doua plane. deaua si tavanul salii de clasa. Acestea corespund la doua plane paralele!

Tranzitivitatea relatiei de paralelism
intre plane. Doua plane distincte paralele

gﬁ Activitate in cooperare cu un al treilea plan sunt paralele intre ele. B

. R ol d 5
Discutati la nivelul clasei si stabiliti valoa-
rea de adevar a urmatoarelor propozitii. Pl 5 t=al p
Folositi creioane (cu rol de dreaptd) si una o zp [e]
sau mai multe foi de hartie (cu rol de plan)
pentru a construi contraexemple Tn cazul
propozitiilor false:
1. Daca doua plane au un punct comun,
atunci ele sunt secante.
2. Daca doua plane au trei puncte distincte
in comun, atunci ele sunt identice.
3. Dacd o || B, atunci orice dreapta din

planul q este paralela cu o infinitate de Teorema fierdstrdului. Daca doud
drepte din planul {. plane sunt paralele, atunci orice

Indicatie. Prespuneti ca cele doud plane nu sunt paralele si folositi
teorema anterioara.

4. Fiind date doua drepte necoplanare si R o .

un punct M nesituat pe ele, existd un plan plan care intersecteaza unul dintre

care contine punctul M si este paralel cu ele 1l intersecteazad si pe celalalt, iar 3 b
cele doud drepte. dreptele de intersectie sunt paralele.

Folositi-va si de spatiul clasei pentru a

identifica elementele care sa corespunda ol p &
informatiilor din enunt si exemplificati and=ap=alb &

planul care indeplineste conditiile date! Bnd=b

5. Este suficient ca doua plane sa fie para- a

lele cu aceeasi dreapta pentru ca ele sa fie

paralele Tntre ele. .. .o o . . .
6. Fiind date doua plane secante si un Indicatie. Prespuneti ca cele doua drepte nu sunt paralele si continuati

punct M nesituat in ele, existd o singurd  rezolvarea.
dreapta care trece prin M si este paralela
cu ambele plane.

Doua plane paralele determina pe doua v / b /
drepte paralele, secante ale planelor, seg-

mente congruente.
(;) Reflectam! ollB, allb ”
I ]

L . . ana={A},anp=1{B}}=AB=CD
Consideram doua drepte necoplanare a si b. / /D
Explicati modul de constructie: bna={C},bnp={D} B

» a unui plan care sa contina dreapta a si ] ]

sa fie paralel cu dreapta b (este unic?);

» a unui plan care sa treaca printr-un

punct O (nesituat pe niciuna dintre drepte) Indicatie. Dreptele a si b determina un plan ce taie cele douad plane pa-

si sa fie paralel cu amandoua dreptele. ralele dupa dreptele paralele AC si BD; studiati natura patrulaterului ABDC.
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Exersati

1. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’.

a) Stabiliti pozitia dreptei AB in raport cu planele care includ fetele cubului.

b) Stabiliti pozitia relativa la planul (ADD’) a dreptelor AD’, CD, B'C’, BC’, respectiv CA’.

2. Consideram tetraedrul SABC si punctele M si N mijloacele muchiilor SA, respectiv SB. Stabiliti pozitia dreptei
MN in raport cu planul: a) (ABC); b) (SAB); c¢)(SBC); d) (SAC).

3. Oricare doud varfuri ale paralelipipedului dreptunghic ABCDA’B’C’D’ determina o dreapta. Identificati, printre
acestea, dreptele:

a) paralele cu planul (BCC’); b) secante la planul (ABB’); ¢) incluse 1n planul (A’B’C).

4. Triunghiul ABC are latura BC inclusa intr-un plan o si punctul A ¢ o. Punctele M si N apartin laturilor AB, res-
pectiv AC. Stabiliti pozitia dreptei MN 1n raport cu planul «, in fiecare dintre situatiile:
a)AB=12cm, AC =15cm, AM = 4 cm SiAN = 5cm;

b) AM = 3cm, MB = 6 cm si AC = 3AN;

c)AM =2,5cm,AB =10cm, AN =2cm siAC = 9 cm.

5. In figura aldturatd, trapezul ABCD, cu AB || CD, are baza AB inclusa in planul

o, punctul C ¢ a, iar punctele M si N sunt mijloacele laturilor AD, respectiv BC.

a) Demonstrati ca CD || o o
b) Este dreapta MN inclusa in planulee?

c¢) Realizati pe caiet un alt desen, mai sugestiv, pentru raspunsul dat la punctul b).

d) Demonstrati cd dreapta DN este secantd planului o. Dacd DN na = {E}, stabiliti pozitia punctului E fata de
dreapta AB.

6. Dreptunghiurile ABCD si ABEF, de centre O,, respectiv 0,, sunt situate in plane diferite. Demonstrati ca:
a) FE || (ABC); b)AB| (CDE);  ¢) 0,0, c (ACE); d) 0,0, || (FAD).
7.1Infigura aldturata sunt reprezentate un plan a si o dreaptd AB, AB || o. Punctele
M si N nu apartin planului «, E si F sunt punctele de intersectie ale dreptelor NA
si NB cu planul a, iar C si D sunt punctele de intersectie ale dreptelor MA si MB cu
planul a. Demonstrati ca CD || EF. Ince conditii suplimentare CD = EF?

8. In piramida patrulatera regulati SABCD, punctele M, N, P si R sunt mijloacele
segmentelor SB, SC, SA, respectiv SP. Demonstrati ca:
a) dreptele MN si PN sunt paralele cu planul (ABC); b) dreapta RN este secanta planului (ABC).

9. Consideram un paralelogram ABCD si un punct E exterior planului acestuia. Punctul F este mijlocul segmen-
tului AE. Demonstrati ca CE || (FBD).

10. In tetraedrul ABCD, punctele M si N sunt mijloacele segmentelor BC, respectiv CD, iar punctele G, si G, sunt
centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, respectiv ACD. Demonstrati ca:

a) punctele B, D, G, si G, sunt coplanare; b) MN || (BG,G,); ¢)G,G, || (BCD).

11. Consideram tetraedrul SABC, cu AB = AC. Bisectoarea unghiului SBA intersecteaza SA in E, iar bisectoarea un-
ghiului SBC intersecteaza SC In F. Demonstrati ca EF || (ABC).

Plane paralele

12. Cei patru pereti ai clasei, impreuna cu tavanul si podeaua, reprezinta
sase plane. Alegeti unul dintre aceste plane si indicati:
a) planele paralele cuel; b) planele secante cu el.

13. Observati cartea deschisa din imaginea aldturatd. Demonstrati ca
(CDE) || (FGH).
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14. Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’.

a) Numiti plane secante cu planul (ABC).

b) Determinati un plan paralel cu planul (BCC’).

¢) Demonstrati ca planul determinat de dreptele AB si A’B’ coincide cu planul determinat de dreapta BB’ si punctul A.

15. In tetraedrul ABCD, consideram punctele M, N, P si R mijloacele muchiilor BA, BC, BD, respectiv CD. Demon-
strati ca:

a) (MNP) si (BCD) sunt secante;  b) (NPR) si (BCD) sunt identice; c) (MNP) || (ACD).

16. Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ si punctele O si O’ centrele dreptunghiurilor ABCD,
respectivA’B’'C’'D’.

a) Demonstratica (A’BD) || (CB’D’) si (0’AD) | (OB’C’).

b) Determinati intersectia planelor (ACC’) si (BDD’).

17. Consideram prisma hexagonala regulata ABCDEFA’B’C’D’E’F’. Demonstrati ca:
a) (ABB’) || (DEE’); b) (BCC’) || (ADD’); ¢) (BDD’) | (AA’E’);

d) (ADD’), (BEE’) si (CFF’) au o dreaptd comuna; e)daca(BCC’) n(EDD’) =d,atuncid | BB’. £
18. Consideram o prisma triunghiulara regulata ABCA’B’C’ si un punct oarecare M pe muchia Ak~ D
AB. Planul (MCC’) intersecteaza A’B’ in punctul N. Demonstrati ca: a) MN || CC’; b) MC || NC’. B ¢

19. In piramida patrulaterd regulatd VABCD determinati intersectia planelor (VBC) si (VAD).

20. In prisma patrulaterd regulatd ABCDA’B’C’D’ punctele M, N si P sunt mijloacele segmentelor D’A, AB’, res-
pectiv B’C. Demonstrati ca:
a) (MNP) | (ABC); b) triunghiul MNP este dreptunghic.

21. Consideram piramida patrulatera regulata SABCD si punctul O centrul bazei ABCD. Construim simetricul
punctului S fata de punctul O, pe care il notam cu V. Demonstrati ca:

< o D'
a) (SAB) || (VCD); b) VABCD este piramida regulatad. c
< L. « < . ' B'
22. Consideram o prisma patrulatera regulatd ABCDA’B’C’D’ si un plan o care A : P
intersecteaza muchiile AA’, BB’, CC’ si DD’ in punctele M, N, P, respectiv R. Ry 1~
P} V|
a . ’
) Derrzozlstra'gl ca MNPR este paralelogram o ) y %
b) Dacaq, in plus, planul a este paralel cu (ABC), demonstrati ca MNPR este patrat. 4 [ o
R A
A b

ﬁ# Activitate practica

> Pe doua bucati de sfoara de aceeasi lungime marcam prin noduri mai multe pozitii, astfel Incat distantele
dintre ele sa fie aceleasi pe ambele sfori:

Experimentul 1. Mai multi elevi se asaza In rand si fiecare dintre ei tine ambele sfori de nodurile echivalente
si ridica mainile sus, bine intinse In plan vertical. Sfoara trebuie sa fie bine Intinsa. Primul dintre elevi trage de
ambele sfori, In lungul acestora, in acelasi timp si cu aceeasi deplasare. Observati pozitiile bratelor, initial si
dupa deplasare. Faceti analogie cu dreptele si planele paralele.

Experimentul 2. Sforile se leaga in jurul Incheieturilor ambelor maini ale
fiecarui elev, astfel incat distantele dintre ei sa fie egale pe ambele sfori (se
folosesc nodurile pentru a stabili acest aspect). Fiecare elev tine cate o coala de
carton intre mainile ridicate deasupra capului, astfel incat acestea (colile) sa
fie paralele intre ele. Primul dintre elevi trage de una dintre sfori. Ce observati?

> Observati jaluzelele din imaginea alaturatd. Plecand de la experimentele
anterioare si teoremele de paralelism studiate in cadrul ultimei lectii, explicati
de ce lamelele jaluzelelor raman paralele, indiferent de inclinatia lor!

ARy



Sectiuni in prisma/cilindru

_... Exersam impreuna!

Ultima problemd din lectia anterioard a o c
fost urmdtoarea: A | B B
Consideram o prisma patrulatera re- /R/‘l’ 1
gulata ABCDA’B’C’D’ si un plan o care in- v %/
tersecteaza muchiile AA’, BB’, CC’ si DD’ a N I 1
in punctele M, N, P, respectiv R. -~ P
a) Demonstrati ca MINPR este paralelogram. A B
b) Dacd, 1n plus, planul a este paralel cu (ABC), demonstrati ca MNPR
este patrat.
Rezolvare.

a) (ABB’) || (DCC’)

on (ABB’) = MN ¢ = MN || PR (teorema fierdstrdului).

o n(DCC’) =PR
Analog se demonstreaza ca NP || MR si obtinem astfel ca MNPR
are laturile opuse paralele, deci este

D' C'
N | B paralelogram.
| b) Planele paralele a si (ABC) in-
Ry P tersectate de planul (ABB’) determina
p i I N MN || AB, iar intersectate de planul (BCC’)
DL __c determind NP || BC. Rezulta <(MN, NP) =
_-7 = «(AB, BC) = 90°.

A < s
B Se demonstreaza ca patrulaterele

ABNM si BCPN sunt dreptunghiuri, deci MN = AB = BC = NP.
In concluzie, paralelogramul MNPR are doud laturi consecutive con-
gruente si un unghi drept, deci este patrat.

Definitie
Figura geometrica obtinuta prin intersectia unui corp geometric cu
un plan se numeste sectiune.

g# Activitate practica

Identificati in jurul vostru obiecte avand
forma unor corpuri geometrice studiate,
pe care le puteti tdia pentru a evidentia
sectiunile:

Constructia sectiunii unei prisme cu un
plan paralel cu bazele.

Este suficient ca din informatiile proble-
mei sa afldm un punct comun intre planul
de sectiune si una dintre muchiile laterale.
Parcurgem pasii evidentiati in desenul ur-
mator, prin construirea de paralele la latu-
rile bazelor.

R

| |
/T d

I |

I |
,)7 -)__

| |
SNl
|
I
| |
—)7 ,)_




Elemente ale geometriei in spatiu UNITATEA 4

,, Retineti!

Sectiunea obtinutd In urma intersectiei unei Sectiunea obtinutd In urma intersectiei unui
prisme cu un plan paralel cu baza este un poligon cilindru circular drept cu un plan paralel cu ba-
congruent cu baza prismei. zele este un cerc congruent cu cercul bazei.

In urma sectiondrii prismei se obtin doud In urma sectionarii cilindrului se obtin doi ci-
prisme de acelasi tip cu cea initiala. lindri cu bazele congruente

D E
~_/ C_ ) ot
G |
= 7
B
A A .
C

3# Activitate practica

> Observati cilindrul si sectiunea cu planul paralel cu bazele acestuia. Recapituland proprietatile invatate la
plane paralele, studiati natura patrulaterului ABFE si justificati de ce cercul de centru O0’’ si raza O’’E este con-
gruent cu cercul bazei. Ati putea demonstra acest lucru folosind desfasurarea suprafetei laterale a cilindrului?

> Folositi o lanterna cu lumina puternica intr-o camera intunecoasa, pe care s-o proiectati pe un perete. Se-
sizati corpul geometric pe care 1l delimiteaza fasciculul de lumina si urma fasciculului pe perete. Asezati o foaie
de hartie paralela cu peretele Intre sursa de lumind si perete. Observati urma ldsatd de lumina pe foaie. Poziti-
onati foaia de hartie la diferite distante si formulati concluzii privind proiectia fasciculului (marimea acestuia).
Faceti legatura dintre proiectia fasciculului de lumina pe foaie si sectiunile Invatate.

Sectiuni in piramida/con

¥y Exersim impreuna!

Consideram piramida patrulatera regulata VABCD si un punct A’ situat pe muchia VA
a acesteia. Sectionam piramida cu un plan « || (ABC), A’ € «, care intersecteaza muchiile
VB, VCsiVD in punctele B, C’, respectiv D’. Demonstrati ca:

a)A’B’ || AB;

b) punctele V, M’ si M sunt coliniare, unde M’ si M sunt mijloacele segmentelor B’C’, respectiv BC;

c)A’B'C’D’ este patrat;

d) punctele V, 0’ si O sunt coliniare, unde O si O’ sunt centrele patratelor ABCD, respectivA’B’C’'D’;

e) VA _AB _VO _ VM

VA~ AB “VO - VM

Rezolvare. a) Planul (VAB) intersecteaza planele paralele a si (ABC) dupa dreptele A’B’ || AB.

b) Mediana VM intersecteaza paralela B’C’ || BC (demonstrati) In mijlocul segmentului B’C’, deci in M’.

¢) Se demonstreaza ca: v

« A’B’C’D’ este paralelogram, pentru ca are laturile opuse paralele (demonstrati); \

+ <A’B’C’ = <ABC = 90° (unghiuri cu laturi paralele); ;

-A’C’ LB'D.

e) Aplicand teorema fundamentald a asemdndrii:

-in AVAB, cuA’B’ ||AB:“//—AX:‘§3’ :VV%’ ;

- in AVAO, cuA’0’ || AO (demonstrati): “//—‘CX = “//—%’;

A ) ) . .
-In AVBM, cu B’M’ || BM: % = % si concluzia.

A B
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‘, Retineti!

Prin sectionarea unei piramide cu un plan pa-
ralel cu baza se obtin doua corpuri geometrice:

v o piramida — determinata de sectiune si
varful piramidei initiale;

v/ un corp geometric delimitat (marginit) de
fetele laterale ale piramidei date si de cele doua
plane paralele (planul bazei si planul de sectiune).

Definitie

Prin sectionarea unui con circular drept cu
un plan paralel cu baza se obtin doud corpuri
geometrice:

v un con circular drept — determinat de secti-
une si varful conului initial;

v/ un corp geometric delimitat (marginit) de
suprafata laterala a conului dat si de cele doua
plane paralele (planul bazei si planul de sectiune).

Definitie

Corpul geometric obtinut prin sectionarea unei
piramide cu un plan paralel cu baza si inlatura-
rea piramidei mici obtinute se numeste trunchi de
piramidd.

Elementele trunchiului de piramida:
v doud baze — poligoane asemenea — situate In
plane paralele:
e baza mare — suprafata delimitata de poli-
gonul ABCD. ..
e baza mica — suprafata delimitata de poli-
gonulA’B’C’D’. ..
v muchii: laterale (AA’, BB’, CC’, ...) si ale baze-
lor (laturile poligoanelor bazelor)
v fete laterale — trapezele ramase din fetele la-
terale ale piramidei In urma sectionarii si elimina-
rii piramidei mici. v

baza mica

AI b . N D|

fati
laterala

muchie
laterala
N,

A D

baza mare

Auloc egalitatile:
VA’ _AB'_} undek reprezintd raportul de ase-
VA~ AB T
manare, util in noi relatii intre piramida initiala si
cea obtinutad prin sectionarea acesteia.

Corpul geometric obtinut prin sectionarea unui
con cu un plan paralel cu baza si inlaturarea conu-
lui mic obtinut se numeste trunchi de con circular
drept.

Elementele trunchiului de con:
v doua baze situate In plane paralele:
e baza mare — suprafata delimitata de cercul
de centru O si raza OA
e baza mica — suprafata delimitata de cercul
de centru O’ (cercul de sectiune)
v generatoare — segmentul din generatoarea
conului delimitat de cele doua baze: AA’, BB’
v suprafata laterala.
v

baza mica. " suprafata

laterala

baza mare

Au loc egalitatile:

) N’ ) o
“’2\ = “}48 = % = k, unde k reprezinta raportul

de asemdnare, util In noi relatii intre conul initial si
cel obtinut prin sectionarea acestuia.




Elemente ale geometriei in spatiu

UNITATEA 4

Uzual, pentru desenul unui trunchi de pi-
ramida se va porni de la desenul unei pi-
ramide pe care apoi o sectiondm. Tnsa nu
este singura modalitate. Colaborati la ni-
velul clasei si stabiliti si alte reguli si etape
de constructie a desenului unui trunchi de
piramida triunghiulard, a unui trunchi de
piramida patrulatera si a unui trunchi de
piramida hexagonala.

Piramida niselor de la El Tajin
Fatada este decoratd cu 365 de nise, care
pot reprezenta zilele anului solar.

$#  Activitate in echipe

> Tn echipe de doi, colaborati pentru a re-
prezenta pe un carton desfasurarea unui
trunchi de piramida patrulatera regulata
cu latura bazei mari de 12 cm, latura bazei
mici de 6 cm si apotema de 4 cm. Ar putea
fi util sa va reamintiti ca, intr-un trapez
isoscel, dreapta ce uneste mijloacele ba-
zelor este mediatoare comunad a acestora.
Decupati desfasurarea realizata si constru-
iti trunchiul de piramida. Calculati lungi-
mea apotemei si a muchiei piramidei din
care provine trunchiul.

> Tn echipe de doi, colaborati pentru a re-
prezenta pe un carton desfasurarea unui
trunchi de con.

& ne amintim:

Reamintim ca doua poligoane sunt asemenea daca au unghiurile
respectiv congruente si laturile respectiv proportionale.

Definitie

Daca trunchiul de piramida provine dintr-o piramida regulata, prin
sectionarea acesteia cu un plan paralel cu baza, atunci el se numeste
trunchi de piramidd reqgulatd.

Distanta dintre muchiile corespunzatoare celor doua baze si situate
pe o fata laterala se numeste apotema trunchiului de piramidd regulatd.

Exemplificand pentru trunchiul de pira-
mida patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’ din
reprezentarea alaturata, avem:

v fetele laterale sunt trapeze isoscele
congruente;

v segmentul M’M, care reprezinta seg-
mentul de pe apotema piramidei din care
provine trunchiul situat intre cele doua baze,
este o apotema a trunchiului de piramida;

v/ nu conteaza pe care fata laterala con-
struim apotema trunchiului de piramida, lungimea acesteia este aceeasi;

v apotema trunchiului se poate determina ca diferenta VM - VM’ (di-
ferenta dintre apotema piramidei VABCD si cea a piramidei formate prin
sectionare, VA’B’C’D’), corespunzand 1n acelasi timp si Tnaltimii trapeze-
lor ce reprezinta fetele laterale ale trunchiului de piramida;

v intr-un trunchi de piramida regulata putem vorbi despre trei apo-
teme: apotema trunchiului de piramida (M’M, in cazul nostru) si apote-
mele celor doua baze (OM si 0’M’);

VA _A'B _ VO’ _ VM’

v au loc egalitatile: VA A = Vo < V-

@ Reflectam!

» In contextul in care un trunchi de piramida se construieste prin sec-
tionarea unei piramide cu un plan paralel cu baza, desfasurarea lui se re-
prezinta ca o parte din desfasurarea piramidei din care provine.

» In contextul in care un trunchi de con se construieste prin sectiona-
rea unui con cu un plan paralel cu baza, desfasurarea lui se reprezinta ca
o parte din desfasurarea conului din care provine.

g# Activitate in cooperare

Prezentati corpurile construite de voi. De ce 1n cazul trunchiurilor de
con constructiile voastre pot fi diferite? Ce determina diferentele? Ce ele-
mente ar conduce la standardizarea constructiilor?
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Exersati

1. Demonstrati cd sectiunea obtinutd in urma intersectiei unei prisme triunghiulare regulate cu un plan paralel
cu bazele este un triunghi echilateral, congruent cu bazele prismei.

2. Cubul ABCDA’B’C’D’ este sectionat cu un plan paralel cu (ABC), care intersecteaza muchiile AA’, BB’, CC’si DD’
in punctele E, F, G, respectiv H. Demonstrati cd EFGHA’B’C’D’ este o prisma patrulatera regulata.

3. Pe muchiile prismei patrulatere regulate ABCDEFGH, AB =10cm si AE = 15cm, consideram punctele A’ € AE,
AA’ = %AE, B’ € BF,B’F = %BF siC’ eCG,CC’ =2C'G.

a) Demonstrati cd (ABC) || (A’B’C’).

b) Dacd DHn (A’B’C’) = {D’}, demonstrati ca ABCDA’B’C’D’ este cub.

4. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, consideram punctele O, 0,, 0, si O, centrele fetelor ABB’A’,
BCC’B’, CDD’C’, respectiv DAA’D’.

a) Demonstrati ca punctele 0, 0,, 0, si O, sunt coplanare.

b) Demonstrati cd (0,0,0,) || (ABC).

c) Daca planul (0,0, 0,) intersecteaza muchiile AA’, BB’, CC’ si DD’ in punctele M, N, P, respectiv R, calculati ra-
portul dintre ariile patrulaterelor 0,0, 0,0, si MNPR.

5. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, consideram punctele coplanare E, F, G si H situate pe muchiile
AB, CD, C’'D’, respectivA’B’.

a) Demonstrati ca EFGH este paralelogram. b) In ce conditii EFGH este dreptunghi?
6. Observati corpul ABCDEFGH din figura alaturata, in care ABCD si EFGH sunt drept-
unghiuri cu dimensiunile AB = 12.cm, BC = 8cm, EF = 6 cm si FG = 5 cm. Reprezinta el
un trunchi de piramidd? Cum puteti verifica acest aspect folosind doar o rigld?

7. Desenati trunchiul de piramida regulata ABCDEF si puneti in evidenta o apotema si
segmentul 00’, unde punctele O si O’ sunt centrele bazelor.

8. Desenati un trunchi de con si segmentul 00’, unde punctele O si O’ sunt centrele A
bazelor. Realizati o desfasurare a acestuia.

9. Ce corpuri geometrice se obtin dacd sectiondm un trunchi de piramida cu un plan paralel cu bazele acestuia?

10. Un trunchi de piramida are bazele triunghiuri echilaterale cu lungimile laturilor de 3 cm, respectiv 9 cm, iar
lungimile muchiilor laterale sunt egale cu 6 cm. Demonstrati ca piramida din care provine trunchiul este tetrae-
dru regulat.

11. Un con circular drept are raza bazei de 9 cm si se sectioneaza cu un plan paralel cu baza, care intersecteaza o
generatoare In mijlocul acesteia. Calculati aria sectiunii.

12. Intr-un trunchi de con circular drept, lungimea razei bazei mari este 8 cm, a razei bazei mici 6 cm, iar lungi-
mea generatoarei este 5 cm. Calculati lungimea generatoarei conului din care provine trunchiul.

13. Demonstrati ca oricare doud muchii laterale ale unui trunchi de piramida sunt coplanare.

14. Realizati pe un carton o desfasurare a unui trunchi de piramida patrulatera regulata cu latura bazei mari de
9 cm, latura bazei mici de 5 cm si apotema de 5 cm. Decupati desfasurarea realizata si construiti trunchiul de
piramida. Calculati lungimea apotemei piramidei regulate din care provine trunchiul.

15. Confectionati din carton un trunchi de piramida triunghiulara regulata cu latura bazei mari de 10 cm, latura
bazei mici de 6 cm si apotema de 5 cm. Calculati lungimea apotemei piramidei din care provine trunchiul.
16. Pe muchia AB a tetraedrului ABCD consideram punctul M astfel incat % = % Construim prin M un plan pa-

ralel cu (BCD), care intersecteaza muchiile AC si AD 1n punctele N, respectiv P. Calculati raportul perimetrelor si
raportul ariilor triunghiurilor MNP si BCD.

17. Consideram piramida patrulatera regulata VABCD, cu AB = 12.cm si VA = 15 cm. Un plan paralel cu baza de-
termina in piramida o sectiune cu aria de 64 cm?. Determinati lungimea laturii bazei mici si lungimea muchiei
laterale a trunchiului de piramida obtinut.
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Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

Test de autoevaluare

Cerintele 1-5 se referd la cubul
ABCDA’B’C’D’ din reprezen-
tarea aldturatd. Alegeti litera
corespunzdtoare  rdspunsului
corect. -

O

\
|
}
|
|

1. Dintre urmatoarele drepte,

cea paralela cu dreapta A’D’ este:

a) BB’; b) AB; ¢) BC; d)D’C.

2. Dintre urmatoarele perechi de drepte, cele necopla-
nare sunt:

a)AB,CD;  b)AB,CC’; c)AB,D’C’; d)AB,BB'.
3. Masura unghiului dintre dreptele AD’ si BC este
egala cu:

a) 30°%; b) 45°; c) 60°%; d) 90°.

/4. Dintre urmatoarele drepte, cea paraleld cu planul
(ABC?) este:

a)A’B’; b) AD’; C)A'D’; d)D'C.

UNITATEA 4

5. Masura unghiului dintre dreptele A’B si AD’ este
egald cu:
a) 0% b) 30°; C) 45°% d) 60°.
Cerintele 6-9 se referd la textul:

Consideram piramida patrulatera regulata VABCD si

punctele M si N mijloacele muchiilor VA, respectiv VB.
6. Realizati desenul corespunzator cerintei.

7. Demonstrati ca MN || (ABC).

8. Demonstrati ca (MNO) || (VDC).

9. Prin punctul M construim un plan «, paralel cu baza
piramidei, care intersecteaza muchiile VC si VD in
punctele P, respectiv R. Calculati raportul dintre aria
sectiunii MNPR si aria bazei ABCD.

Punctaj. 1p fiecare problemd. Din oficiu: 1p.
Timp de lucru: 50 de minut

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Dreptunghiul ABCD are latura CD inclusa Intr-un
plan q, iar A ¢ o. Notam cu M si N mijloacele segmen-
telor BC, respectiv AD.

a) Stabiliti pozitia dreptelor AB, AM, MN fata de planul .
b) Dacd BN n o = {P}, demonstratica P e CD si CP = 2CD.
2. Consideram prisma patrulatera regulata
ABCDA’B’C’D’, AB = 4.cm SiAA’ = 4+/3 cm.
Determinati masurile unghiurilor:

a) <(AA’,DC); b)<(AB’,CC’); c)<(AD,B'C’);

d) «(BC’,AD); e)<(A’C’,BD); f)<(AD’,B’C).

3. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’ si punctele E si F
mijloacele muchiilor A’D’, respectiv D’C’.

a) Demonstrati ca punctele A, C, E si F sunt coplanare.
b) Calculati tangenta unghiului dintre AE si CC’.

¢) Calculati sinusul unghiului dintre AE si BD.
d) Calculati sinusul unghiului dintre AE si DF.

4. In tetraedrul ABCD, punctele E si F sunt centrele de
greutate ale triunghiurilor ABC, respectiv ABD, punc-
tul M este mijlocul laturii CD, iar muchiile AC si AD
sunt congruente.

a) Determinati masura unghiului dintre dreptele EF si AM.
b) Ce puteti spune despre dreapta de intersectie a pla-
nelor (ACD) si (AEF)?

5. In prisma triunghiulard ABCA’B’C’, punctele D si E
sunt mijloacele muchiilor BC, respectiv BB’.

a) Demonstrati ca DE || (A’B’C) si B'C || (ADE).

b) Sunt planele (A’B’C) si (ADE) paralele?
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Elemente ale geometriei in spatiu

6. In cubul ABCDA’B'C’D’, punctele 0,, O, si O, sunt
centrele a trei dintre fetele laterale. Demonstrati ca
(0,0,0,) I (ABC).

17273
7. Consideram piramida patrulatera regulata SABCD,
cuSA =42 cmsiAB=8cm.Punctele MsiNsuntsituate
pe muchiile SA, respectiv SC astfel incat SM = 22 cm
siSC = 3SN.

a) Determinati masura unghiului dintre dreptele SA
siBC.

g‘* Activitate practica

b) Demonstrati ca MN || (ABC).

c) Determinati aria sectiunii determinate in pira-
mida de un plan care contine punctul M si este paralel
cu (ABC).

8. Consideram piramida patrulatera regulatd VABCD si
punctul O, centrul patratului ABCD.

a) Demonstrati ca VO L ACsi VO L BD.

b) Determinati masura unghiului dintre dreptele VO
SiAB.

Concurs pe echipe

Impartiti clasa in echipe si rezolvati urmatoarele cerinte. Este important ca fiecare membru al echipei sa cola-
boreze 1n rezolvarea a cel putin doua dintre cerinte, iar la final sa cunoasca rezolvarile tuturor cerintelor. Puteti
folosi GeoGebra pentru a face propriile desene si a le roti, pentru a sesiza mai bine proprietatile figurilor.

Calculati mdsura unghiului
dintre dreptele evidentiate:

Justificati paralelismul dintre
dreapta si planul evidentiate:

Justificati paralelismul planelor
evidentiate:

ABCDA’B’C’D’ - cub
E, F, G si H — mijloacele segmen-
telor corespunzatoare

regulata

ABCA’B’C’ - prisma triunghiulara

D, E, F, H si I — mijloacele seg-
mentelor corespunzatoare D c'

(o) A E B | f
A S, o e
e b a0t A/
\ | L ’
A B

ABCDA’B’C’D’ - cub

F
Cc

VABCD - piramida regulata cu
toate muchiile congruente
M - mijlocul muchiei BC

regulata

SABC - piramida triunghiulara

O - centrul bazei ABC

[ corespunzatoare
A E B'
\
\\ ‘\
A
\\ \‘ CI
\
AY Ay
A A
\ Al
AY AY
A \
Ay A
C \\ \\
Ak -84 -8
F

ABCA’B’C’ - prisma triunghiulara
regulata
D, E, FsiG — mijloacele segmentelor
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Perpendicularitate

@ Reflectam!

in problema alituratd observam c&, prin
constructia (definitia) piramidei regu-
late, dreapta VO este perpendiculara pe
orice dreaptd din planul bazei. In cadrul
demonstratiei a fost utila proprietatea
punctului O de a fi centrul de simetrie al
patratului ABCD, precum si congruenta fe-
telor piramidei.

Sa consideram doua drepte concurente
anb = {0}, planul o determinat de ele si o
dreaptd d, astfelincat O e d,d Lasid L b.
Pe dreapta a consideram punctele A si C
simetrice fata de O, iar pe dreapta b punc-
tele B si D simetrice fata de O. Daca V este
un punct oarecare al dreptei d, piramida
VABCD nu este o piramida regulata, dar pas-
treaza o parte dintre proprietatile unei astfel
de piramide (muchii laterale opuse congru-
ente, fete laterale opuse congruente, O cen-
trul de simetrie al paralelogramului ABCD).
Completati figura urmatoare si, folosind
strategia de rezolvare a problemei alaturate,
demonstrati ca dreapta d este perpendicu-
lara pe orice dreapta din planul .

Elemente ale geometriei in spatiu UNITATEA 4

S0 i

-
—

Dreapta perpendiculara pe un plan

@ neamintim:

Doua drepte sunt perpendiculare daca masura unghiului dintre ele
este de 90°.

albe «(a,b) =90°

uly Exersim impreuni!

Reludm ultima problemd din lectia anterioard si v
o0 extindem cu o cerintd:

Consideram piramida patrulatera regulata
VABCD si punctul O, centrul patratului ABCD.

a) Demonstrati ca VO L ACsiVO L BD.

b) Determinati masura unghiului dintre
dreptele VO si AB. O

c¢) Determinati masura unghiului dintre VO si B
o dreapta oarecare situata in planul (ABC).

Rezolvare.

a) AVAC este isoscel, VO este
mediana, deci si Tnaltime, asa-
dar VO L AC; In mod analog se
demonstreaza VO L BD.

b) Construim prin O pa-
ralela MN | AB, M € AD si
N e BC (deci mijloacele laturilor
respective!).

AVAD = AVBC = VM = VN — sunt mediane corespunzatoare laturilor
congruente AD si BC; MO = ON (demonstrati), VO este mediana in AVMN
isoscel, deci VO L MN.

In concluzie <(V0,AB) = «(VO,MN) = 90° sau, altfel spus, dreptele VO
si AB sunt perpendiculare.

¢) Construim prin O o paralela la dreapta d care intersecteaza doua
dintre laturile opuse ale patratului in punctele E si F. Obtinem astfel ca VO
este mediand (demonstrati!) iIn AVEF isoscel (demonstrati!), deci VO L EF
si, cum EF || d, rezulta ca VO si d sunt perpendiculare.

Despre dreapta VO putem spune cd este perpendiculard pe orice dreaptd
din planul bazei piramidei.
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d 1 o & d L a, pentru orice dreapta a
aco

> Despre o dreapta care intersecteaza un plan si nu este perpendi-
culara pe acel plan spunem ca este oblicd fata de plan.

efo,enax @, enaze,eesteoblica fata de

Definitie
> O dreapta este perpendiculard pe un d
plan daca este perpendiculara pe orice 6\4\
dreapta din acel plan.
Notam d L « si citim dreapta d este }_‘ \
perpendiculard pe planul o. ~
|
I

Daca o dreapta este perpendiculara
pe doua drepte concurente dintr-un d
plan, atunci ea este perpendiculara pe

acel plan. "
a,bca }<
azb g [
i

=>dla o
anbzo
dla,dlb

_ulln Exersim impreuna!

Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’. Demonstrati ca:

a)AB L (BB'C"); D o
b)AB 1 BC’ siAB L B'C;
c) ABC’D’ dreptunghi. Al : B
d) Calculati AC’, stiind ca AB = 4.cm, BC = 3cm |
siCC’ =12cm. I
I
Rezolvare. o}/
AB 1 BC, AB 1 BB’ -~
A B

a) BC nBB’ = {B} = AB 1 (BB'C’);
BC,BB’ c (BB’C’)
AB L (BB'C)
BC’ c (BB'C’)
¢) ABC’D’ paralelogram (demonstrati) si <ABC’ = 90° (AB L BC’),
rezulta ABC’D’ este dreptunghi;
d) AABC’ dreptunghic (AB L BC’), deci putem aplica teorema lui
Pitagora In acesta; se calculeaza mai Intai BC’ = /153 cm in ABCC’
siAC’ =13cm.

b) } = AB 1 BC’; demonstrati singuri cd AB L B'C;

gﬁ Activitate pe grupe

Colaborati la nivelul grupei pentru a rds-
punde intrebarilor formulate. Retineti ide-
ile care sprijina invatarea.

v Pentru a demonstra ca o dreapta d este
perpendiculara pe un plan o este suficient
sa demonstram ca d este perpendiculara
pe doua drepte concurente din acel plan.
Este nevoie ca punctul de intersectie al
celor doua drepte sa coincida cu punctul
de intersectie dintre dreapta d si planul &?
v De ce trebuie sa verificam perpendi-
cularitatea pe doua drepte concurente
din plan? Folosind un creion (pe post de
dreapta d) si o coala de hartie (cu rol de
plan @) pe care aveti desenata o dreapta q,
realizati o configuratie n care d L a. Este
neaparatd L o?

v De ce este necesar ca cele doua drepte
sa fie concurente? Mai desenati pe coala
de hartie o dreapta b || a. Dacad L a,n ce
relatie este ea cu dreapta b? Este neaparat
dla?

> Referitor la problema alaturata, stra-
tegia de rezolvare a punctului b) a inclus
folosirea rezultatului demonstrat la punc-
tul anterior, respectiv perpendicularitatea
dreptei AB pe planul (BB'C’), plan care con-
tine si dreapta B'C. Folosind aceeasi strate-
gie, putem demonstra ca AB L CC'.
Discutati in echipe o alta metoda pentru
a demonstra aceasta perpendicularitate,
folosind masura unghiului dintre doua
drepte necoplanare.

» Discutati in echipe si alte strategii de
calcul al diagonalei AC": una bazata pe per-
pendicularitatea lui C'C pe planul (ABC) si
folosirea diagonalei AC a bazei; alta folo-
sind perpendicularitatea lui C'D' pe planul
(ADD’) si triunghiul dreptunghic AD'C. Pu-
teti generaliza o formula de calcul al dia-
gonalei unui paralelipiped dreptunghic?

» Comparati enunturile referitoare la per-
pendicularitate corespunzatoare geome-
triei plane cu cele din geometria in spatiu,
evidentiind asemanari si deosebiri. Stabi-
liti, in echipe, strategii de justificare a teo-
remelor si proprietatilor.
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‘, Retineti!

Perpendicularitate in plan si spatiu

PLAN SPATIU

Teorema. A Teorema. =
Prin orice punct Prin orice punct al spatiului putem construi d

al unui plan putem o singurd perpendiculara pe un plan dat.
construi o singura o
perpendiculara pe |
o dreapta data. = }

d A .

- Proprietate

In spatiu, printr-un punct al unei drepte putem construi o infi-
nitate de drepte perpendiculare pe dreapta data.
Realizati un desen care sa explice proprietatea.

Teorema. Teorema.

Intr-un plan, in spatiu, doud drepte distincte, “ b
doua drepte dis- perpendiculare pe acelasi plan, sunt
tincte, per- B , | Dparaleleintre ele. ‘ I
pendiculare alo,bLa,a#b=al|b
pe aceeasi a ' !
dreapta, d ] M ! !
sunt paralele Proprietate
intre ele.

In spatiu, doud drepte distincte, perpendiculare pe o aceeasi dreapta,
pot fi paralele, concurente sau necoplanare.
Realizati desenele care sd explice proprietatea.

ald,bld,a#b=a]|b

Exersati
1. In figura alaturatd, dreapta a este inclusa in planul «, iar dreapta d este perpendi- ¢
culard pe dreapta a. Este dreapta d perpendiculara pe planul o?
2. Consideram un paralelipiped dreptunghic ABCDEFGH. Precizati, justificand alegerea, —
patru drepte perpendiculare pe fiecare dintre planele: A |
a) (ABC); b) (BCG); ¢) (CDH). |

3. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’ cu latura de 6 cm.
a) Demonstrati ca A’A 1 (ABC). b) Demonstrati cdA’A L BD. c¢) Calculati lungimile segmentelor A’B si A’C.

/.. Reprezentati planul «, punctele A si B apartinand planului si punctul C astfel incat CB L «, C ¢ a.
a) Cum este dreapta CA fatd de planul o?
b) Daca AB = 12.cm si BC = 16 cm, calculati lungimea segmentului AC.

5. Consideram triunghiul ABC si punctul M ¢ (ABC) astfel Incat <MAB = <MAC = 90°. Punctul D este mijlocul
segmentului BC.

a) Determinati masura unghiului MAD. Se modificd masura acestui unghi daca punctul D este pe BC, dar nu la
mijlocul segmentului?

b) Demonstrati ca MA L BC.

6. Dreptunghiul ABCD si triunghiul dreptunghic ABE, <A = 90°, sunt in plane diferite. Demonstrati ca:
a) EA 1 DC; b) BA 1 (AED); c¢)ED 1 DC.
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7. Pe planul triunghiului isoscel ABC, AB = AC, se ridica perpendiculara AD, D ¢ (ABC). Demonstrati ca:

a) DB = DC; b) AD 1 BC; ¢) BC 1 (DAE), unde E este mijlocul segmentului BC.

8. In varful B al triunghiului dreptunghic ABC, <A = 90°, se ridica perpendiculara BM L (ABC), M ¢ (ABC). Demon-
strati ca CA L (MAB).

9. Consideram patratul ABCD si punctul M ¢ (ABC) astfel Incat MA L (ABC). Demonstrati ca:

a) BA 1 (MAD); b)CB 1 (MAB); c)DB 1 (MAC);

d) NO L (ABC), unde N este mijlocul segmentului MC, iar O este centrul patratului ABCD.

10. In tetraedrul ABCD, AC = AD, BC = BD, iar M este mijlocul muchiei CD. Demonstrati ca CD 1 (MAB).

11. Consideram triunghiul dreptunghic ABC, <A = 90°, In care AB = 6 cm si AC = 8 cm. Pe planul triunghiului se
ridica perpendiculara AM, iar M & (ABC), AM = 6 cm.

a) Demonstrati ca BA 1L MC. b) Calculati lungimea segmentului MB.

¢) Demonstrati ca triunghiul MBC este isoscel, dar nu echilateral.

12. Pe planul triunghiului echilateral ABC, cu latura de 6 cm, se ridica o perpendiculara in punctul A, pe care se
alege punctul D astfel incat AD = 3cm.

a) Demonstrati ca ADBC este isoscel. b) Demonstrati ca DM = AB, unde M este mijlocul segmentului BC.

13. Consideram un dreptunghi ABCD, AB = 4+/3 ¢cm, AD = 4cm si un punct M ¢ (ABC) astfel Incat MA L (ABC) si
AM = 4 cm.

a) Calculati MB, MC, MD si MO, unde {0} = ACn BD.

b) Determinati pozitia punctului E € AC astfel incat DE L (MAC).

14. Pe planul hexagonului regulat ABCDEF, AB = 6 cm, se ridica perpendiculara AM, M ¢ (ABC), astfel incat triun-
ghiul MBF este echilateral.

a) Demonstrati cdaAM = 6 V2 cm. b) Calculati MC si MD. c) Demonstrati ca DB L (MAB).

Aplicatii
Distanta de la un punct la un plan

‘, Retineti!

IN PLAN IN SPATIU
Teorema. Teorema.

in plan, prin orice punct al Prin orice punct al spatiului
acestuia putem construi o singura A putem construi o singura perpen- A
perpendiculara pe o dreapta diculara pe un plan dat. d
data.

Punctul A’ (intersectia Punctul A’ (intersectia
dintre dreapta si perpen- dintre plan si perpendi- A
diculard) se numeste culara) se numeste |
piciorul perpendicularei d Al piciorul perpendicularei = i
din punctul A pe dreapta d. din punctul A pe planul a.

Definitie. Definitie.

Numim distanta de la un punct la o dreaptd dis- Numim distanta de la un punct la un plan distanta de la
tanta de la punct la piciorul perpendicularei din | punct la piciorul perpendicularei din punct pe plan.
punct pe dreapta. d(A,a) =AA’ AA’ L o, A’ e

d(A,d) =AA’,AA’ 1 d,A’ ed Daca A e o, atunci d(A,a) = 0 (deoarece A=A").

Dacd A ed, atuncid(A,d) = 0 (deoarece A=A").
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gﬁ Activitate in echipe

n cadrul primelor doud cerinte ale pro-
blemei alaturate, calculul distantei s-a
bazat pe identificarea perpendicularei din
punctul respectiv pe plan, ca segment sau
dreaptd deja construite, si pe demonstra-
rea perpendicularitdtii. La a treia cerinta a
fost necesara construirea perpendicularei.
Un prim pas in acest demers a fost identi-
ficarea unei perpendiculare pe plan, deja
existenta in figurd, si constructia paralelei
la aceasta.

Folosind ideea de rezolvare a punctului
c), studiati constructiile necesare pentru
determinarea distantei de la punctul M la
celelalte fete ale cubului. Comparati stra-
tegiile si desenele cu ale altor echipe.

intr-o piramida, piciorul perpendicularei
din varf pe planul bazei poate sa fie situat
n exteriorul poligonului bazei, In interio-
rul acestuia, pe una dintre muchii sau sa
reprezinte unul dintre varfurile bazei.

uly Exersim impreuna!

inparalelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, D c
AB=8cm,AD=5cmsiAA’ =12cm. Punctul Meste A /'(: 2
situat pe segmentul AB’ astfel incat MB’ = 3AM. '
Calculati: l
a) d(A’,(ABC)); b) d(C,(ABB)); c) d(M, (A’B’C)). D o
Rezolvare. a) A’A 1 (ABC) (demonstrati) = =

= d(A’,(ABC)) = A’A = 12.cm; A B

b) CB L (ABB’) (demonstrati) = d(C, (ABB’)) = CB = 5cm;

c) Observam cd AA’ 1 (A’B’C’) si construim MN || AA’, N € A’B’, ob-
tinand astfel ca MN L (A’B’C’) = d(M, (A’B’C’)) = MN; aplicand teorema
fundamentald a asemdndrii in AB’AA’, MN || AA’, obtinem MN = 9 cm.

Verificati calculul si finalizati rezolvarea.

inaltimea unei piramide. iniltimea unui con circular drept
Definitie

> Numim indltime a unei piramide distanta de la
varful acesteia la planul bazei.

Indltimea piramidei din figura alaturata este re-
prezentata de segmentul VO, determinat de varful
piramidei si piciorul perpendicularei duse din varf pe
planul bazei. Prin indltime a piramidei vom intelege,
dupa caz, atat segmentul VO, cat si lungimea acestuia.

> Numim indltime a unui con distanta de la varful
acestuia la planul bazei.

intr-un con circular drept, perpendiculara dusa
din varf pe planul bazei trece prin centrul cercului
bazei. Indltimea conului circular drept din figura
alaturata este reprezentata de segmentul VO. Prin
indltime a conului vom intelege, dupa caz, atat seg- ,
mentul VO, cat silungimea acestuia.

B

Pentru triunghiul dreptunghic VOA din reprezentarea conului circular
drept, stabiliti printr-o formula legatura dintre generatoare, raza si Indltime.

a8y Exersim impreuna!

Consideram piramida triunghiulara regulata

v
VABC si Inaltimea VO, VO L (ABC), O € (ABC).

a) Demonstrati ca OA = 0B = OC.

b) Dacd AB = 6+/3 c¢m si VA = 9 cm, calculati
inaltimea VO a piramidei.

Rezolvare. A ¢

a) VO L (ABC)= VO L 0A, VO L OBsiVO L OC.

B

vo=vo)|_C.L B o
VAEVB}=>AVOA= AVOB = 0A = OB si

analog se obtine OA = OC
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Putem afirma despre O ca este centrul cercului circumscris triunghiu-
lui ABC (centrul triunghiului).

b) AO este egala cu doua treimi din indltimea triunghiului ABC,
AO = 6 cm. Aplicand teorema lui Pitagora in AVOA obtinem VO = 3+/5cm
(verificati calculele).

Intr-o piramida regulat, piciorul perpendicularei din varf pe pla-
nul bazei coincide cu centrul poligonului bazei (piciorul indltimii pira-
midei este centrul bazei).

Q Observatii

La introducerea corpului de tip piramida regulatd, pentru a fixa pozi-
tia pe care varful piramidei trebuie s-o ocupe in spatiu ne-am folosit de
firul cu plumb. Observam ca proprietatea anterioara ne permite sa rea-
lizam desenul piramidei regulate cu ajutorul perpendicularei pe planul
bazei prin centrul poligonului regulat al bazei.

Discutatila nivelul clasei si reamintiti-va proprietati ale centrelor po-
ligoanelor regulate studiate!

Distanta dintre doua plane paralele

‘, Retineti!

Reflectam!

ntr-un tetraedru, oricare dintre fete poate
fi considerata baza. Cate Tnaltimi are un te-
traedru? Au ele aceeasi lungime (valoare)?
Dar daca tetraedrul este regulat?

Formati echipe de cate doi si calculati
lungimea inaltimii unui tetraedru regulat,
folosind diverse valori pentru latura aces-
tuia (observati etapele de calcul al Tnalti-
mii din problema anterioara). Comparati
rezultatele intre voi si discutati posibilita-
tea generalizarii cu scrierea unei formule
pentru lungimea inaltimii in functie de
lungimea laturii.

Folosind faptul ca Tnaltimea corespun-
zatoare bazei unei piramide triunghiulare
regulate contine centrul bazei, explicati
etapele de constructie a desenului acestui
tip de piramida.

e e

T T T I T e
——

orice perpendiculara
pe una dintre ele este
perpendiculara si pe
cealalta.
allbdLa=dlb
Doua drepte distincte perpendiculare pe aceeasi
dreapta sunt paralele intre ele.
atbald,bld=a|b

IN PLAN IN SPATIU
Teorema. Teorema. )
Intr-un plan, d In spatiu, dacd doua
dacd douda drepte plane sunt paralele, A
sunt paralele, atunci a A atunci orice perpendi- !
a ]

culara pe unul dintre
plane este perpendi-
culara si pe celalalt. B
afl,dLa=>dLp E
Doua plane dis- |
tincte perpendiculare
pe aceeasi dreapta sunt paralele intre ele.
azf,aldpfLd=>alp

Definitie. Definitie.

Numim distanta dintre doud drepte paralele lun-
gimea segmentului determinat de intersectiile celor
doua drepte cu o perpendiculard comuna.

allb,dla,dna={A},dnb={B}, d(a,b) = AB

Numim distanta dintre doud plane paralele lungi-
mea segmentului determinat de intersectiile celor
doua plane cu o perpendiculara comuna.

alf,dLa,dna={A},dnp={B}, d(a,B) =AB
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indltimea prismei drepte (a paralelipipedului dreptunghic) / a cilindrului circular drept

Definitie

Se numeste indltime a unei D' Se numeste indltime a unui
prisme distanta dintre planele N\ ¢+ cilindru distanta dintre planele - e c
bazelor. B' | bazelor.

Intr-o prisma dreapta, tnal- . : in cilindrul circular drept,
timea este egala cu lungimea | indltimea este egald cu lungi-
muchiei laterale a prismei. _b mea segmentului 00’ (deter- A

Prin indltime a prismei drepte A< [ N minat de centrele bazelor). =
vom Intelege, dupa caz, atat R C Prin indltime a cilindrului

circular drept vom Intelege, dupa caz, atat segmen-
tul 00’, cat silungimea acestuia.

segmentul reprezentat de oricare dintre muchiile
laterale, cat si lungimea acestuia.

Q Observatii

m Despre paralelipipedul dreptunghic am spus ca prin rdsturnarea lui pe oricare dintre fete se obtine tot un
paralelipiped dreptunghic (oricare dintre fete poate deveni baza!). Asadar, lungimea muchiei care este perpen-
diculara pe baza va reprezenta Inaltimea paralelipipedului dreptunghic respectiv, indiferent de asezarea lui. Ce-
lelalte doua tipuri de muchii (corespunzatoare bazelor) vor reprezenta lungimea si latimea paralelipipedului.

m Indltimea unui cilindru circular drept este egala cu lungimea generatoarei acestuia. Justificati.

_ulln Exersim impreuna!

In prisma patrulatera regulatd ABCDA’B’C’D’, AB = 8 cm si A’B = 12 cm. Determinati: 4 C

a) indltimea prismei; b) distanta dintre planele (ABB’) si (CDD’); c¢)d((BCC’),(ADD’)). A
Rezolvare.

a) Din teorema lui Pitagora in AA’AB, AA’ = 4+/5 cm, Inaltimea prismei este de 4 /5 cm.

b) DA L (ABB’) (justificati) si (ABB’) || (CDD’), deci d((ABB’),(CDD’)) = AD = 8 cm.

¢) Analog punctului anterior, d((BCC’), (ADD’)) = 8 cm. -

indltimea trunchiului de piramida / a trunchiului de con circular drept

Definitie

Se numeste indltime a unui
trunchi de piramidd distanta
dintre planele bazelor.

Indltimea trunchiului de
piramida, reprezentat in fi-
gura alaturata, corespunde
segmentului 00’ sau segmen-
tului B'M (aflate pe drepte
perpendiculare pe baze).

Prin indltime a trunchiului

de piramidd vom Intelege, dupa caz, atat segmentul,

cat silungimea acestuia.

Orice doua 1naltimi ale unui trunchi de piramida sau ale unui trunchi de con circular drept sunt congruente.

Se numeste indltime a trun-
chiului de con circular drept dis-
tanta dintre planele bazelor.

Indltimea trunchiului de
con circular drept reprezentat
in figura alaturatd corespunde
segmentului 00’ (determinat
de centrele bazelor) sau seg-
mentului A’C.

Prin indltime a trunchiului de con vom intelege,

dupa caz, atat segmentul, cat si lungimea acestuia.

De obicei, alegem ca Inaltime segmentul determinat de baze pe indltimea corpului din care provine trunchiul.
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s Exersim impreuna! v

Un trunchi de con circular drept are raza bazei mari de 12 cm, raza bazei mici de 8 cm si
generatoarea de /65 cm. Calculati:
a) Indltimea trunchiului de con; b) indltimea conului din care provine trunchiul.
Rezolvare:
a) AC = AO - 0C = 12 - 8 = /4 cm; teorema lui Pitagora in AA'AC: A'C = 7cm
VO _8
VO +7 7 12

= VO’ = 14 cm, deci indltimea conului este de 21 cm.

b)“f/_% - % (justificati) <

Exersati

1. Consideram prisma triunghiulara regulata ABCA’B’C’, AB = 6 cm si punctul D, mijlocul segmentului B’C’.

a) Demonstrati ca A’D 1 (BCC’). b) Calculati distanta de la A’ 1a planul (BCC’).

¢) Calculati Tnaltimea prismei, stiind cd AD = 6 /3 cm.

d) Punctele M si N impart segmentul AD 1n trei segmente congruente. Determinati indltimile celor doua prisme
obtinute Tn urma sectionarii prismei cu un plan paralel cu bazele, care contine punctul M.

2. Fie O centrul triunghiului echilateral ABC si un punct V apartinand perpendicularei in O pe planul triunghiului.
Latura triunghiului ABC este de 12 c¢m, iar lungimea segmentului VA este de 4 /7 cm. Punctul M este situat pe
muchia laterala VA, astfel incat AM = /7 cm.

a) DemonstraticaVA=VB=VC. b) Calculati inaltimea piramidei.

c¢) Calculati distanta de la M la planul (ABC).

d) Ce sunt cele doua corpuri obtinute prin sectionarea piramidei VABC cu un plan paralel cu (ABC), construit prin
punctul M? Determinati inaltimile acestora (ca lungimi).

3. Consideram piramida patrulatera regulata SABCD si Inaltimea ei SO, O € (ABC).

a) Demonstrati ca O este centrul patratului ABCD.

b) Calculati tnadltimea piramidei dacd AB = 14,cm si SA =76 cm.

¢) Prin punctul 0’ € SO, cu SO’ = 4 cm, construim un plan a paralel cu baza. Calculati Indltimea, muchia si latura
bazei mici a trunchiului de piramidd obtinut In urma sectionarii piramidei SABCD cu planul a.

4. Calculati Tnaltimea unui con circular drept, stiind ca lungimea generatoarei acestuia este de 14 c¢m, iar lungi-
mea razei bazei este de 10 cm. Determinati aria sectiunii si indltimea trunchiului de con obtinute in urma sectio-
ndrii conului printr-un plan ce contine un punct al generatoarei care imparte generatoarea in raportul 2/3.

5. Intr-un trunchi de con circular drept, raza bazei mari este de 9 cm, raza bazei mici este de 3 cm, iar inaltimea
trunchiului este de 8 cm. Calculati inaltimea si generatoarea conului din care provine trunchiul.

6. Pe planul dreptunghiului ABCD, AB = 11cm si BC = 7 cm, se ridica perpendicularele AA’ si BB’, cu A’ ¢ (ABC) si
B’ ¢ (ABC). Demonstrati ca planele (AA’D) si (BB’C) sunt paralele si calculati distanta dintre ele.

7. Consideram un cub ABCDA’B’C’D’ cu latura de 8 cm. Calculati:

a)d(A,CD); b)d(B’,CC’); c)d(A’,B'D’); d)d(4a’, (BCC)); e)d(C,(ABB’)); f)d(AA’,BB’);

g) d(AA’,CC); h) d(A’C’,AC); 1) d((ABC),(B'C’D’)); §) d((A’AD),(C'CB)); k) d((A’'B'C’),(D’C'A’)).

8. Un cilindru circular drept cu Indltimea 00’ = 21cm este sectionat cu un plan paralel cu bazele, care intersecteaza
inaltimea OO’ In punctul M astfel incat 20M = 5MO’. Calculati indltimile celor doi cilindri obtinuti in urma sectionarii.

9. Un trunchi de piramida patrulatera regulata este sectionat cu un plan ce contine mijlocul inaltimii trunchiului.
Dacd notdm cu S, si S, aria bazei mari, respectiv aria bazei mici a trunchiului de piramida, si cu S aria sectiunii, de-
monstrati relatia /S, + /S, = 2V/S. Se pastreaza relatia daca trunchiul de piramida regulata are bazele triunghiuri?
10. Daca o dreapta d este paraleld cu un plan a, demonstrati ca distanta de la orice punct al dreptei d la planul «
reprezinta un segment de lungime constanta.

11. Daca doua plane « si § sunt paralele, iar A si B sunt doua puncte din planul o, demonstrati ca distantele de la
punctele A si B la planul § sunt egale.
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1%

7%  Aplicatie practica

Folosind plastilina, modelati cat mai multe
corpuri geometrice studiate.

Folosind un instrument de taiat, taiati in
cate doua parti (sectionati) corpurile mo-
delate. Imaginati taieturile pentru a ob-
tine, dupa caz:

- taieturi paralele cu baza;

- taieturi care contin Tnaltimea;

- taieturi care contin diagonale ale corpurilor.

Tn definitia 4 din cartea a XI-a din Elemen-
tele lui Euclid, acesta defineste planele
perpendiculare astfel:

Un plan este perpendicular pe un alt plan
daca dreptele incluse in unul dintre plane,
perpendiculare pe dreapta de intersectie a
planelor, sunt perpendiculare pe celdlalt plan.
Comparati cele doua definitii si expli-
cati de ce prima definitie acopera defini-
tia data de Euclid. Faceti o analogie intre
aceste definitii si definitia si proprietatile
dreptei perpendiculare pe plan!

Retineti ca, pentru a demonstra ca o
dreapta este perpendiculara pe un plan:

- este necesar ca dreapta sa fie perpen-
diculara pe cel putin o dreapta din planul
respectiv;

- este suficient ca dreapta sa fie perpendi-
culara pe toate dreptele planului;

- este necesar si suficient ca dreapta sa fie
perpendiculara pe exact doua drepte con-
curente continute in plan.

Formulati enunturi similare de tip necesar
- suficient in raport cu demonstratia per-
pendicularitatii a doua plane!

Explicati de ce Tn prismele triunghiulare nu
exista sectiuni diagonale!

Plane perpendiculare

Aplicatii: sectiuni diagonale, sectiuni axiale
in corpurile studiate

@ Reflectam!

Discutati despre noile corpuri obtinute in urma sectionarii, in cazul
aplicatiei practice propuse. In ce cazuri s-au obtinut parti asemenea cor-
purilor initiale? Ce tip de suprafete au fost obtinute la tdiere?

Consideram un plan « si o dreapta d perpendiculara pe acesta. Con-
struim prin dreapta d un plan f. Despre planul § spunem ca este perpen-
dicular pe planul a.

Definitie
Douad plane sunt perpendiculare daca
unul dintre ele contine o dreapta perpen-

diculara pe celalalt: q
B L o dacd exista d c  astfel iIncatd L o

‘, Retineti!

Retinem o serie de consecinte ale teoremelor si definitiilor perpen-
dicularitatii in spatiu:

Dacd doud plane sunt perpendiculare, atunci o perpendiculard con-
struitd dintr-un punct oarecare al unuia dintre plane pe celdlalt plan este
inclusd in primul plan.

Dacd doud plane sunt perpendiculare, atunci o perpendiculard con-
struitd dintr-un punct al unuia dintre plane pe dreapta de intersectie a
celor doud plane este perpendiculard pe al doilea plan.

¥y Exersim impreuna!

Consideram prisma patrulatera regulatd pd c
ABCDA’B’C’D’. Demonstrati ca (AA’B’) L (ABC) si 4,
ca (ACC’) L (ABC). :

Indicatie. Planele (AA’B’) si (ACC’) contin [
dreapta A’A 1 (ABC). o _ |

Planul (ACC’) determina in prisma data sec- -
tiunea ACC’A’, numita sectiune diagonald. Drept-
unghiul BDD’B’ reprezinta alta sectiune diagonald a
prismei. Precizati alte sectiuni diagonale prin prisma.
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‘, Retineti!

O sectiune diagonald printr-o prismd este o sectiune care contine o
diagonald a prismei si o laturd a unei fete a acesteia.

¥y Exersim impreuna!

Consideram prisma patrulatera regulata
e or——3 ABCDA’B’C’D’, iar O si O’ centrele bazelor ABCD,
respectiv A’B’C’D’. Alegand un punct oarecare al
prismei, simetricul sau fata de 00’ este un punct
situat tot pe prisma. Patrulaterul EFGH este ob-
¢ tinut prin sectionarea prismei cu un plan ce con-
tine dreapta OO’. Demonstrati ca:
a) EFGH este dreptunghi; b) (EFGH) L (ABCD).
Indicatie. Folositi faptul ca 00’ L (ABC) si proprietatile planelor para-
lele (teorema fierdstrdului).
Despre dreapta OO0’ spunem ca este o axd de simetrie a corpului, iar sec-
tiunea EFGH, obtinuta prin sectionarea prismei cu planul ce contine axa
00’, o numim sectiune axiald.

‘, Retineti!

O dreapta este axd de simetrie a unui corp geometric daca simetricul
oricdrui punct al corpului fata de dreapta data apartine corpului. Pen-
tru un corp ce admite axa de simetrie, numim sectiune axiald o sectiune
prin corp determinata de un plan ce contine axa de simetrie.

g{f Proiect

1. Tmpartiti In grupe, desenati, apoi descrieti cate un tip de corp, din
punctul de vedere al existentei, al numarului de axe de simetrie si al for-
melor diferitelor sectiuni axiale prin acesta, analizand:

— prisma dreapta, cu baza:

a) paralelogram; b) dreptunghi; c) romb; d) patrat; e) hexagon regulat;

— piramida in care proiectia varfului pe planul bazei este centrul bazei,
cu baza:

a) paralelogram; b) dreptunghi; c) romb; d) patrat; e) hexagon regulat.

— trunchiul de piramida In care dreapta determinata de centrele baze-
lor este perpendiculara pe baze, iar bazele sunt de forma:

a) paralelogram; b) dreptunghi; c) romb; d) patrat; e) hexagon regulat;

— cilindrul circular drept, conul circular drept, trunchiul de con cir-
cular drept.

2. Explicati principiul de functionare a unei roti de olarit si faceti lega-
tura cu notiunea de axa de simetrie.

Elemente ale geometriei in spatiu

Exemple de corpuri ce admit axe de simetrie:

Refaceti desenele pe caiete si notati axele
de simetrie in fiecare caz. Ce alte semnifi-
catii putem atribui acestora?

Folosind un aparat de fotografiat, realizati
fotografii ale unor obiecte din realitate
(acasa, drumul spre scoald, scoald, obiecte
personale sau constructii etc.) care va su-
gereaza ca admit axe de simetrie. Prezentati
fotografiile in cadrul orei si discutati asupra
proprietatilor de simetrie studiate. Eviden-
tiati axa sau axele de simetrie, dupa caz.
Evidentiati sectiuni axiale prin corpurile
fotografiate si precizati ce figuri geometrice
reprezinta. Cum trebuie facuta fotografia
unui corp ce admite axa de simetrie, astfel
incat conturul corpului fotografiat sa aiba
aceeasi forma cu sectiunea axiala?

; %;‘L. &

Ce tip de sectiuni putem construi printr-un
tetraedru regulat? Argumentati!
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Exersati

1. In figura aldturata sunt reprezentate semidreptele OA, OB si OC, perpendiculare doud
cate doua. Demonstrati ca planele (AOB), (AOC) si (BOC) sunt, doua cate doua perpen-
diculare. Daca M este un punct oarecare al dreptei AB, demonstrati ca (COM) L (AOB).

2. Consideram prisma triunghiulara regulata ABCA'B'C' si punctul M, mijlocul seg-
mentului B'C'. Demonstrati ca:

a) (A'AB) L (ABC); b) (A'AM) L (BCC'); c) (A'MB) L (BCC'").

3. Consideram piramida triunghiulara regulata SABC, punctul M, mijlocul laturii AB si N un punct oarecare al
segmentului SC. Demonstrati ca (SAB) L (SMC), (SMC) L (ABC) si (SMC) L (ABN).

4. In figura aldturatd sunt reprezentate un patrat ABCD si AEAB isoscel, E

EA = EB, situate in plane perpendiculare. Stiind ca AB = 10cm si EA = 13cm,

calculati distanta de la E la planul (ABC) si distanta de la C la planul (EAB).

5. O prisma patrulatera regulata are latura bazei de 8 cm si Inaltimea

de 8 V2 cm. Demonstrati ca sectiunea diagonala a prismei este un patrat.

6. Consideram prisma patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’ si punctele {0} =
=ACnBD, {0’} = A’C’ nB’D’, M mijlocul laturii AB si N un punct situat pe la-
tura AB, diferit de M. Determinati ce figura geometrica este sectiunea obti- =

nuta si ce corpuri geometrice se obtin In urma sectiondrii prismei In fiecare

dintre urmatoarele situatii:

a) sectionam prisma corespunzator planului care contine muchia AA’ si diagonala AC’;

b) sectionam prisma corespunzator planului care contine muchia AB si diagonala AC’;

¢) sectionam prisma corespunzator planului care contine punctul M si dreapta 00’;

d) sectionam prisma corespunzator planului care contine punctul N si dreapta 00’.

7. Consideram prisma hexagonala regulata ABCDEFA’B’C’D’E’F’ si planele a = (AA’,CC’), P = (AA’,DD’) si
0 = (AA’,EE’). Demonstrati ca cele trei plane sunt perpendiculare pe planul bazei prismei. Determinati ce figura
geometricd este sectiunea obtinuta si ce corpuri geometrice se obtin in urma sectionarii prismei cu:

a) planul o; b) planul f; c)planeleasip; d)planele a, fsiod.

8. Consideram piramida patrulatera regulata SABCD, O centrul patratului ABCD si M mijlocul segmentului BC.

a) Demonstrati ca (SAC) L (ABC). b) Demonstrati ca (SAC) L (SBD). c¢) Demonstratica (SBC) L (SOM).

d) Explicati cum construim o perpendiculara din punctul O pe planul (SBC).

e) Daca latura bazei piramidei este de 7 cm, iar aria sectiunii prin piramida determinate de planul (SAC) este
de 35 cm?, calculati Tnaltimea piramidei.

9. O sectiune axiald a unui con circular drept este triunghiul echilateral VAB, V varful conului, cu latura de 6 cm.
Desenati conul si o altd sectiune axiald a acestuia ce contine punctul C situat pe unul dintre semicercurile AB,
astfel incat AC = 2 - CB. Calculati raza si inltimea conului.

10. Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept este un patrat cu aria de 64 cm> Determinati lungimea razei si
a Inaltimii cilindrului. Explicati cum desenati o altd sectiune axiald a cilindrului astfel incat planele celor doua
sectiuni sa fie perpendiculare.

§¢ Activitate in perechi

1. Folositi cinci sectiuni printr-un con circular drept pentru a obtine, dupa sectionare, unul dintre corpuri
de tip paralelipiped dreptunghic. Ce conditie ar trebui indeplinita de con pentru ca prin cele cinci sectiuni sa se
obtind un cub (cu pierdere minima de material)?

2. Care este valoarea de adevar a urmatoarelor afirmatii?

Avdnd doud plane perpendiculare, orice dreaptd inclusd in unul dintre plane este perpendiculard pe celdlalt plan.

Orice doud drepte situate fiecare in cdte unul dintre doud plane perpendiculare sunt perpendiculare.
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D C'
Test de evaluare Ol
|
Cerintele 1-5 se referd la :
prisma patrulaterd requlatd ABC- D: A
DA’B’C’D’, In care cunoastem AB - s

= 8cm si BC' = 17cm. Alegeti li- A B

tera corespunzdtoare rdspunsului corect.

1. Dintre urmatoarele drepte, cea perpendiculara pe
planul (ABB’) este:

a) AB; b) cC’; ¢) BC; d)D'C’.

2. 0 indltime a prismei este:

a) AB; b) cC’; c)B'C; d)c'D’.

3. Distanta de la punctul Cla planul (A’B’C’) este egala cu:
a)17cm; b)i5cm; C) 10 cm; d) 8 cm.

4. Distanta dintre planele (BCC’) si (ADD’) este egala cu:
a) 8 cm; b) 10 cm; c)15cm; d) 17 cm.

Elemente ale geometriei in spatiu

Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

5. Daca A’C’ nB’D’ = {03, atunci inaltimea piramidei
OABCD este egala cu:
a) 8 cm; b) 10 cm; c) 15 cm; d) 17 cm.
Cerintele 6-9 se referd la textul:

Pe planul dreptunghiului ABCD se ridica perpendicu-
lara BM, M ¢ (ABC). Se cunosc AB = 16 cm, BC = 9 cm si

BM =12 cm.

6. Demonstrati ca DA 1 (ABM).

7. Aratati ca planele (MBD) si (ABC) sunt perpendiculare.
8. Calculati lungimile segmentelor AM si CM.

9. Daca E este piciorul perpendicularei din B pe MC,
demonstrati ca AE este indltime in triunghiul ACM.

Punctaj: cdte 1p problema si 1p din oficiu
Timp de lucru: 50 de minute.

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Consideram un tetraedru regulat ABCD si punctul E
mijlocul muchiei AB. Demonstrati cd AB L (ECD).

2. Consideram triunghiul dreptunghic isoscel ABC,
<A = 90°,AB = 8 cm si punctul M mijlocul segmentului
BC. Pe planul triunghiului se construieste perpendicu-
lara MN, N ¢ (ABC), astfel incat triunghiul AMN este
isoscel. Demonstrati ca:

a) BC L (MAN); b)NA=NB=NC;

c) ANAB este echilateral;

d) AN 1 (BCP), unde P este mijlocul segmentului AN.

3. Pe planul patratului ABCD se ridica perpendicularele
AM si CN, cu M si N de aceeasi parte a planului (ABC).
Se cunosc AB = 10cm, AM = 15cm si CN = 10 cm.

a) Demonstrati ca punctele A, C, M si N sunt coplanare.
b) Demonstrati ca BD L (AMN) si calculati distanta de
la Bla planul (AMN).

¢) Demonstrati ca ADMN = ABMN.

d) Demonstrati ca triunghiul BDN este echilateral.

e) Calculati lungimea segmentului MN.

4. Pe planul triunghiului ABC se ridica perpendicu-
lara AD, D ¢ (ABC). Se cunosc BC = 4cm, AC = 4+/2 cm,
BD = 4V6 cmsiCD = 4/7 cm.

a) Calculati lungimea segmentului AD.

b) Demonstrati ca triunghiul ABC este dreptunghic.

c¢) Demonstrati ca CB L BD.

5. Consideram triunghiul ABC, AB = 5cm, AC = 4cm,
BC = 7cm si o dreaptd d perpendiculara in A pe pla-
nul triunghiului. Calculati lungimea segmentului AD,
D e d, pentru care triunghiul DBC este dreptunghic.

6. Consideram piramida patrulatera regulata SABCD, O
centrul bazei ABCD, SM, cu M € BC, apotema piramidei
si P piciorul perpendicularei din O pe planul (SBC). Se
cunosc AB =10cm si SO = 5+/3 cm.

a) Calculati lungimea muchiei piramidei.

b) Calculati lungimea apotemei piramidei.

¢) Demonstrati ca (SBC) L (SOM).

d) Demonstrati ca OP L (SBC).

e) Calculati lungimea segmentului OP.
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,’ Retineti!

Proiectii de puncte, de segmente
si de drepte pe un plan

Se numeste proiectie ortogonald a unui punct pe Se numeste proiectie ortogonald a unui punct pe un
o dreaptd piciorul perpendi- A plan piciorul perpen- A
cularei duse din acel punct pe dicularei duse din acel
dreapta. punct pe plan.
- Notam pr,A=A’,AA’ 1 d, - Notam pr, A=A, A
AedsiAgd. AA Lo, A’ e asiA g a =
-DacaBed, pr,B=B. d A B -DacaBe«, pr,B=B. o !
I
gﬁ Activitate in cooperare _alla Exersim impreuna!
Identificati la nivelul incdperii in care sun- In cubul ABCDA’B’C’D’, determinati proiectiile > ¢
teti Prmect,u ale co.lt,urllor pe planele. de.-. punctului A pe planele (BCC), (CDD’), (A’B'C’), (BCD). A | B
terminate de pere'gl. Sunt aceste pI’OIECt'II
unice? Rezolvare. I
‘ ; _n. [
Discutati la nivelul clasei argumente care AB L (BCC')siBe (BCC') = PFaceyA = B; D c
sustin ideea exprimatd prin fraza: Ae(BCD) > PrsanA = A. Pl
Proiectia unui punct pe un plan este unicd. . . . . A B
Determinati celelalte doua proiectii.
n cele ce urmeaza, ne vom exprima prin
proiectie intelegand ca ne referim la pro- Q Observatii
iectia ortogonald. !
Sa observam urmatoarele constructii geometrice:
@  Reflectim! 8 B
= G/, | I
/ : : M
Figurile geometrice sunt multimi de puncte, b C:\'H\D
deci pentru a proiecta o figura geometrica A 'G ;3. o ' N
pe un plan proiectam toate punctele figurii = E : E :
pe planul respectiv. Aca,BB'La,B'ea N EE'la,E'ca :
A FFlaFea /. g
CC'Lla,Cea MN L a, MNN a={M}
DD'la D'ea

vAea=pr A=A,pr,B=B’sipr,G=G’,G’ € AB’; proiectia punctuluiG,
capunct ce apartine segmentului AB, este punctul G’, situat pe segmentul AB’.

v'pr,C=C,pr,D=D’,pr H=H’; Heste situat pe segmentul CD, iar proiectia
lui este situatd pe segmentul determinat de proiectiile punctelor C si D; CC’'D’D
este trapez dreptunghic si CD > C’'D’ (CD nu este paralela cu planul dat).
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Elemente ale geometriei in spatiu

v Punctele unui segment initial se proiecteaza pe un plan formand un

segment, inclus in acel plan, determinat de proiectiile capetelor segmen-
tului initial.

v' Dacd EF || a, iar E’ si F’ sunt proiectiile capetelor segmentului EF,
atunci EFF’E’ este un dreptunghi si EF = E'F’.

v'Daca MN L asi MN na = {M’}, atunci punctul M’ reprezinta proiectia

tuturor punctelor segmentului MN pe planul a.

‘, Retineti!

v Proiectia unui segment pe un plan este un segment sau un punct:

-pr,AB=A’B’, A’ =pr A,B’ = pr, B, A’ # B’, dacd AB nu este perpen-
dicular pe planul a; A’B’ < AB;

-pr,AB=0,{0}=ABna, dacaAB 1L a.

A
B

=7

v Proiectia unei drepte pe un plan este o dreaptd sau un punct:

- daca o dreapta nu este perpendiculara pe plan, proiectia sa este
o dreapta determinatd de proiectiile a doua puncte ale dreptei d;
pr,d = e, dreapta e fiind determinata de proiectiile A’ si B’ ale punctelor
distincte A si B de pe dreapta d;

- daca o dreapta d este perpendiculara pe plan, proiectia sa este
punctul de intersectie al dreptei cu planul; d L o, dn o = {03, pr,d = O.

1 B 4

i d

I
/ O
€
A - / !
- !

_ulln Exersim impreuna!

in cubul ABCDA’B’C’D’, determinati proiectiile D c
segmentului AD’ pe planele (ABC), (CDD’) si (BCC?). A —=—"r 5"/

Rezolvare. S /

_ . / | ’

D'D L (,?BC) = Prs,D’ = D sicum A € (ABC) = / o e
= PripeAD’ = AD; ;- ‘

AD L (CDD’) = pr,,, A=DsicumD’ € (CDD") = A &
= PrppyAD’ = DD’;

AB 1 (BCC’) = pry..,A=B

D'C’ 1 (BCC) = pr } = PrgeeyAD” = BC”.

D =C’

(BCC’

Ce reprezintd proiectia segmentului AD’ pe planul (ADD’)?

gﬁ Activitate in cooperare

Discutati observatiile facute la imaginile
anterioare.

Referitor la prima configuratie, observand
ca punctul A si dreapta BB’ formeaza un
plan, raspundeti la urmatoarele intrebari:

o

I
i
A G B

€

A€o, BB' Lo, B ca

- Care este pozitia acestui plan fata de pla-
nul or?

+ Ce legatura este ntre dreapta AB’ si cele
doua plane?

+ De ce proiectia punctului G este situata
pe segmentul AB'?

« Daca G este mijlocul segmentului AB,
unde se va situa G' pe AB'?

+ Mai general, ce puteti afirma despre pro-
iectiile a trei puncte coliniare (pe un plan)?
Compuneti un set asemanator de intrebari
pentru a studia si celelalte configuratii.

gﬁ Activitate pe grupe

Folosind desenul cubului de la problema
alaturata formulati, lucrand pe grupe, rati-
onamente pentru a determina urmatoa-
rele proiectii de segmente: pr,, AB’;
PrusaACs PrusoBB's PrigcAC. Prezentati-le
colegilor din celelalte grupe si colaborati
pentru a obtine concluzii care sprijina in-
vatarea. Propuneti celorlalte grupe deter-
minarea unor proiectii de segmente pe
cubul alaturat.

2 | Proiect

Discutati la nivelul clasei sau pe grupe ce
figuri se pot obtine prin urmatoarele proiec-
tii. Analizati situatiile particulare de pozitio-
nare a planelor figurilor Tn raport cu planul
de proiectie, construind desene corespun-
zatoare ca parte a portofoliului personal.

- proiectia unui paralelogram pe un plan

- proiectia unui dreptunghi pe un plan

- proiectia unui patrat pe un plan

« proiectia unui triunghi echilateral pe un plan
« proiectia unui triunghi isoscel pe un plan
- proiectia unui triunghi dreptunghic pe un plan.
Discutati la nivelul clasei concluziile.
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Exersati

1. Segmentul AB are capatul A situat Intr-un plan a si B ¢ a. Punctul B’ este proiectia punctului B pe planul o.
Realizati un desen conform datelor problemei si demonstrati ca proiectia punctului M, mijlocul segmentului AB,
pe planul a este mijlocul segmentului AB’.

2. Reluati problema anterioara in conditiile in care A ¢ a, iar punctele A si B sunt situate de aceeasi parte a pla-
nului a. Realizati un desen pentru cazul in care A si B nu sunt situate de aceeasi parte a planului « si nu apartin
planului, iar AB n o = {M3}, care este mijlocul segmentului AB. Identificati un paralelogram care are ca diagonala
segmentul AB. Comparati intre voi identificarile facute, justificandu-le.

3. Trei puncte coliniare A, B si C se proiecteaza pe un plan in punctele distincte A’, B’, respectiv C’. Demonstrati
s AB _ A’B’

Ca BC - —B,C, .

4. Proiectia unui triunghi ABC pe un plan a este triunghiul A’B’C’. Demonstrati ca proiectia centrului de greutate

al triunghiului ABC pe planul o reprezinta centrul de greutate al triunghiului A’B’C’.

5. In piramida patrulatera regulata VABCD, punctul O este centrul bazei ABCD, iar punctul M este mijlocul seg-
mentului BC. Determinati:

a) Pl Vs D) pryc, B; €) PF o B3 ) prupe) VA;

€) Pl VO, £) Priupe, VM;  8) Priyue VB; h) pr,,,,AB; 1) Pryom VB

6. In piramida triunghiulara regulata VABC, punctul O este centrul bazei ABC, iar punctul M este mijlocul seg-
mentului BC. Determinati:

) Prige, Vs b) prpo,AV;  €) Prig, VM d) pr i AG; €) Pryun VB; £) Pryun BC.

7. In prisma triunghiularad ABCA’B’C’, punctele M si M’ sunt mijloacele segmentelor BC, respectiv B’C’. Determinati:
a) proAB’; b)) pri,, CB’;  €) prgA’M;  d) pr,.,A’B’; ) prg..,AA%; £) Pr upuryAB’

8. In prisma patrulatera regulatd ABCDA’B’C’D’, punctele O si O’ sunt centrele bazelor. Determinati:

a) proiectia lui AD’ pe planele (ABC), (A’B’C’), (BCC’) si (ABB’);

b) proiectia lui BD’ pe planele (ABC), (A’B’C’), (ADD’) si (ABB’);

c) proiectia pe planul (BDD’) a segmentelor AA’, AD’, AB si AD.

9. Consideram cubul ABCDA'B'C'D', AB = 6 cm si punctul M mijlocul laturii B'C'. Determinati lungimile proiectiilor:
a) pryAB'; D) priy ACY;  €) prig,A'CY;  d) prigAM;  €) pri., AM.

10. Consideram piramida patrulatera regulata VABCD, cu toate muchiile de lungime 8 cm, si O centrul bazei ABCD.
Demonstrati ca lungimile proiectiilor pr ... VA, pr,,,. AB sipr,,,. VB sunt egale.

11. Triunghiul echilateral ABC, cu latura de 10 cm, are latura BC inclusa intr-un plan o si punctul A ¢ a. Punctul
A’ este proiectia punctului A pe planul o.

a) In ce conditiiA’ € BC? b) Daca <BA’C = 90°, calculati AA’.  ¢) Poate fi masura unghiului BA’C de 60°?

12. Daca a si b sunt doud drepte paralele, ce puteti spune despre proiectiile lor pe un plan o?

(ABC) (VAC) (VAC)

13. Unghiul ABC are masura de 90° si latura AB paraleld cu un plan a. Punctele A’, B’ si C’ sunt proiectiile punc-
telor A, B, respectiv C pe planul a. Demonstratica: a)AB L (BCC’); b)<A’B’C’ =90°.

14. Consideram un plan « si doua drepte perpendiculare a si b necontinute In acesta. Daca proiectiile dreptelor a
si b pe planul o sunt perpendiculare, demonstraticaa || «saub || .

15. Sectionam piramida patrulatera regulata VABCD cu un plan paralel cu baza ce contine mijlocul inaltimii si fie
A’B’C’D’ sectiunea obtinuta.

a) Ce figura geometricd este proiectia patrulaterului A’B’C’D’ pe planul (ABC)?

b) Calculati aria proiectiei patrulaterului A’B’C’D’ pe planul (ABC), stiind cd AB = 16 cm.

16. Consideram un plan a si punctele distincte A, B, C astfel incat A = pr, BsiAC c a.

a) Demonstrati ca B ¢ o sica (ABC) L a.

b) Daca D este un punct astfel incat DC L (ABC), demonstrati ca D € « si calculati masura unghiului dintre drep-
tele AB si CD.
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Unghiul dintre o dreapta si un plan

.l Exersim impreuna!

in cubul ABCDA’B’C’D’, dreapta A’B formeaza:

+ cu AB un unghi cu masura de 45°;

+ cu BD un unghi cu masura de 60° (AA’BD este echilateral);

- cu BC un unghi drept.

Dintre cele trei masuri de unghiuri formate de A’B cu cele trei drepte - T=GJ =
din planul (ABC), cea mai mica este cea formatd cu proiectia dreptei A’B A B
pe planul (ABC).

A B'

Definitie

Unghiul dintre o dreapta care nu
este perpendiculara pe un plan si
planul respectiv este unghiul dintre

Daca dreapta este per-
pendiculara pe plan, atunci
unghiul dintre dreapta si

Daca dreapta este paralela
cu planul sau inclusa in acesta,
atunci masura unghiului dintre

acea dreapta si proiectia ei pe plan. plan este unghi drept. dreapta si plan este de 0°.
Dacad)a, Dacad L «, Dacad || o,
<(d,a) = <«(d,e),undee = pr, d. atunci <«(d, o) = 90°. <(d,t) =0°saueca,
<(e,a) = 0°.
d
- d d

T~ % ~
AR /

_ulla Exersdm impreuni!

in aplicatia alturatd se stabileste o ana-
logie intre distanta de la un punct la un
plan si masura unghiului dintre o dreapta
si un plan. Astfel, asa cum distanta de la

Consideram un plan o si seg- B
mentul AB, A € a si B ¢ a. Punctul
C este proiectia punctului B pe pla-
nul «, deci AC este proiectia lui AB

pe planul «. in planul o consideram E un punct la un plan este cea mai mica din-
o dreapta diferitd de AC si un punct c tre distantele de la respectivul punct la

A punctele din plan, la fel masura unghiului
E pe aceasta, astfel Incat BE L AE. A

Comparati masurile unghiurilor
BAC si BAE.
Rezolvare.

dintre o dreapta si un plan este cea mai
mica dintre masurile unghiurilor formate
de acea dreapta cu dreptele din planul dat.

fn ABAC, <C = 90°, sinBAC = 5 iar in ABAE, <E = 90° si sinBAE = 2E
BC L a = BC < BE (justificati), deci sinBAC < sinBAE, ceea ce implica faptul
ca <BAC < <BAE.
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‘, Retineti!

v Masura unghiului dintre o dreapta si un plan este cuprinsa intre 0° si 90°, putand lua inclusiv valorile de
0° (dreapta paralela cu planul sau inclusa In plan) si de 90° (dreapta perpendiculara pe plan).
v Unghiul dintre o dreaptad si un plan este cel mai mic dintre unghiurile formate de acea dreapta cu drep-

tele din planul dat.

@ Reflectam!

Discutati in perechi legdtura intre pozitia
unei drepte fata de un plan, proiectiile
dreptei pe plan si masurile unghiului din-
tre dreapta si plan. Formulati fiecare cate
o cerinta pentru colegul pereche. Evaluati
raspunsul colegului.

2 Stiati ca?
Turnul din Pisa este cea mai faimoasa cla-
dire inclinata din lume si punctul de reper
al orasului Pisa din Italia. Tn 1990 turnul era
aplecat la un unghi de 5,5 grade in raport
cu o verticala a locului, dar in urma lucrari-
lor de remediere, intre 1993 si 2001, acesta
a fost redus la 3,97 grade. Tn aceste conditii,
care este masura unghiului dintre turn si
planul bazei?

Ce relatie putem stabili Tntre lungimea
segmentului AB si lungimea proiectiei lui
pe un plan, A'B, daca AB || 0i? Ce puteti
spune despre A'B’, daca AB L o?

| v .
=% Exersam impreuna!

Consideram o piramida patrulatera VABCD
cutoate muchiile de lungime 10 cm, punctul O
centrul patratului ABCD si punctul M mijlocul
segmentului BC. Determinati <(VB, (ABC)),
<(VB, (VOM)), <(VM, (ABC)) si masura sau co-
sinusul acestor unghiuri.

Rezolvare

v DT VB = OB = <«(VB, (ABC)) = <VBO;
BO = 5v2cm, VO = 5v2cm (calculati), deci
AVOB este dreptunghic isoscel, <VBO = 45°.

v DT yomy VB = VM (justificati), <(VB, (VOM)) = <BVM = 30°.
7 PP s, VM = OM = <(VM, (ABC)) = <VMO; OM = 5¢m, VO = 53 cm,
VM = 53 em si cosVMO = 9, deci cosvMO = 2.

Q Observatii

v Dacd la determinarea masurii unui unghi se folosesc elementele de tri-
gonometrie (sinus, cosinus, tangent sau cotangent), iar rapoartele asociate
lor reprezinta rapoarte din tabelele studiate, se va finaliza cu mentionarea
uneia dintre masurile unghiului, dupa caz, de 0°, 30°, 45°, 60° sau 90°; in
caz contrar, referirea la unghi se va face prin elementele de trigonometrie.

v Referitor la problema anterioard, OM este proiectia segmentului VM
pe planul bazei, iar <VMO este unghiul dintre VM si planul bazei; in triun-
ghiul dreptunghic VMO am stabilit relatia cosVMO = 3—%.

v Este adevarata afirmatia: Mdsura unghiului dintre o dreaptd si un plan
dat este egald cu mdsura unghiului dintre dreaptd si orice alt plan paralel cu
planul dat? Argumentati.

v Discutati la nivelul clasei si evidentiati pasii de constructie a un-
ghiului dintre o dreapta si un plan (dreapta nu este nici paralela cu planul,
nici inclusa 1n plan). Notati pasii pe caiete!

Lungimea proiectiei unui segment pe un plan.
Consideram un plan o si un seg-
ment AB astfel incat <(AB,x)=
= u® € (0°; 90°). Daca A’B’ este pro-

iectia segmentului AB pe planul «,
atunci A’B’ = AB - cosu.

Indicatie. Construim AC | A’B’,
CeBB’,<BAC=u’siAC=A'B.
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Exersati

1. Care este pozitia unei drepte d in raport cu un plan «, daca:

a) <(d,a) =0° b)<(d,a) = 40°% c¢)<(d,a) =90°?

2. Tinem un creion cu varful pe o masa, astfel incat lungimea proiectiei lui pe masa sa fie
egald cu jumatate din lungimea lui. Determinati masura unghiului format de creion cu
planul mesei.

3. Un segment MN, cu lungimea de 12 cm, se proiecteaza pe un plan o dupa un segment M’N’. Calculati lungimea
segmentului M’N’ in cazurile:
a) MN || «; b) <(MN, ) = 30°; ¢) <(MN, ) = 45°; d) <(MN, o) = 60°.

4. Considerdm un plan «, un segment AB exterior acestuia si A’B’ = pr, AB. Determinati lungimea segmentului
AB1n fiecare dintre cazurile:

a) <(AB,a) = 0°siA’B’ = 9cm; b) «(AB,a) =30°siA’B’ = 6 cm;

c) <(AB,a) = 45°siA’B’ = 5cm; d) <(AB,a) = 60°siA’B’ = 8cm.

5. Proiectia segmentului AB pe un plan a este segmentul CD. Calculati tangenta unghiului dintre AB si o
daci CD = £AB.
6. Dintr-un punct A exterior unui plan o se construiesc doua oblice, care intersecteaza planul In punctele B si

C. Daca AB = 20cm, AC = 16 cm si proiectia segmentului AB pe plan are lungimea de 15 cm, calculati cosinusul
unghiului dintre AC si planul a.

7. In piramida patrulatera regulatd SABCD, cu O centrul bazei ABCD si M mijlocul segmentului BC, precizati:

a) «(SA, (ABC));  b) «(SA, (SBD)); ¢) «(SM, (ABC)); d) <(SB, (SOM)).
8. In piramida triunghiulara regulata SABC, cu O centrul bazei ABC si M mijlocul segmentului BC, precizati:
a) <(SA, (ABC));  b) «(SM, (ABC)); ¢) <(SB, (SOM)).

9. Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi dreptunghic isoscel. Calculati masura unghiului
dintre o generatoare a conului si planul bazei.

10. In prisma patrulaterd regulatd ABCDA’B’C’D’, AB = 8 cm si AA’ = 8 V2 cm, calculati:

a) masura unghiului dintre BD’ si (ABC);

b) masura unghiului dintre BD’ si (BCC’);

¢) tangenta unghiului dintre AD’ si (ABC);

d) lungimea proiectiei segmentului AD’ pe (BDD’).

11. In prisma triunghiulard regulatd ABCA’B’C’, AB = 8 cm, AA’ = 8/3 cm, punctul M este mijlocul laturii BC.

a) Determinati masura unghiului dintre AC’ si (ABC).

b) Determinati tangenta unghiului dintre C’M si (ABC).

¢) Demonstrati ca AM 1 (BCC’).

d) Determinati lungimea proiectiei segmentului AC’ pe (BCC’).

e) Calculati sinusul unghiului dintre AC’ si (BCC’).

12. In piramida triunghiulard VABC, muchiile laterale formeaza cu planul (ABC) unghiuri cu masuri egale. De-
monstrati ca fetele laterale sunt triunghiuri isoscele si ca piciorul inaltimii din V pe baza ABC este centrul cer-
cului circumscris triunghiului ABC.
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> Daca deschideti una dintre cartile de
pe masa, cele doua coperte formeaza un
unghi diedru Tn care muchia diedrului este
cotorul cartii, iar cele doua coperte sunt
fetele diedrului. Oricare doua file ale cartii
formeaza un unghi diedru.

> Deschideti usa clasei si observati un
unghi diedru; specificati muchia si fetele
diedrului.

> Doi pereti ai clasei, care au o muchie co-
muna formeaza un unghi diedru.

> Realizati un exemplu de unghi diedru cu
ajutorul unei coli de hartie.

Observati usile din imaginea urmatoare.
Putem compara cat sunt ele de deschise
comparand masurile unghiurilor CAB in
fiecare dintre situatiile date.

= =

e o,

o]
o]

Unghi diedru, unghi plan corespunzator unghiului diedru.
Unghiul a doua plane

@ ne amintim:

O dreapta delimiteaza
intr-un plan doua semi-
plane. Dreapta respectiva A xB
este frontiera celor doua d
semiplane. “

Pentru desenul alaturat,

dreapta d delimiteaza in planul o:
v semiplanul delimitat de dreapta d si punctul A, notat (d,A
v semiplanul delimitat de dreapta d si punctul B, notat (d, B

Definitie
Figura geometrica for-
matd din doua semiplane
care au aceeasi frontiera se
numeste unghi diedru.
Cele doua semiplane
se numesc fetele diedrului.
Frontiera comuna a ce-
lor doua semiplane se numeste muchia diedrului.

ele diedrului
muchia diedrului fetele diedrului

_ally Exersdm impreuni!

iIn piramida patrulaterd VABCD din figura ala-
turata observam unghiul diedru determinat de fe- c
tele (VBC) si (VDC), avand muchia CV. Precizati si
alte diedre care se pot pune in evidenta pe figura.

Definitie

Numim unghi plan corespunzdtor diedrului unghiul format de doua
semidrepte cu originea intr-un punct de pe muchia diedrului, conti-
nute respectiv in fetele diedrului si perpendiculare pe muchia acestuia.

Se numeste mdsura unghiului diedru
masura unui unghi plan corespunzator
diedrului.

Pentru diedrul din figura alaturata:
OA c(d,A;0A L d;OBc (d,B; OB Ld, iar
<AOB este un unghi plan corespunzator
diedrului.
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_ulln Exersdm impreuni!

In prisma triunghiulard dreaptd ABCDEF, unghiul b E
CAB este un unghi plan corespunzator diedrului deter- V
minat de fetele ACFD si ABED pentru ca:

v" AD este muchia diedrului;

v CA L AD, CA c (ACED); A 5

v BA L AD, BA c (ABED).

Unghiul FDE este tot un unghi plan corespunzator ¢

aceluiasi diedru. Explicati de ce <CAB si <FDE au aceeasi masura. Eviden-
tiati un unghi plan corespunzator diedrului determinat de alte doua fete
laterale ale prismei.

In ce conditii unghiul FCB poate fi unghi plan corespunztor diedrului
determinat de fata laterala ACFD si baza ACB?

,, Retineti!

Discutati la nivelul clasei cum se deter-
mina un unghi plan corespunzator unui
diedru determinat de o fata laterala si una
dintre baze. Scrieti sub forma unui plan
etapele de constructie a desenului prin
care evidentiem unghiul plan corespunza-
tor unui unghi diedru.

in plan In spatiu

Douadrepte concurente determind patruunghiuri, Doua plane secante determina patru diedre, care
doua cate doua opuse la varf (opuse si congruente). au doua cate doua aceeasi masura.

Mdsura unghiului dintre doud drepte concurente Madsura unghiului dintre doud plane secante este
este cea mai mica dintre masurile unghiurilor deter- | cea mai micd dintre masurile diedrelor formate de
minate de acestea. acestea.

Notam «<(a, b) mdsura unghiului dintre dreptele Notam <«(a, 3)
asib. a masura unghiului

Masura unghiului a doud plane secante este masura unghiului
dintre doua drepte continute respectiv in cele doua plane, perpendi-
culare pe dreapta de intersectie a celor doua plane.

anP=d

aca,ald ;= <(a,p) =<(a,b)

bcp,bld

dintre planele « si f. ‘

Doua plane sunt perpendiculare daca masura unghiului dintre ele este de 90°.

@ Reflectam!

Am afirmat ca doud plane sunt perpendiculare atunci cand unul dintre
ele contine o dreapta perpendiculara pe celalalt. Dreapta respectiva este
perpendiculara si pe dreapta de intersectie a celor doua plane, precum si
pe orice dreapta din celdlalt plan. Observati figura alaturata si argumen-
tati enuntul ce face legatura intre plane perpendiculare si mdsura un-
ghiului diedru format de acestea.
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@ | Reflectim:! _ulln Exersdm impreuni!

> Planele de la punctul a) al problemei Consideram cubul ABCDA)B’C)D’, cu latura D' C'
aldturate sunt perpendiculare. Demon-  de 10 cm. Determinati: A ; B
strati, folosind definitia. a) masura unghiului dintre planele (ABB’) si L

>. Sunt situatii Tn care masura ungh'iului (ABC); \\\'Il

dintre plane se poate afla cu examtat‘f b) masura unghiului dintre planele (A’B’C) N
aplicand proprietdti ale figurii. De exem i Do _[_ _ ¢
plu, la punctul b), CB' este diagonala a pi-  Si (ABC); R
tratului, deci putem afirma ca <B'CB = 45°. ¢) tangenta unghiului dintre planele (A’BD) A B
Pentru punctul c), folosind tabelele tri- $i(ABC),

gonometrice, am putea afla ca masura Rezolvare.

unghiului A’'OA are o valoare situata in in- ,

tervalul (54°; 55°) , adica este aproximativ (ABB’) n(ABC) =AB

54°30". Tntr-un astfel de caz, de reguld, ce- a) BB LAB,B’B c (ABB’) ¢ = <((ABB’), (ABC)) = <B’BC = 90°;
rinta este de a determina o functie trigo- CB 1 AB, CB c (ABC)

nometrica a acestuia.

> Planele (A'BD) si (ABC) formeaza diedrul (A’B'C) n(ABC) =CD

determinat de semiplanele (BD,A’ si (BD,A, b) B'C LCD, B'Cc (A’B'C) t = <((A’B’C), (ABC)) = «B’CB = 45°
precum si diedrul determinat de se- Setificaril).

miplanele (BD,A’ si (BD,C. BC L CD, BC c (ABC) (ustificatil);

De ce <((A'BD), (ABC)) = <(A'0A) si nu (A’BD) n(ABC) =BD

4((A'BD),(ABC)) = <I(A'OC)? Tn formularea C) A)O L BD,A’O c (A)BD) = 4((A’BD) , (ABC)) - 4(A,OA).

raspunsului tineti cont de faptul ca unul
dintre unghiuri este ascutit (de ce?), iar ce-
lalalt obtuz.

AC 1 BD,AC c (ABC)
in triunghiul dreptunghic A’A0: tg A’0A = % = V2 (verificati calculele!)

Exersati

1. Masura unui diedru este masura unghiului determinat de orice doua semidrepte incluse,
respectiv, in fetele diedrului? Observati figura aldturatad si stabiliti ce conditii trebuie sa in-
deplineasca OA si OB astfel incat masura unghiului AOB sa fie masura diedrului.

2. Patratele ABCD si ABEF au latura AB comuna si determina un diedru cu masura de 90°. ; :
a) Precizati doua unghiuri plane corespunzatoare diedrului. Justificati alegerea.

b) Daca AB = 10 cm, calculati DF.

¢) Calculati masura unghiului CAE.

3. Desenati o prisma patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’. Demonstrati ca:

a) <ABC este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de fetele ABB’A’ si BCC’B’;

b) <AA’D’ este un unghi plan corespunzdtor diedrului determinat de fetele ABB’A’ si A’B’C’D’;
¢) <A’BA este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de fetele A’BCD’ si ABCD.

/. Consideram tetraedrul regulat ABCD si M si N mijloacele muchiilor AB, respectiv CD. Demostrati ca:
a) <CMD este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de fetele ABC si ABD;
b) <ANB este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de fetele ACD si BCD.

5. In piramida patrulatera regulatd VABCD consideram M mijlocul segmentului BC, O centrul patratului ABCD si
E situat pe muchia VB astfel incat AE 1 VB. Demonstrati ca:

a) <VMO este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de fetele VBC si ABCD;

b) <AEC este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de fetele VAB si VBC;

¢) <AOB este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de triunghiurile VOA si VOB.
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6. In prisma triunghiulara regulatd ABCA’B’C’, punctele M, N si P sunt mijloacele muchiilor BC, BB’, respec-
tiv CC’. Demonstrati ca:

a) <B’A’C’ este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de fetele ABB’A’ si ACC’A’;

b) <AMA’ este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de triunghiurile ABC si A’BC;

¢) <A’RA este un unghi plan corespunzator diedrului determinat de triunghiurile A’NP si ANP, unde R este mij-
locul segmentului NP.

7. O coald de carton dreptunghiulara ABCD, BC = 12 cm, este asezatd astfel Incat AB sa fie continuta In planul
mesei, iar distanta de la C la planul mesei sa fie de 6 cm. Determinati masura unghiului dintre planul colii de
carton si planul mesei.

8.Peplanul triunghiului echilateral ABC, culaturade 8 cm, se ridica perpendiculara AM, M ¢ (ABC) si AM = 4.+/3 cm.
Punctul D este mijlocul segmentului BC.

a) Demonstrati ca BD L (MAC).

b) Determinati masurile unghiurilor dintre planele: i) (MAB) si (MAC); ii) (MBC) si (ABC).

9. Un carton In forma de patrat ABCD, cu lungimea diagonalei de 8 cm, se indoaie dupd diagonala AC astfel Incat
masura unghiului dintre planele (DAC) si (CAB) sa fie de u°. Determinati lungimea segmentului BD (dupa indo-
ire) In fiecare dintre situatiile: a) u® = 60°; b) u®=90°.

10. Un carton in forma de triunghi isoscel ABC, AB = AC si BC = 10 ¢cm, se indoaie dupa mediana AD, D € BC astfel
incat distanta dintre punctele B si C (dupa indoire) sa fie de 5 cm. Determinati masura unghiului dintre planele
(ABD) si (ACD).

11. Patratul ABCD cu latura de 10 cm si triunghiul echilateral ABE au latura AB comuna si sunt asezate astfel Incat
planele lor sa fie perpendiculare. Determinati:

a) masura unghiului dintre planele (EBC) si (ABC); b) lungimea proiectiei segmentului DE pe planul (ABC);

c¢) tangenta unghiului dintre planele (ECD) si (ABC); d) aria proiectiei triunghiului ECD pe planul (ABC).

12. Pe planul triunghiului dreptunghic ABC, <A = 90°, seridicd perpendiculara BM, M ¢ (ABC). Se stie ca AB=8cm,
BC=16cm siBM = 8 cm.

a) Determinati <((MBA ), (MBC)). b) Demonstrati cd (MAB) L (ABC).

¢) Demonstrati ca CA L (MAB). d) Determinati <((MAC), (ABC)).

2 Stiati ca?

Laun avion, unghiul format de
orizontala cu linia mediana a unei
aripi poarta numele de ,unghi
diedru al aripii”.

% proiect

In imaginea aldturatd este reprezentata o fereastra cu deschidere ver-
ticald, cu indltimea de 90 cm. Se doreste montarea unui lantisor (cablu)
la o distantd de 60 cm fatd de balama (fata de baza fixa a ferestrei), care
sd limiteze deschiderea ferestrei la maximum 30° fata de rama. Calculati
lungimea acestui lantisor (cablu).
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i
Teorema celor trei perpendiculare

g# Activitate practica

Pe o coald de hartie desenam o dreapta a, un punct O ¢ a si perpendi-
culara OA 1 a, A € a. Fixam cu bolduri in colturi hartia pe un polistiren si d
infigem 1n punctul O o vergea (un bat, de exemplu), astfel Incat aceasta sa
fie perpendiculara pe planul colii de hartie.

In desenul aldturat, am notat cu « planul colii de hartie si cu d ver-
geauad L a.

Infigeti un bold in punctul A si legati punctul A de un punct oarecare
M € d cu o sfoara. Verificati cu ajutorul unui echer perpendicularitatea
dintre dreptele a si MA. Schimbati pozitia punctului pe dreapta d si verifi-
cati perpendicularitatea celor douad drepte.

Wy Exersidm impreuni!

Sa consideram configuratia din aplicatia practica anterioara, in fiecare dintre urmatoarele cazuri:

Cazul 1 Cazul 2 Cazul 3
stim: cercetdm: stim: cercetdm: stim: cercetdm:
aco relatia dintre jaca relatiadintre laca,Aeca relatia dintre
dlLoa,dna=1{0} asiMA,Med |dLoa,dna={0} OAsia OAla,0OAca MO siplanul o
OAla,Aea MAla,Med,Aca MAla,M¢o
MO L OA
dia,aca=>dla alOA
al0A ald alMA }:»aJ_(MOA)
ald }=>ai(d,OA) a L MA }:»aJ_(d,MA) OAnMA = {A}
dnOA=1{0} dnMA = {M} cum MO c (MOA) = a L MO
pentru orice M € d, MA c (d,0A)  Oed,Ae MA= 0Ac(d,MA)
decia LMA< MA La decia LOA<OAla MO 1 OA
MOla
0A, ac o =>MOLa
OAna=1{A}
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Teorema celor trei perpendiculare.

Daca o dreapta a este inclusa
intr-un plan o, o dreapta d este
perpendiculard pe planul o si il in-
tersecteaza in punctul O, OA este per-
pendiculara din O pe dreaptaa, A e asi
M este un punct oarecare al dreptei d,
atunci dreapta MA este perpendicu-
lard pe dreapta a.

gﬁ Activitate pe grupe

Referitor la cubul ABCDEFGH din figura ur-
matoare, identificati un plan din care face
parte BC si o perpendiculara pe planul
respectiv, astfel Tncat sa putem demon-
stra ca EB L BC folosind teorema celor trei
perpendiculare. Comparati rezolvarile intre
grupe. Explicati de ce au fost posibile vari-
ante diferite?

H G
aco ] ——
dia,dno={0}t = MA L g, oricare ar fi punctul M € d. o
OAlLo,Aea N
Ql\_;\ - _ ¢
Observam ca teorema celor trei perpendiculare corespunde cazului 1 din A B
aplicatia anterioard, unde este prezentata si o demonstratie a acesteia.
Celelalte doua cazuri reprezinta reciprocele teoremei, pe care le prezentam
in cele ce urmeaza.
Reciproca 1 Reciproca 2
Daca o dreapta a este inclusa intr-un plan «, o Daca intr-un punct A apartinand unei drepte a
dreapta d este perpendiculara pe planul a si il inter- dintr-un plan « se construiesc doua perpendiculare
secteaza 1n punctul O, M este un punct oarecare al pe dreapta — dreapta b exterioara planului si dreapta
dreptei d si MA este perpendiculara din M pe dreapta c inclusa in plan —, atunci perpendiculara dintr-un
a, A € a, atunci OA este perpendiculara pe dreapta a. punct al dreptei b (cea exterioara) pe dreapta c (cea

interioard) este perpendiculara pe planul a.

aco
dLoa,dna={0} =>0Ala
MAla,Med,Aeca

aca,Aea

blab¢a,bna={A}
cla,c ca,cna={A}
d MO lc,Meb,0O€ec

= MO L«
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UNITATEA 4

in plan, constructia unei perpendiculare
pe o dreapta se face cu ajutorul echerului.
in spatiu, am observat ca reprezentarile
figurilor geometrice (in plane diferite de
cele verticale) nu pastreaza (intotdeauna)
masurile unghiurilor, deci nu putem folosi
echerul nici pentru a desena si nici pentru
a verifica o perpendicularitate. Teorema
celor trei perpendiculare ne ajuta sa con-
struim perpendiculara dintr-un punct pe o
dreapta situata intr-un plan, folosind pro-
prietatile figurii din acel plan. Tn problema
alaturata, am stabilit perpendicularitatea
lui MO pe BD folosind teorema celor trei
perpendiculare. Discutati la nivelul cla-
sei 0 alta metoda pentru a demonstra ca
MO L BD, O mijlocul segmentului BD, studi-
ind, de exemplu, triunghiul MBD.

_ulln Exersdm impreuni!

Pe planul patratului ABCD, cu latura de 6 cm, M
se ridica perpendiculara AM, M ¢ (ABC) si
AM = 3+/3 cm. Determinati:

a) distanta de la M 1a BD;
b) distanta de la A la (MBD). A b
Rezolvare. ﬂ
a) Distanta de la punctul M la BD reprezinta .

c

distanta de la M la piciorul perpendicularei din M
pe BD, deci trebuie sa construim aceasta perpendiculara. in patratul ABCD
diagonalele sunt perpendiculare, deci AO L BD, unde {0} = ACnBD. Se
creeaza astfel oportunitatea aplicarii teoremei celor trei perpendiculare:

MA 1 (ABC) T30

AO LBD =———= MO 1 BD, deci d(M,BD) = MO

A0, BD c (ABC)
AO = AC:2 = 32 cm si, aplicand teorema lui Pitagora 1n triunghiul drept-
unghic MAO, MO = 3,/5 cm.

b) Pentru a calcula distanta de la A la planul (MBD) trebuie sa con-

struim perpendiculara din A pe plan.
AO 1 BD, AO ¢ (MBD)

MO L BD, MO c (MBD)
Construim AE L MO, E € MO

Realizati desenul corespunzator si calculati lungimea segmentului AE,
stiind ca este Tnaltime n triunghiul dreptunghic MAO.

= AE 1 (MBD), deci d(A, (MBD)) = AE

©) Atentie!

Distanta de la un punct la o dreapta, respectiv la un plan, inseamna
lungimea segmentului corespunzator unei perpendiculare duse din
punctul respectiv pe dreapta, respectiv plan, determinat de punct si pro-
iectia punctului pe dreaptad, respectiv plan. Teorema celor trei perpendicu-
lare si cele doua reciproce ale acesteia reprezinta una dintre metodele cel
mai des folosite pentru constructia unor astfel de perpendiculare.

Exersati

1. In figura aldturata este reprezentat un patrat ABCD si perpendiculara MA pe planul acestuia.
Construiti perpendicularele din punctul M pe dreptele AB, BC, CD si BD, precizand in fiecare

caz etapele de constructie.

2. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’, cu latura de 8 cm si punctul M mijlocul muchiei BC.
a) Determinati perpendicularele din B’ pe AD, AC si AM.

A D

L]

b) Calculati distantele de la B' la AD, AC si AM. B c

3. Pe planul triunghiului isoscel ABC, AB = AC = 12 c¢m si BC = 16 cm, se ridica perpendiculara AD, D ¢ (ABC),
AD = 8 cm. Punctul M este mijlocul segmentului BC.

a) Demonstrati ca triunghiul DBC este isoscel.

c¢) Calculati d(D, BC).

b) Demonstrati ca DM L BC prin doud metode.
d) Calculati distanta de la A 1a planul (DBC).

e) Calculati sinusul unghiului dintre planele (DBC) si (ABC).
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/.. Consideram prisma triunghiulara ABCA’B’C’, cu AB =10 cm, AA’ = 5 cm si punctul M mijlocul segmentului BC.
Calculati:

a)d(A’,BC); b) d(C’,AM); c)d(A, (A’BC)).

5. Pe planul dreptunghiului ABCD ridicam perpendiculara AM, M ¢ (ABC).

a) Demonstrati ca MB L BC si MD L DC.

b) Explicati etapele de constructie a unei perpendiculare din M pe BD.

6. Pe planul triunghiului ABC ridicam perpendiculara AM, M ¢ (ABC). Daca MN L BC, N € BC, demonstrati ca AN
este Tnaltime n triunghiul ABC.

7. Consideram rombul ABCD cu AB = AC = 6 cm. Punctul M este situat in exteriorul planului rombului astfel incat
MA 1 (ABC) si MA = 6 cm. Calculati d(M, BD) si d(M, BC).

8. Consideram paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’, AB = 4/3 c¢m, BC = 4cm si AA’ = 2+/6 cm. Calculati:
a)d(A’, BC); b) d(A’,CD); c)d(A’,BD); d) d(4’, BC’).

9. Considerdm un cerc de centru O si raza 12 cm si doud puncte A si B apartinand acestuia astfel incat AB = 120°.
In centrul cercului ridicim perpendiculara OC pe planul acestuia, OC = 6 cm.

a) Calculati: d(C,AB) si d(0, (ABC)).

b) Calculati distanta de la C 1a o dreapta d tangenta la cerc In punctul A.

¢) Daca M, N si P sunt mijloacele segmentelor OA, OB, respectiv OC, demonstrati ca planele (MNP) si (ABC) sunt
paralele si calculati distanta dintre acestea.

10. Consideram un dreptunghi ABCD, AB = 9 cm, BC =12 cm siun punct M pe diagonala AC astfel Incat MC = 2MA.
in punctul M se ridica perpendiculara MN pe planul dreptunghiului, MN = 4 cm. Calculati distantele de la N la
dreptele AB si AD.

11. Pe planul trunghiului oarecare ABC, AC = 16 c¢m, se ridica perpendiculara BE, BE = 28 cm. Se considera punctul
F € AC astfel incat EF 1 AC si EF = 35cm. Calculati aria triunghiului ABC.

12. Pe planul hexagonului regulat ABCDEF, cu latura de 12 cm, se ridica perpendiculara AM, AM = 6 cm. Calculati:
a) d(M, BC); b)d(M,CD); c)d(M,BE); d)d(M,BD); e)d((MAB),(NDE)), unde ND 1 (ABC), N ¢ (ABC).

13. Considerdm un triunghi dreptunghic isoscel ABC, AB = AC =10 cm, si indltimea AD a acestuia, D € BC. Pe pla-
nul triunghiului se ridica perpendiculara DM, DM = 5+/3 cm. Determinati:

a) d(M,AC); b) d(D, (MAB)). y
1£4. In figura aldturatd observam o reprezentare a teoremei celor trei perpendi-
culare: MO L o, OA L a, OA,a c o« = MA 1 a. Punctul B este un punct oarecare al
dreptei a, diferit de punctul A.

Notand, de exemplu, MO = x, OA = y si AB = z (lungimi de segmente), de-
monstrati cd AMAB este dreptunghic (o altd demonstratie a teoremei celor trei
perpendiculare).




Elemente ale geometriei in spatiu

Recapitulare

1. In piramida VABCD, punctele M si N sunt mijloacele
segmentelor AB, respectiv BC, iar punctele E si F sunt
centrele de greutate ale triunghiurilor VDC, respectiv
VAD. Demonstrati ca M, N, E si F sunt coplanare.

2. Paralelogramul ABCD si triunghiul ABE au latura AB
comuna si sunt situate in plane diferite. Punctele M si
N sunt mijloacele segmentelor AE, respectiv BE. De-
monstrati cd dreptele CN si DM sunt concurente.

3. Patratul ABCD si triunghiul ABE au latura AB comuna
si sunt situate in plane diferite. Punctele M si N sunt
mijloacele segmentelor EA, respectiv EB, iar punctul O
este centrul patratului ABCD. Demonstrati ca:

a) MN | (ABC); b) DC c (MNC);

c) DB este secanta planului (CAE);

d) dreptele AB si CE sunt paralele cu planul (MNO).

4. Patratul ABCD si triunghiul echilateral ABE au latura
AB comunad si sunt situate in plane diferite, astfel Incat
<DAE = 90°. Demonstrati ca:

a)DA L (ABE); b)CBLBE; c¢)EC=ED.

5. In tetraedrul ABCD, punctele M, N, P si R sunt mijloa-
cele muchiilor AB, AC, DC, respectiv DB. Demonstrati ca:
a) MNPR este paralelogram,;

b) dreptele AD si BC sunt paralele cu planul (MNP);

¢) daca <DBC = <ADB = 90°, atunci DB L (MNP).

6. In prisma triunghiulard ABCA’B’C’, punctele 0, O,
si O, sunt centrele fetelor laterale.

a) Demonstrati ca (0,0,0,) || (ABC).

b) Calculati raportul ariilor triunghiurilor 0,0, O, si ABC.
c) Demonstrati ca distanta dintre planele (0,0,0,) si
(ABC) este egala cu distanta dintre planele (0,0,0,) si
(A’B’C).

7. In paralelogramul ABCD, punctele M si N sunt
mijloacele laturilor BC, respectiv AD. Punctul P
este situat in exteriorul planului (ABC), astfel incat
<PMC = 125° si <PMN = 75° Determinati masurile
<(PM, AD) si <(PM, CD).

UNITATEA 4

8. In tetraedrul regulat ABCD, cu latura de 12 cm, con-
sideram AO 1 (DBC), O € (DBC) si M mijlocul muchiei
AD. Determinati:

a)d(0,AD);  b)d(0,(ABC));

¢) sinusul unghiului <(0OM, AC).

9. Consideram un unghi AOB inclus Intr-un plan o si
un punct M care nu apartine planului. Stiind ca pro-
iectia punctului M pe planul o apartine bisectoarei

unghiului AOB, demonstrati ca M este egal departat de
laturile unghiului.

10. Consideram trapezul ABCD si perpendicularele pe
planul acestuia AM si CN.

a) Demonstrati ca AM || CN.

b) Demonstrati ca (ABM) || (CDN).

¢) Daca DA 1 BM, demonstrati ca trapezul ABCD este
dreptunghic.

d) In ce conditii dreapta MN este paralela cu planul
trapezului?

11. Se considera cubul ABCDA’B’C’D’ cu laturade 12 cm.
Un plan a paralel cu planul (BCC’) intersecteaza mu-
chiile AB, CD, C’D’ si A’B’ in punctele E, F, G, respectiv
H,iar AE = 3cm.

a) Demonstrati ca EFGH este patrat.

b) Calculati d(a, (BCC)).

¢) Determinati valoarea raportului
d) Calculati distanta de la B’ 1a CE.
e) Calculati distanta de la B’ 1a (ECC’).

f) Demonstrati ca planele (ECC’) si (AFG) sunt paralele.
g) Calculati distanta dintre planele (ECC’) si (AFG).

A’H
B’H’

12. Patratul ABCD, cu latura de 10 cm, si triunghiul
echilateral BCE sunt situate in plane diferite. Stiind
ca masura unghiului dintre dreapta BE si planul (ABC)
este de 30°, determinati tangenta unghiului dintre
planele (EBC) si (ABC).



UNITATEA 4

Test de autoevaluare !

. TN
Cerintele 1-5 se referd la textul: A o ¢
in figura aldturata este reprezen- 1 4O
tata prisma triunghiulara regulata 9' v
ABCA’B’C’, avand toate muchiile cu TN
lungimea de 12 cm, M mijlocul seg-  a~—; L
mentului AC si BC’ nB’C = {0}. Ale-
geti litera corespunzdtoare rdspunsului corect.
1. pr ¢, BC’ este segmentul:
a) AB; b) AC; ¢) BC; d) BB'.
2. Mdsura <«(BC’, (A’B’C’)) este egala cu:
a)30°%  b)45°% c) 60°; d) 90°.
3. Distanta de la O la (ABC) este egala cu:
a)12cm; b)1ocm; c¢) 8 cm; d) 6 cm.
4. Lungimea proiectiei segmentului B’M pe (ABC) este

egala cu:
a)6cm; b)6v2cm; c)64/3cm; d)i2cm.

Elemente ale geometriei in spatiu

Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

5. Masura unghiului dintre planele (BB’M) si (ACC’)
este egala cu:
a)90°%  b)60°% C) 45°% d) 30°.

Cerintele 6-9 se referd la textul:

Fie prisma patrulatera regulatda ABCDA’B’C’D’,
AB =10cm, AA’ = 10+/5 cm si punctul M mijlocul seg-
mentului D’C’.

6. Demonstrati ca MB = 25 cm.

7. Calculati cosinusul unghiului dintre dreptele BM si AA’.

8. Calculati sinusul unghiului dintre planele (BB’M) si
(AA’M).
9. Daca N si P sunt mijloacele segmentelor BC, respec-
tiv CC’, iar O este centrul patratului ABCD, demonstrati
ca (NOP) || (ABM).
Punctaj: cdte 1p problema si 1p din oficiu
Timp de lucru: 50 de minute.

Test de evaluare

Cerintele 1-5 se referd la textul:

Consideram un plan «, punctele A si B in exteriorul
acestuia si M mijlocul segmentului AB. Alegeti litera
corespunzdtoare rdspunsului corect.

1. Daca AB = 14 cm, atunci lungimea maxima a proiec-
tiei segmentului AB pe planul a este egald cu:

a)ocm; b)7cm; ¢) 14 cm; d) 28 cm.

2. Dacd lungimea proiectiei segmentului AB pe planul
o este egald cu 8 cm, atunci lungimea minima a seg-
mentului AB este egala cu:
a)16 cm; b) 8 cm; ¢) 4 cm; d) ocm.

3. Daca AB = 20 cm si lungimea proiectiei lui pe planul
o este egala cu 10 cm, atunci <(AB, a) este egal cu:
a)o°%  b)30% C) 45°% d) 60°.

4. Dacd pr AB=A'B’, pr M=M’,AA’ =16cm si BB’ = 8cm,
atunci lungimea segmentului MM’ este egala cu:

a)16 cm; b) 12 cm; c) 8cm; d) 4 cm.

5. Daca <(AB, ) = 45° si A’B’ = 7cm, atunci lungimea
segmentului AB este egala cu:
a)7cm; b)7v2cm; ¢)7+/3cm; d)14cm.
Cerintele 6-9 se referd la textul:

in piramida patrulatera regulata SABCD, AB = 8 cm si
SA = 9 cm. Punctele M, N si P sunt situate pe muchiile
SA, SB, respectiv SC, astfel incat SM = 3cm, SN = %SB si
PC = 2SP.

6. Demonstrati cd indltimea piramidei este de 7 cm.

7. Demonstrati ca (MNP) || (ABC).

8. Calculati distanta dintre planele (MNP) si (ABC).

9. Calculati tangenta unghiului dinte planul bazei pi-
ramidei si planul unei fete laterale.

Punctaj: cdte 1p problema si 1p din oficiu
Timp de lucru: 50 de minute.



Elemente ale geometriei in spatiu

UNITATEA 4

FI§A DE OBSERVARE A COMPORTAMENTULUI

La finalul fiecarei unitati de Tnvatare (un set de lectii) este util sa va autoevaluati comportamentul in procesul de Tnva-
tare si nivelul de competente atins, completand o fisa de observare dupa modelul acesteia. Ea se refera la implicarea
voastra pe parcursul unitatii de invatare si la rezultatul obtinut la testul de autoevaluare propus la finalul ei. Adaugati

fisele la portofoliul personal.

Am intrebat cand am
avut nelamuriri*

Am colaborat cu colegii
la activitdtile propuse*

M-am pregatit pentru
fiecare lectie®

Am progresat
ininvdtare prin
parcurgerea acestui set
de lectii

Referitor la test

Ce am recitit inainte si dupd test pentru

Punctaj obfinut aimbunatati peformanta

*Raspunsuri posibile: nu, partial, da

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ avem
AB = 12cm, BC = 8cm si AA’ = 6cm. Punctul M este
mijlocul muchiei B’C’. Determinati:
a) lungimea proiectiei segmentului AM pe planul (BCC’);
b) tangenta unghiului dintre planele (MAB) si (ABC);
c) aria proiectiei triunghiului MAD pe planul (ABC).

A
parte si de alta a planului

(0]
astfel Tncat AB L a si AO = OB. / I /

Demonstrati ca, oricare ar fi 5
un punct P € a, are loc con-
gruenta PA = PB.

Observatie. Planul a descris in problema (perpendi-
cular pe un segment 1n mijlocul acestuia) se numeste
plan mediator al segmentului AB.

2. In figura aldturatd sunt
reprezentate un plan o si
punctele A si B situate de o

3. Consideram trei puncte necoliniare A, B si C si pla-
nele a si f — planele mediatoare ale segmentelor AB,
respectiv AC (vezi problema anterioara). Demonstrati
ca planele a si f sunt concurente, iar dreapta lor de in-
tersectie este perpendiculara pe planul (ABC).

4. Pe planul dreptunghiului ABCD construim per-
pendiculara MA, M ¢ (ABC), astfel incat MA = 5cm. in
punctul M construim dreptele distincte EM 1 AM si
FM 1 AM astfel Incat BE = 5 cm.

a) Demonstrati ca (MEF) || (ABC).

b) Determinati d((MEF) , (ABC)) si d(B, (MEF)).

¢) Demonstrati ca punctele A, B, E si M sunt coplanare.
5. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’ cu latura de
16 cm, punctele M, N si P mijloacele muchiilor BC, C’D’,
respectiv AD si punctul O centrul bazei A’B’C’D’.

a) Determinati tangenta unghiului dintre BP si A’B’.
b) Determinati lungimile proiectiilor segmentului MN
pe planele (ABC), respectiv (BCC’).

¢) Demonstrati ca (DMN) || (BOP).

d) Calculati distanta dintre planele (DMN) si (BOP).

6. In prisma triunghiulard regulatd ABCA’B’C’,
AB=12cm, AA’ = 8 cm, G este centrul triunghiului ABC,
iar O intersectia diagonalelor dreptunghiului BCC’B’.
Determinati:

a) sinusul unghiului dintre OG si (ABC);

b) tangenta unghiului dintre OG si AA’;

¢) lungimile proiectiilor segmentului A’G pe planele
(ABC), respectiv (BCC’).

7. Consideram triunghiul isoscel ABC, AB = AC = 8 cm,
<BAC = 120°, punctul D mijlocul segmentului BC si
perpendiculara MA L (ABC), M ¢ (ABC), MA = 8cm.
Determinati:

a) lungimea proiectiei segmentului MD pe (ABC);

b) distanta de la punctul C la planul (MAB);

¢) masura unghiului dintre (MAB) si (MAC);

d) tangenta unghiului dintre planele (MBC) si (ABC);
e) distanta de la punctul A la planul (MBC).

8. In piramida triunghiulard regulati VABC, fetele la-
terale sunt triunghiuri dreptunghice, M este mijlocul
segmentului AC, iar lungimea laturii bazei este de 12 cm.
a) Demonstrati cd VA = 6 V2 cm.

b) Calculati masura unghiului dintre planele (VMB) si
(VAQ).

c) Determinati lungimea proiectiei segmentului AC pe
planul (VAB).

d) Determinati mdsura unghiului dintre VM si (VBC).



ARII S1 VOLUME
ALE UNOR CORPURI
GEOMETRICE

Legile naturii sunt
doar gandurile matematice
ale lui Dumnezeu.

T In geometrie nu exista drumuri speciale pentru regi. ”

Euclid (3231.H.-2851.H.)




= Arii $i volume ale unor corpuri geometrice

Distante si masuri de unghiuri
pe fetele sau in interiorul corpurilor
geometrice studiate

Distanta de la un punct la un punct, la o dreapta sau la un plan

& ne amintim!

Activitate in echipe. Formati echipe si recapitulati in cadrul acestora:

v distanta dintre doua puncte;

v distanta de la un punct la o dreapta;

v distanta de la un punct la un plan;

v’ teorema celor trei perpendiculare si cele doua reciproce ale acesteia.

Pentru fiecare dintre acestea, aveti In vedere o recapitulare a etapelor de calcul.

_ally Exersdm impreuni!

Consideram un cub ABCDA’B’C’D’ cu latura de 12 cm si punctul E mijlocul muchiei C’D’.
Ne propunem sa calculam urmatoarele distante:

1 d(A, C), (A, C") si d(A, E) o f S

v d(A,C) reprezinta lungimea segmentului AC, pe care o putem calcula folosind Al : -
teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic ABC, AC = 12+/2 cm. /,r: A

AC este diagonala patratului ABCD, iar formula diagonalei unui patrat este i b_ e
d e = 12, 1 fiind lungimea laturii patratului. RSO

v d(A,C’) reprezinta lungimea segmentului AC’, pe care o putem calcula, de AT B

exemplu, aplicand teorema lui Pitagora 1n triunghiul dreptunghic ACC’ (justificati ca
C’C LAC!H: AC’ =12+/3 cm.

AC’ este diagonald a cubului si putem observa o formuld de calcul a acesteia: d_, = /3, unde | este lungimea
muchiei cubului.

v d(A,E) reprezinta lungimea segmentului AE.

O varianta de calcul se bazeaza pe observatia ca ED’ L (ADD’) = ED’ L AD’, care ne duce la posibilitatea apli-
carii teoremei lui Pitagora in triunghiul dreptunghic AD’E: AE = 18 cm (verificati calculele!).

Triunghiul AA’E este si el tot un triunghi dreptunghic, din care putem calcula AE.

1. d(A’, BC), d(A’,BC’) si d(A’, AE) D E ¢

v Pentru d(A’, BC) trebuie sa construim perpendiculara din A’ pe BC. A L '

Folosind T3 L avem: A’A 1 (ABC), AB 1 BC,AB,BC c (ABC) = A’B 1 BC, decid(A’,BC) = 1{
=A’B=12v2cm. R /F

v Pentrud(A’, BC’), construim A’F L BC’ folosind aceeasi idee: includem BC’ in planul /// '}.F_).— -/~ -~C
(BB'C’) si aplicim T3 L , calculul lui A’F realizandu-se in triunghiul dreptunghic A’B’F.  jb=~ :
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Pe de alta parte, AA’BC’ este un triunghi echilateral (laturile lui sunt diagonale ale fetelor cubului), iar
d(A’, BC’) reprezinta lungimea unei Tnaltimi a acestuia.

v" Pentru d(A’,AE), constructia unei perpendiculare din A’ pe AE folosind T3 L ar putea fi mai anevo-
ioasa. Punctele A’, A si E determina triunghiul A’AE, triunghi care se poate constata usor cd este unul drept-

unghic. d(A’, AE) reprezinta indltimea corespunzatoare ipotenuzei In acest triunghi, deci d(A’, AE) = A"ZE%A’E:
= 4+/5 cm, folosind formula h = %

IIL. d(A’, (BB'C)), d(A’, (BB’D’)) si d(A’, (AB'D"))

v Pentru a calculad(A’, (BB’C’)) trebuie mai Intai sa construim sau sd identificam D c'
o perpendicularad din A’ pe planul (BB’C’) si, cum A’B’ L (BB’C’) (justificati!), obtinem
d(A’,(BB’C’)) =A’B’ = 12.cm.

v Pentru a calcula d(A’,(BB’D’)) studiem daca nu este deja construita o per-
pendiculara din A’ pe planul (BB’D’). Nu exista, deci trebuie construita. Observam
ca (BB’D’) L (A’B’C’) (justificati!), deci o perpendiculara din A’ pe planul (BB’D’)
va fi o perpendiculara pe dreapta de intersectie a celor doud plane. In consecinta
d(A’,(BB’D’))=A’0’ = 6 V2 cm, unde {0’} =A’C’ nB’D’.

0 varianta de constructie a perpendicularei se putea baza si pe faptul ca (AA’C’) L (AB’D’), dar aceasta per-
pendicularitate se observd mai greu.

v Pentru a calcula d(A’, (AB’D’)) construim, folosind reciproca teoremei celor trei perpendiculare, o perpen-
diculara din A’ pe planul (AB’D’): B'D’ c (AB’D’), AO’ L B'D’, AO’ c (AB’D’), A’O’ 1L B’D’; construind A’H L AQ’
obtinem A’H L (AB’D’), deci d(A’, (AB’D’)) = A’H = 4 +/3 cm (verificati calculele!).

IV. Demonstrati ca (AB’D’) || (BC’D) si calculati d((AB’D’), (BC’D))
v Demonstrati paralelismul celor doua plane. o

Pentru a calcula distanta dintre cele doud plane este suficient sa calculam dis- NS "“‘/';";fc
tanta de la un punct situat in unul dintre cele doud plane la celdlalt plan. Alegem 4| Fa :j \},/f’,’/'
punctul O’ € (AB’D’) (mijlocul segmentului B’D’) si construim perpendiculara din p Ir: ) ,"E
acesta pe planul (BC’D): BD c (BC’D), C’0 L BD, C’0 c (BC’D), O’D L BD si, construind ,"’;b| AV c
0’E 1 C’0, obtinem O’E 1 (BC’D). L "alj 7o

in concluzie d((AB'D’),(BC'D)) = d(0’,(BC’'D)) = O'E = 4+y3cm (verificati A%~ -

calculele!).

@ Observatii

v Calculul distantei dintre doua puncte se bazeazd, de cele mai multe ori, pe identificarea unui triunghi
dreptunghic care are una dintre laturi segmentul determinat de cele doua puncte, urmata de aplicarea teoremei
lui Pitagora in triunghiul identificat.

v Calculul distantei de la un punct la o dreapta se bazeaza pe:

> studierea figurii, pentru identificarea existentei perpendicularei din punct pe dreapta;

> aplicarea teoremei celor trei perpendiculare, pentru constructia perpendicularei din punct pe dreapta si
calcularea lungimii acesteia;

> identificarea unui triunghi in care punctul este unul dintre varfuri, iar latura opusd acestuia este inclusa
in dreapta respectiva si calcularea indltimii triunghiului corespunzatoare laturii respective.

v Calculul distantei de la un punct la un plan se bazeaza pe:

> studierea figurii, pentru identificarea existentei perpendicularei din punct pe plan;

> aplicarea reciprocei teoremei celor trei perpendiculare, pentru constructia perpendicularei din punct pe
plan si calcularea lungimii acesteia;

» constructia perpendicularei din punct pe plan prin alte metode — de exemplu, folosind definitia sau pro-
prietatile planelor perpendiculare si calcularea lungimii acesteia.



Arii si volume ale unor corpuri geometrice UNITATEA 5

Masura unghiului dintre doua drepte, dintre o dreapta si un plan, dintre doua plane

& ne amintim:

Activitate in echipe. Formati echipe si recapitulati in cadrul acestora:

v’ masura unghiului dintre doud drepte;

v masura unghiului dintre o dreapta si un plan;

v masura unghiului dintre doua plane.

Pentru fiecare dintre acestea, aveti In vedere o recapitulare a etapelor de calcul.

_ally Exersdm impreuna!

In piramida triunghiulara regulata SABC, AB = 6 /3 cm si SO = 4 cm, punctul M este

S
v ) \
mijlocul laturii BC, iar N este situat pe SA astfel incat g—g = %
N
1. Calculati masura «(SA, BC) si sinusul unghiului <(NO, SC).
Rezolvare. BC L (SAM) (justificati) si SA c (SAM) = BC L SA, deci <(SA, BC) = 90°.
Identificam o paralela la ON care sé intersecteze dreapta SC: O este centrul tri-
unghiului echilateral ABC, dec1 §, si cum gﬁ , aplicand reciproca teoremei lui
Thales obtinem ON || SM. A ¢
4(NO, SC) "M «(SM, SC) = <MSC = sin(<MSC) = S, sin(«MSC) = 2Y32 (verificatil). M
B

S

¢) masura unghiului dintre (SAM) si (SBC).
Rezolvare:
a) (SBC) n(ABC) = BC
SM 1 BC,SM c (SBC) %= <((SBC), (ABC)) = <SMO;
OM 1 BC,OM c (ABC)
b) (s0B) n (sAM) = SO
BO 1.S0,B0 c (SOB) } = <((SOB),(SAM)) = <BOM. AT
MO 1 SO, MO c (SAM)

2. Calculati tangentele unghiurilor dintre: a) SB si (ABC); b) SBsi (SAM) \
S=0
a)p (480 = Pr e SB = OB = <(SB, (ABC)) = <SBO, tg(<SBO) =
€ (ABC)
PF(samy B =M _33
b)Se (SaM) = Pr gy SB = SM = <(SB, (SAM)) = <BSM, tg(<BSM) ‘T'
3. Calculati:
) BC L (SAM)

a) cosinusul unghiului dintre (SBC) si (ABC);
B
BC c (SBC)

b) cosinusul unghiului dintre (SOB) si (SAM);
Justificati perpendicularitatile anterioare si calculati cosinusurile celor doua unghiuri.

} = (SBC) L (SAM) = ((SBC),(SAM)) = 90°.
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Relatii intre elemente in piramida regulata
Consideram piramida triunghiulara regulata VABC, O centrul bazei si M mijlocul
segmentului BC. In triunghiul echilateral ABC, notand cu [ lungimea laturii:
> AM este mediana si inaltime, AM = i
> OM este apotema triunghiului si este o treime din mediana AM, OM "% q, = [
> OA este raza cercului circumscris triunghiului si este egala cu doua treimi d1n mediana AM, OA =R = T‘F
v
Triunghiul dreptunghic Triunghiul dreptunghic VOA Y
VOM face legdtura intre Tnal- face legdtura dintre inaltimea
timea piramidei (h), apotema h ay piramidei (h), raza cercului cir-
bazei ( a,) siapotema pirami- cumscris bazei (R) si muchia h
dei(a):h*+a,>=a,. piramidei (m): h> + R> = m>.
(@] ay M A R 0

g:h‘& Activitate in echipe

Studiati rationamentele realizate anterior pentru o piramida triunghiulara regulata si, lucrand in echipe,
realizati rationamente echivalente pentru o piramida patrulatera regulata, respectiv pentru o piramida hexago-
nald regulata. Individual, realizati cate o fisa pentru fiecare dintre cele trei tipuri de piramide regulate si pastrati
fisele In portofoliul personal.

Relatii intre elemente in trunchiul de piramida regulata

Consideram trunchiul de piramida patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’,
0 si O’ centrele bazelor si M si M’ mijloacele segmentelor BC, respectiv
B’C’. In reprezentarea din figura alaturatd am notat cu B lungimea laturii
bazei mari, b lungimea laturii bazei mici, h indltimea trunchiului, m mu-
chia trunchiului si a, apotema trunchiului.

v'OM si O’M’ sunt apotemele bazelor, OM = a -g siO’M’ =aq, = g'

v 0A si O’A’ sunt razele cercurilor circumscrise bazelor, 0A = =5=,
YA — bﬁ
oA =2¥2,

Cele trei trapeze dreptunghice evidentiate in figura realizeaza legdturile intre elementele trunchiului de pira-
mida. Studiati imaginile din tabelul urmator si justificati relatiile corespunzatoare.

b+ (a,-0,)"=a;
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g%’f Activitate in echipe

Discutati, in echipe, cum se modifica relatiile anterioare In cazul trunchiului de piramida triunghiulara re-
gulata, respectiv in cel al trunchiului de piramida hexagonala regulata. Individual, realizati cate o fisa pentru
fiecare dintre cele trei tipuri de trunchi de piramida regulata si pastrati fisele in portofoliul personal.

Exersati

1. In piramida triunghiulara regulatd VABC, indltimea are lungimea de 6 /3 cm, iar masura unghiului dintre
(VBC) si (ABC) este de 60°. Punctul M este mijlocul segmentului BC.
a) Calculati lungimile apotemei VM, a muchiei laterale a piramidei si a laturii bazei.
b) Calculati sinusul unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei.
¢) Calculati tangenta unghiului dintre VB si (VAM).
d) Calculati distanta de la O 1a (VBC).
e) Calculati distanta de la A la (VBC).
f) Daca punctele D si E apartin muchiilor VA, respectiv AB, astfel incat AD = 4 /7 cm si AE = 8 /3 c¢m, atunci:
i. demonstrati ca (DEO) | (VBC);
ii. calculati d((DEO), (VBC));
iii. calculati d(D, (ABC)) si d(D, (VBC)).
2. In prisma patrulatera regulatd ABCDA’B’C’D’, AB = 6 /3 cm si <((B’AC), (ABC)) = 30°. Determinati:
a) masura unghiului dintre planele (B’AC) si (D’AC);
b) masura unghiului dintre planele (BB’D’) si (ABB’);
¢) lungimea Tnaltimii prismei;
d) distanta de la centrul bazei ABCD la AC’;
e) tangenta unghiului dintre AC’ si (ADD’).
3.1n piramida patrulatera regulatd VABCD, sectiunea axiala VAC este un triunghi echilateral culaturade 12 v2 cm.
Calculati:
a) lungimea muchiei bazei;
b) apotema piramidei;
¢) indltimea piramidei;
d) masura unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei;
e) distanta de la centrul bazei la o muchie laterala;
f) distanta de la centrul bazei la o fata laterala;
g) tangenta unghiului dintre o fatd laterala si planul bazei;
h) sinusul unghiului dintre doua fete laterale alaturate;
i) sinusul unghiului dintre doua fete laterale opuse.

4. Bazele unui trunchi de piramida patrulatera regulata sunt patratele ABCD si A’B’C’D’ de centre O, respectiv O’.
Stiind ca AB = 24.cm, A’B’ = 12 cm, iar distanta de la punctul O’ la AB este de 12 V2 c¢m, determinati:

a) lungimile Inaltimii, apotemei si muchiei laterale ale trunchiului de piramida;

b) tangenta unghiului dintre o fata laterala si planul bazei;

¢) masura unghiului dintre O’P si (ABC), unde P este mijlocul segmentului BC.

5. In trunchiul de piramida triunghiulara regulatd ABCA’B’C’, AB = 16 cm, A’B’ = 10 cm si <A’AB = 60°. Calculati:
a) lungimile muchiei laterale, apotemei si Tnaltimii trunchiului de piramida;

b) tangenta unghiului dintre o muchie laterala si planul bazei mari a trunchiului de piramida;

¢) sinusul unghiului dintre o fata laterala si planul bazei mici a trunchiului de piramida.
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geometrice

Aria si volumul cubului, ale paralelipipedului
dreptunghic si ale prismei drepte

& ne amintim:

Un poliedru este un corp geometric delimitat de fete plane de forma
poligonala.

Aria unui poliedru este egald cu suma ariilor tuturor fetelor sale.

Aria unui poliedru este egala cu aria oricarei desfasurari a lui.

Volumul unui poliedru este o caracteristica prin care masuram spatiul
ocupat de acesta.

Volumul unui corp obtinut prin alaturarea altor corpuri este egal cu
suma volumelor corpurilor respective.

Aria si volumul cubului

& ne amintim:

Unitatea de Unitatea de
mdsura pentru masura pentru
arie este metrul A=1m? volum este me- .
patrat (m?), care trul cub (m3), V=1m®
reprezintd aria care reprezinta
unui patrat cu 1m volumul unui 1m
laturade 1 m. cub cu latura

deim

Cele sase suprafete care delimiteaza un cub sunt patrate congruente.
Aria unui cub cu latura | este egald cu 6 I°.
Volumul unui cub cu latura l este egal cu I°.

Aria si volumul paralelipipedului dreptunghic

Un paralelipiped dreptunghic este de-

terminat de cele trei dimensiuni ale sale: h

lungimea (L), latimea (1) si Inaltimea (h).
Aria unui paralelipiped dreptunghic cu di- ;
mensiunileL,IsihesteA=2-(L-1+L-h+1-h). L

Arii i volume ale unor corpuri

gﬁ Activitate practica

» Diana doreste sa cumpere o coald de
impachetat, pentru a impacheta o carte in
forma de paralelipiped. Ea ii spune vanza-
torului ca grosimea cartii este de 4 cm, iar
coperta are lungimea de 25 cm, respectiv
latimea de 15 cm. Acesta i spune cd, pen-
tru a Tmpacheta complet cartea dintr-o
singura coald, are la dispozitie doar coli de
forma patrata cu latura de 30 cm, 40 cm,
50 cm si, respectiv, 60 cm, dar i-o reco-
manda pe cea cu latura de 40 cm.

Explicati ce rationament a facut vanzatorul.
in perechi, alegeti un obiect de pe banca si
stabiliti dimensiunile minime ale unei coli
de hartie in care se poate ambala. Puteti
folosi ca obiect manualul de matematica!
> Bogdan este pasionat de plantele aro-
matice. Stie ca, pentru o dezvoltare armo-
nioasa a acestora, ghiveciul trebuie sa fie
proportional
cu dimensi-
unea plantei
si ca este util
sa schimbe
periodic pa-
mantul. Ast-
fel, tufa lui
de lavanda,
care a cres-
cut, necesita
mutarea Intr-un alt vas. A ales unul cubic,
de latura 15 cm, iar acum are nevoie sa
cumpere o punga cu pamant. Vanzatoa-
rea Ti recomanda sa achizitioneze punga
cu cantitatea cea mai mica de pamant, de
2 kg, care corespunde bine unei capacitati
de 2 litri, asigurandu-l ca i va ajunge si
chiar 7i va ramane o parte.

Care sunt informatiile esentiale de care a
tinut cont vanzatoarea? Ce notiuni de ma-
tematica au necesitat?
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Wy Exersdm impreuni!

Un paralelipiped dreptunghic are dimensiunile de 4 m, 2 m si 3 m. Calculati aria lui.

Rezolvare:A=2-(4-2+4-3+2-3) =A=52m>2

Ce semnificatie dam produselor din paranteza? Ce semnificatie dam inmultirii cu 2
a parantezei?

Descompunem paralelipipedul in cuburi de latura 1 m si obtinem astfel 4 -2 -3 = 24
astfel de cuburi, fiecare cu volumul de 1m3. Putem astfel afirma ca volumul paraleli-
pipedului este 24 m3.

In imagine putem observa ca la descompunerea paralelipipedului s-au format, dupa inaltime, 3 straturi,
fiecare strat fiind format din cate 4 - 2 cuburi de laturd 1! Retineti observatia si identificati pe parcursul lectiei
unde poate fi utilizata!

Volumul unui paralelelipiped dreptunghic cu dimensiunile L, siheste V=L-1-h.

7 i si i Aria si volumul prismei drepte
VJ Conventii si notatii $ P P
> Notam, in general, cu A, A si A aria Cubul si paralelipipedul dreptunghic sunt cazuri particulare de prisme.
bazei, aria laterald, respectiv aria totala  Ele au proprietatea ca oricare dintre fete poate fi consideratd bazd, ceea ce
ale unei prisme. nu este valabil, de exempluy, intr-o prisma triunghiulara. Din acest motiv,

» Folosind noile notatii, putem spune ca
pentru un cub aria laterala este A =4[ iar
aria totald este A = 6[% care corespunde
ariei cubului (conform definitiei).

pentru o prisma oarecare facem distinctie intre fetele laterale si bazele
acesteia si, implicit, si intre ariile acestor suprafete.

> Tn cazul unui paralelipiped dreptunghic, Definitie

A =2-(L-h+l-h), in contextul Tn care U

consideram baza fata ale carei dimensiuni Se numeste arie laterald a unei prisme suma ariilor fetelor laterale.
le-am notat cu L si L. Formula ariei laterale Se numeste arie totald a unei prisme suma ariilor tuturor fetelor

poate fi scrisd astfel: A = 2-(L+1) h o prismei.
< A =P, -h, unde am notat cu P, perime-

trul bazei Aria totald a unei prisme este suma dintre aria laterald a prismei si

dublul ariei bazei.

A B' c D X (A

Consideram o prisma dreapta oarecare
ABCD...A’B’C’D’. .. si desfasurarea su-
prafetei laterale a acesteia, prezentata in
figura aldturata. Calculul ariei laterale a
prismei se reduce la calculul ariei drept- 4 B c o X (A)
unghiului AA’X’X (muchia X’X este mu-
chia A’A Tnainte de decupare). Una dintre
laturile dreptunghiului este formata din laturile poligonului bazei, deci lungimea ei este egala cu perimetrul
bazei. Cealalta latura reprezintd muchia laterald a prismei drepte, deci este Inaltimea acesteia.

prisma

perimetrul bazei

‘, Retineti!

Aria laterald a unei prisme drepte este egala cu produsul dintre perimetrul bazei si inaltimea prismei:
A =P, - h,unde P, este perimetrul bazei prismei, iar h este inaltimea acesteia.



Prismad triunghiulara regulatd

D E

h

A B

1
C
A=P heA=3l-h
A=A+2-A
>3

Ab: 4

Consideram o prisma triunghiulara regulata pe care o sectionam cu un

UNITATEA 5

Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Prisma patrulatera regulata

D' @
A L B
I
I
h |
Ab | _ e
A 1 B
A=P,-heA=4l h
A=A+2-A
A=D

plan ce contine doua Inaltimi paralele ale bazelor (planul rosu). Rearan-

jam cele doua corpuri ob-

tinute Tn urma sectionarii,
astfel incat sa obtinem un
paralelipiped dreptunghic.

Prisma triunghiulara
initiala si paralelipipedul
obtinut:

v au aceeasi inaltime;
v"aubaze cu aceeasi arie;
v au acelasi volum.

‘, Retineti!

Prismd hexagonald regulata

|
f |
| [
| [
LR
AL D
B ! C
A=P,-heA=6l-h
A=A+2-A,

Volumul unei prisme drepte este egal cu produsul dintre aria bazei si

inaltimea prismei: V=A, - h

@ Reflectam!

Cand vorbim despre volum ne referim la spatiul ocupat de corp, expri-
mat n unitdti metrice (m3, multipli sau submultipli ai acestuia).

Daca ne referim la o cantitate de lichid cu care sa umplem respectivul
spatiu, vom determina capacitatea corpului, exprimata in litri, multipli

sau submultipli ai acestuia.

Legatura dintre volum si capacitate este obtinutd din relatia: 1dm3 = 11.

_3kv3
Ab_ 2

Orice triunghi se poate transforma prin de-
cupare (in doud sau mai multe parti) si re-
aranjare intr-un dreptunghi. Asadar, orice
prisma triunghiulara dreapta are acelasi
volum cu acela al unui paralelipiped drept-
unghic cu aria dreptunghiului de la baza
egala cu aria triunghiului de la baza pris-
mei triunghiulare, in conditia in care Tnalti-
mile celor doua corpuri sunt egale.
Sectionati o prisma triunghiulara dreapta
cu plane ce contin drepte perpendiculare
pe planul bazei, in patru parti care, prin
realaturare, sa formeze un paralelipiped
dreptunghic! Reduceti intdi problema la un
triunghi oarecare!

Orice poligon poate fi descompus n tri-
unghiuri, deci volumul unei prisme drepte
cu baza un poligon oarecare este egal cu
suma volumelor prismelor triunghiulare
corespunzatoare unei partitionari a bazei
in triunghiuri. Realizati un desen si eviden-
tiati planele de sectiune si prismele triun-
ghiulare obtinute. Comparati cu desenele
altor colegi!
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UNITATEA 5

_ulla Exersim impreuna!

Prisma triunghiulara regulata
ABCDEF are AB=6cm siAD = 8 cm.
Calculati volumul prismei.

D E

h

A B

l
c
62

A :T‘E@Ab =9,/3cm?
V=A -heV=72/3cm3
Capacitatea prismei:

72+/3 cm3 =72+/3-0,001 dm3 =
=0,072+/3 =723 ml

Q observatii

Cand spunem prisma regulata ne referim
atat la baze, care trebuie sa fie poligoane
regulate congruente, cat si la faptul ca mu-
chiile laterale sunt si inaltimi ale corpuri-
lor respective.

O prisma patrulatera regulata
are latura bazei de 8 cm si Tnalti-
mea de 10 cm. Calculati volumul

prismei.
D' C'
A , B
[
[
h [
Ab__ e
_ -~
A 1 B

A =82sA =64cm?

V=A -heV=640cm3

incap 500 ml de apa intr-un vas
cuformasidimensiunile prismei?
640cm3 = 0,640 dm3 =
=0,6401=640ml>500ml

gﬁ Aplicatie practica

Latura bazei unui vas in forma
de prisma hexagonald regulata este
de 12 cm, iar indltimea de 9 cm. Cal-

culati volumul vasului.
F E'
Ae 1 ¢ P
f |
h [ [
[ [
o LR
Al D
B ! C
3-1223
A ==—5-"=oA =216,/3cm?

V=A, -heV=1944+/3 cm3

Verificati dacd se pot pune 3,5 litri
de apa In vas. Folositi in calcul
faptulca1,7<+/3<1,8!

O piulita are, pe exterior, forma de prisma hexagonala,
iar pe interior, forma cilindrica. Care credeti ca sunt mo-
tivele pentru care forma obisnuita a piulitei este aceasta?

Exersati

1. Completati raspunsul pentru a obtine propozitii adevarate:
a) Diagonala unui cub cu latura de 10 cm este egala cu .... cm.
b) Aria unui cub cu latura de 10 dm este egala cu ... dm?2.

¢) Volumul unui cub cu latura de 5 m este ... m3.

d) Daca aria totald a unui cub este egala cu 216 cm?, atunci latura cubului este egald cu ... cm.

e) Daca volumul unui cub este egal cu 216 dm3, atunci latura cubului este egald cu ... dm.

f) Daca diagonala unui cub are lungimea de 4 /3 dm, atunci volumul cubului este egal cu ... dm3.

2.Un cub are aria unei fete de 81 cm?>. Calculati:

a) aria totala a cubului;

b) lungimea muchiei cubului;

3. Diagonala unei fete a unui cub are lungimea de 12 cm. Calculati:

a) lungimea muchiei cubului;

c) aria laterala si aria totala a cubului;

b) lungimea diagonalei cubului;
d) volumul cubului.

¢) volumul cubului.

4.Un cub ABCDA’B’C’D’ are aria sectiunii diagonale ACC’A’ de 64 v2 cm>. Calculati:

a) lungimea muchiei cubului;

c) aria laterala si aria totala a cubului;

b) lungimea diagonalei cubului;
d) volumul cubului.

5. Un cub din lemn cu latura de 20 cm este vopsit pe toate fetele. Taiem cubul in cubulete cu latura de 10 cm.

a) Cate cubulete se obtin?

b) Daca pentru vopsirea cubului initial s-au folosit 480 g de vopsea, ce cantitate este necesara pentru vopsirea
suprafetelor nevopsite ale cubuletelor?
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6. Incap 8 litri de apa intr-un vas in forma de cub care are latura de 21 cm?
7. Un bloc de piatra din granit are forma cubica cu latura de 25 cm. Calculati masa blocului de
granit, stiind ca densitatea acestuia este de 2600 kg/m?.

8. Dintr-un cub de lemn cu latura de 4 dm se indeparteaza dintr-un colt o bucata in forma de
cub culatura de 1 dm. Calculati aria si volumul corpului obtinut.

9. Completati raspunsul pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Diagonala unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 3 cm, 4 cm si 12 cm este egald cu ... cm.

b) Aria unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 5 cm, 8 cm si 10 cm este egala cu ... cm?.

¢) Volumul unui paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile 3 cm, 4 cm si 5 cm este egal cu ... cm3.

d) inaltimea unui paralelipiped dreptunghic care are L = 8cm, | = 6 cm si V = 240 cm3 este egald cu ... cm.

10. Paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’ are AB = 8 cm, BC = 6 cm si AA’ = 3cm. Calculati:
a) lungimea diagonalei; b) volumul paralelipipedului;

¢) aria laterald a paralelipipedului, daca baza acestuia este ABCD;

d) aria laterala a paralelipipedului, daca baza acestuia este ABB’A’.

11. Doua cuburi, fiecare dintre ele cu latura de 5 cm, se asaza unul langa altul astfel incat sa aiba o fata comuna.
Calculati aria totala si volumul corpului obtinut.

12. a) Calculati de cate ori se mareste volumul unui cub daca i se dubleaza latura.
b) Calculati de cate ori se mareste volumul unui paralelipiped dreptunghic daca i se dubleaza indltimea.

13. Baza unui gard are forma unui paralelipiped dreptunghic cu lungimea de 12 m, ldtimea de 25 cm si Tnaltimea
de 30 cm si este realizata din beton. Cati metri cubi de beton au fost necesari pentru constructia ei?

14. Dimensiunile unei cardmizi sunt de 250 mm, 300 mm si 238 mm. Consumul este de 52 de caramizi la un metru
cub de ziddrie. Cat la suta din volumul unui metru cub de zidarie reprezinta mortarul folosit la lipirea caramizilor?

15.Un corp de sticlain forma de paralelipiped dreptunghic ABCDA’B’C’D’ are dimensiunile AB = 20 cm, BC = 30 cm,
AA’ = 60 cm si contine o anumita cantitate de lichid. Daca este asezat cu fata ABCD pe un plan orizontal, atunci
apa se ridica pana la inaltimea de 15 cm. La ce inaltime este apa, daca asezam corpul pe fata:

a) ABB'A’? b) BCC'B’?

16. Sectiunea diagonala ACC’A’ a paralelipipedului dreptunghic ABCDA’B’C’D’ este un patrat cu aria de 144 cm?,
iar BC = 6 cm. Calculati diagonala, aria totald si volumul paralelipipedului.

17. O piscind In formad de paralelipiped dreptunghic are lungimea de 12 m si latimea de 6 m. Datorita caldurii
excesive s-a evaporat apd din bazin, iar nivelul apei a scazut cu 5 cm. Cati hectolitri de apd s-au evaporat?

18. 0 lada cu capac este confectionatd din scandurd cu grosimea de 2 cm, avand forma de paralelipiped dreptun-
ghic. Dimensiunile 13zii, masurate pe exterior, sunt L =1,5m, ! =1,2msi h = 0,6 m. Determinati:

a) volumul interior al 1azii; —
b) masa ldzii goale, stiind cd densitatea lemnului este de 0, 72 g/cms. -
c) Se poate introduce in lada o tija subtire de lungime 2 m, astfel incat sd se inchidd capacul? i

19. Dimensiunile unui paralelipiped dreptunghic sunt direct proportionale cu numerele 3, 4 si
12, iar diagonala acestuia este de 26 cm. Calculati aria si volumul paralelipipedului.

20. Completati raspunsul pentru a obtine propozitii adevarate, folosind, dupa caz, transformari ale unitatilor
de masura:

a) Volumul unei prisme patrulatere regulate, cu latura bazei de 4 cm si indltimea de 0,5 dm, este ... cm3.

b) Diagonala unei prisme patrulatere regulate, cu latura bazei de 4 cm si inadltimea de 4 V2 cm, este ... cm.

¢) Aria laterald a unei prisme patrulatere regulate, cu latura bazei de 4 cm si Inaltimea de 0,5 dm, este ... cm>.

d) Inaltimea unei prisme patrulatere regulate, cu latura bazei de 4 cm iV = 240 cm3, este egald cu ... cm.

e) Latura bazei unei prisme patrulatere regulate, cu Indltimea de 10 cm si A, = 240 cm?, este egald cu ... cm.

f) Daca volumul unei prisme triunghiulare regulate este egal cu 200 m3 si aria bazei este egala cu 10 m?, atunci
lungimea muchiei laterale este egala cu ... m.

g) Daca aria totala a unei prisme triunghiulare regulate, cu latura bazei de 8 cm, este de 448 cm?, atunci lungi-
mea Inaltimii este de ... cm.
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21. Intr-o prisma triunghiulara regulatd, latura bazei este de 6 cm, iar aria laterald este de 108 cm?. Calculati aria
totala si volumul prismei.

22. O prisma triunghiulard regulata are diagonala unei fete laterale de 13 cm, iar latura bazei de 5 cm. Calculati
inaltimea, aria totala si volumul prismei.

23. Aria laterala a unei prisme triunghiulare regulate este de 300 cm? si aria totala este de 50(6 + /3) cm?. Cal-
culati volumul prismei.

24. Aria laterala a unei prisme triunghiulare regulate este de 36 cm? si volumul este de 12 /3 cm3. Calculati aria
totala a prismei.

25. O prisma triunghiulard regulata are fetele laterale patrate cu aria de 32 cm? Calculati aria totala si volumul
prismei.

26. Un cort are forma unei prisme triunghiulare regulate ABCDEF, cu AB = 4 m
siAD=6m.

a) Calculati cantitatea de material necesara pentru confectionarea acestui cort,
tinand cont cd nu se foloseste material pentru fata BCFE (care este pe sol) si ca
10% din material se foloseste la imbinarile cortului.

b) Care este numarul maxim de oameni care pot fi in cort la un moment dat,
daca fiecare persoana care se afld in cort are nevoie de cel putin 2m3 de aer?

27. Intr-o prisma patrulaterd regulatd ABCDA’B’C’D?, A B
perimetrul bazei este egal cu 24 cm, iar diagonala pris-  3) aria bazei 1) 72(1 + 24/2)
mei este egald cu 12 cm. Asociati fiecarui element de pe b) aria laterald 2)72
coloana A valoarea corespunzatoare din coloana B. . o
L c) aria totala 3) 1442

28. Volumul unei prisme patrulatere regulate este de d) volumul 4) 36
288 cm? si latura bazei este de 6 cm. Determinati aria . :

. . 1z ’ e) aria patrulaterului ACC’A’ 5)216 V2
laterala si aria totala. 6) 64

29. Aria laterald a unei prisme patrulatere regulate este
de 196 cm? si volumul este de 343 cm3. Determinati aria totald a prismei.

30.Un cort din panza are forma unei prisme patrulatere regulate, cu latura bazei de 4 m si indltimea de 240 cm.
Cata panza este necesara pentru confectionarea cortului? Se va tine cont de faptul ca se foloseste panza doar
pentru pereti si tavan si 15% din panza este folosita la realizarea Imbinarilor.

31. O prisma patrulatera regulata are muchia bazei de 8 cm si diagonala unei fete laterale de 10 cm. Determinati
aria totala si volumul prismei.

32. Mdsura unghiului dintre diagonala unei prisme patrulatere regulate si planul bazei este de 30°. Determinati
aria totala si volumul prismei, daca muchia bazei este de 4 v2 cm.

33. Completati raspunsul pentru a obtine propozitii adevarate:

a) Volumul unei prisme hexagonale regulate, cu latura bazei de 4 cm si Inaltimea de 6 cm, este ... cm3.

b) Diagonala cea mai lunga a unei prisme hexagonale regulate, cu latura bazei de 4 cm si indltimea de 4 v2 cm,
este...cm.

c) Aria laterala a unei prisme hexagonale regulate, cu latura bazei de 8 cm si Inaltimea de 10 cm, este ... cm?.

d) indltimea unei prisme hexagonale regulate, cu latura bazei de 4 cm si V = 480 /3 cm3, este egald cu ... cm.

e) Latura bazei unei prisme hexagonale regulate, cu inaltimea de 10 cm $i A, = 240 cm?, este egald cu ... cm.

34. O prisma hexagonala regulatd are toate muchiile egale cu 16 cm. Determinati aria totala, volumul si cea mai
lunga dintre diagonalele prismei.

35. 0 bara din aluminiu in forma de prisma dreaptad are baza un hexagon regulat cu latura de 3 cm si lungimea
de 1 m. Stiind ca bara cantareste 6196,5 g, determinati densitatea aluminiului. Folositi in calcule valoarea apro-
ximativa /3 ~1,7.

36. Consideram prisma hexagonala regulata ABCDEFA’B’C’D’E’F’, AB = 5cm, 1n care masura unghiului dintre
AC’ siplanul bazei este de 30°. Determinati indltimea, aria totala si volumul prismei.
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Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Aria si volumul piramidei si ale trunchiului de piramida regulata

Aria si volumul piramidei

& Ne amintim:

O piramida are fetele laterale triunghiuri, iar baza un poligon.

Definitie
Aria laterald a unei piramide este suma ariilor fetelor laterale.

Aria totald a unei piramide este suma ariilor tuturor fetelor.
Aria totala este suma dintre aria laterala si aria bazei.

_ulla Exersim impreuna!

Consideram piramida patrulatera regulatad v
VABCD, cu AB = 10cm si apotema VM = 6cm,
M mijlocul laturii BC. Calculati:
a) aria AVBC;
b) aria laterala a piramidei; C
c) aria totala a piramidei.
Rezolvare. a) Baza ABCD este patrat, deci
BC = AB = 10cm si VM este indltime in AVBC, A B

_BC-VM
asadarA, . =—5 — <A

b) Intr-o piramida regulata fetele laterale sunt triunghiuri congru-
ente, deciA = 4-A, ;.= A =120cm>
QA =100cm?, deciA = A +A

— 2
ABCD ~ AB <:>14ABCD ABCD

avee = 30 cm2.

<A =220cm>

‘, Retineti!

Aria laterald a unei piramide regulate este egala cu jumatate din pro-

P, -a
dusul dintre perimetrul bazei si apotema piramidei: A, = %, unde am
notat cu P, perimetrul bazei si cu a, apotema piramidei.

_ally Exersdm impreuni!

In piramida hexagonald regulatd VABCDEF, latura bazei este de
8 cm, iar Inaltimea de 3 /3 cm. Calculati aria lateralad si aria totala a sa.

Rezolvare.

In hexagonul regulat ABCDEF, apotema OM = 4 /3 cm; apotema pira-
midei, VM, calculata din triunghiul dreptunghic VOM, este VM = 5/3 cm.

VM

P .
A =2 = A =120+/3cm?

1 2
A =96\3cm?iarA =A+A > A =216./3cm>

Vj Conventii si notatii

La piramida notam, in general, cu A, A si
A, aria bazei, aria laterala, respectiv aria
totald, acestea fiind in relatia: A =A +A,

@ Reflectam!
in problema alaturatd, sa notam cu [
lungimea laturii patratului si cu a, apo-
tema piramidei. Aria fetei VBC va fi egala

9

l-a
=, =

=2-1-a, Baza piramdei fiind un patrat, 4

iar aria lateralda va fi A = 4 -

P,-a
reprezinta perimetrul bazei, deci A = ”2 2,

in care am notat cu P, perimetrul bazei.

Se modifica aceasta formula daca poligo-
nul bazei este un triunghi echilateral? Dar
daca este un hexagon regulat sau un poli-
gon regulat oarecare?

gﬁ Activitate practica

Dintr-un carton mai gros construiti o pi-
ramida patrulatera regulata, fara a lipi si
baza, si o prisma patrulatera regulata, fara
baza superioara, ambele cu aceeasi Tnal-
time si cu bazele patrate congruente. Um-
pleti piramida cu nisip si varsati continutul
in prisma. Repetati TN

operatia pana cand T
prisma se umple. :
Ce constatati?
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UNITATEA 5

Consideram un cub ABCDEFGH si pirami-
dele patrulatere EABCD, EBCGF si ECGHD.
Observati Tn desenul urmator modul in
care cele trei piramide compun cubul. Jus-
tificati congruenta celor trei piramide si
observati ca volumul fiecareia dintre ele
este egal cu o treime din volumul cubului.

H G

T

G

E

a0

5 C

E
A

A

@ Reflectam!

in clasele anterioare ati Tnvatat ca pentru
calculul ariei unui triunghi putem folosi
oricare dintre laturile sale, asociind Tnal-
timea corespunzatoare. Mai mult, folosind
formula ariei triunghiului ati dedus ca
ndltimile unui triunghi sunt invers propor-
tionale cu lungimile laturilor corespunza-
toare:a-h =b-h =c-h.

Deduceti o regula si o formula asemana-
toare pentru un tetraedru.

‘, Retineti!

Volumul unei piramide este o treime din produsul dintre aria bazei si
indltimea piramidei.
= 2o

3

_ulla Exersdm impreuni!

1. In piramida triunghiulard regulatd VABC se cunosc latura bazei
AB =12 cm si muchia laterala VA = 8 cm. Calculati aria laterala, aria totala
sivolumul piramidei.

Rezolvare. Fie M mijlocul segmentului BC si VM apotema piramidei.
Calculand VM 1n triunghiul dreptunghic VMB: VM = 2./7 cm (verificati!)
A,:M:A,:36\/7cm2;Ab:36\/§cm2, vV
deciA, =36(y/7 ++/3)cm2

Pentru calculul volumului este necesar sa
determindm Inaltimea piramidei.

In triunghiul echilateral ABC:

AM = 63 cm, deci AO = %AM = 4+/3cm.
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul A% c

dreptunghic VOA, obtinem VO = 4 cm. Asadar M

V:M = V=483 cm3. B
2. Consideram cubul ABCDA’B’C’D’ cu la- D' o
tura de 6 cm. '
a) Calculati volumul tetraedrului B’ABC. A
b) Calculati distanta de la punctul B la pla-
nul (B’AC).
Rezolvare. ~
a) Tetraedrul B’ABC, cu baza triunghiul — pl&=
dreptunghic ABC, are indltimea B’B = 6 cm;

1 _ R A B'B
Apnee =3 Aapep = 18cm? = Ve = 3 = Vpasc

=36 cm3.

b) Distanta de la B la planul (B’AC) reprezinta inaltimea corespun-

zatoare bazei B’AC in tetraedrul B’ABC, pe care o notam cu h. Folosind
_ AAB‘AC -h
'ABC T 3

©36= w siobtinem h = 2/3 cm, deci d(B, (B’AC)) = 2/3 cm.

valoarea volumului calculatd la punctul anterior, avemn V,
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Aria si volumul trunchiului de piramida regulata

& ne amintim:

Corpul geometric format prin sectionarea unei piramide cu un plan
paralel cu baza si inlaturarea piramidei mici obtinute se numeste trunchi
de piramidd.

Intr-un trunchi de piramida regulata:

v fetele laterale sunt trapeze isoscele congruente;

v Tnaltimea unei fete laterale este apotema trunchiului;

v Tnaltimea trunchiului de piramida este determinata de centrele ba-
zelor acestuia.

Conform notatiilor din desenul alaturat, au loc egalitatile:

“/ﬁ = AAg = “/g = \‘//_11\&’ = k, unde k reprezinta raportul de asemdnare dintre
lungimile corespunzatoare din piramida obtinutd prin sectionare si pi-
ramida initiala. Raportul este util in calcule si rationamente care implica
cele trei corpuri (cel initial si cele obtinute prin sectionare).

_ulln Exersim impreuni!

Trunchiul de piramida patrulatera regulata ABCDA’B’C’D’ este obtinut
prin sectionarea piramidei patrulatere regulate VABCD cu un plan paralel cu
baza. Punctele O si O’ sunt centrele celor doua baze, AB = 12c¢m, A’B’ = 4cm si
AA’ = 8 cm. Calculati:

a) aria fetei BCC’'B’;

b) aria laterala a trunchiului de piramida;

¢) Inaltimea 00’ a trunchiului de piramida;

d) inaltimea piramidei VABCD;

e) volumul piramidei VA’B’C’D’;

f) volumul trunchiului de piramida.

Rezolvare. Observati desenul aldturat si cele doua trapeze dreptunghice evi-
dentiate. Recapitulati etapele de calcul al elementelor in trunchiul de piramida.

a) Notand cu M si M’ mijloacele segmentelor BC, respectiv B’C’, segmentul MM’ reprezinta apotema trun-
chiului de piramida, dar si inaltimea trapezului BCC’B’.

M’M = 4+/3 cm (verificati calculele!), A, .., = w = Agop = 324/3 cm2

b)Al:4-AB

= A, =128 /3 cm? si observam ca:

(4-BC+4-B'C) -M'M S A = (Pigep * Pupep) - M'M
2 17 2 .

CC'B’

BC+B'C’) -M'M
(BC+B'O) MM

A=t

¢) 0’0 = 4 V2 cm (verificati calculele!).

d) Folosim relagiav—(y =AB VO-4v2 _ %, deci VO = 6 V2 cm.

VO - AB Vo
e) Vi pop = 323\5 cm3 (verificati!).
f) Pentru a calcula volumul trunchiului de piramida, vom scadea din volumul piramidei VABCD volumul pira-
midei VA’B'C’D’: V,, ... = 2882 cm3, deci V - 832V2 s

VABCD ABCDA'B'C’'D’ 3
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‘, Retineti!

Reflectam! . 3 . . o .
Aria laterald a unui trunchi de piramidd reqgulatd se poate calcula

. < (P,+P) -a . . .
> Calculati raportul de asemanare al  cu formula A =—"—"—", unde am notat cu P, si P, perimetrul bazei
celor doud piramide din problema anteri- mari, respectiv perimetrul bazei mici, iar cu a, apotema trunchiului de

oara, precum si raportul volumelor lor. Ce
constatati?
> Ne amintim ca raportul ariilor a doua

piramida.
Aria totald a unui trunchi de piramidd este suma dintre aria laterala si

triunghiuri asemenea este egal cu patratul ariile celor doud baze.
raportului de asemanare. Formulati o pro- A = A +A, + A, unde am notat cu A, si A, aria bazei mari, respectiv
pozitie analoaga pentru volumul a doua aria bazei mici.
piramide asemenea si verificati relatia fo- : : : e _h
Volumul unui trunchi de piramidd este V=3 (A, +A, + /A, -A),unde h

losind datele din problema anterioara. e o L . 2
reprezinta inaltimea trunchiului de piramida.

4 Exersati
y Aria si volumul piramidei

1. Completati raspunsul pentru a obtine propozitii adevarate:

‘ a) Aria laterala a unei piramide patrulatere regulate, care are toate muchiile de lungime

- 8 cm, este egald cu ...cm?2.

- b) Aria laterala a unei piramide triunghiulare regulate, care are muchia bazei de 7 cm si
- apotema de 6 cm, este egald cu ... cm>

¢) Volumul unei piramide triunghiulare regulate, cu latura bazei de 10 cm si Tnaltimea de 12 cm, este egal cu ... cm3.

d) Aria totala a unei piramide patrulatere regulate, cu latura bazei de 6 cm siinaltimea de 3 cm, este egala cu ...cm>

e) Aria laterald unei piramide patrulatere regulate, cu latura bazei de 8 cm siTnaltimea de 3 cm, este egala cu...cm>

f) Indltimea unei piramide patrulatere regulate, cu latura bazei de 4 cm si V = 16 cm3, este egald cu ... cm.

g) Latura bazei unei piramide hexagonale regulate, cu apotema de 10 cm si A, = 240 cm?, este egald cu ... cm.

h) Volumul unei piramide patrulatere regulate, cu apotema de 5 cm si apotema bazei de 4 cm, este egal cu ... cm3.

i) Inltimea unei piramide patrulatere regulate cu latura bazei de 8 cm si aria totald de 228 cm? este egald cu ... cmn.

2. 0 piramida patrulatera regulata are latura bazei de 4 cm si muchia laterala de 6 cm. Calculati aria laterald, aria
totala si volumul piramidei.

3. In piramida patrulater regulata VABCD, O si E sunt centrul bazei piramidei, respectiv mijlocul segmentu-
lui AB. Daca VE = 20 cm si VO = 12 cm, calculati:

a) aria totala a piramidei; b) volumul piramidei.

4. O piramida triunghiulard regulata are indltimea de 12 cm si apotema de 13 cm. Calculati aria totala si volumul
piramidei.

5. In piramida patrulatera regulata VABCD, AB = 8 V2 cm, iar masura unghiului dintre VA si (ABC) este de 60°.
Determinati:

a) lungimea muchiei laterale;

b) indltimea piramidei;

c) aria lateralg;

d) volumul piramidei.

6. Un tetraedru regulat are aria totala de 144 /3 cm2 Calculati inaltimea si volumul piramidei.

7. O piramida triunghiulara regulatd are muchia laterala de 6 cm si Inaltimea de 3 cm. Calculati aria totala si
volumul piramidei.

8. 0 piramida triunghiulard regulata are muchia laterala de 6 /13 cm si latura bazei de 36 cm. Calculati aria to-
tala si volumul piramidei.
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9. Intr-o piramida triunghiulara regulata, apotema bazei este de 4 /3 cm, iar apotema piramidei este de 8 cm.
Calculati lungimea laturii bazei, aria totala si volumul piramidei.

10. Intr-o piramida triunghiulard regulata, aria laterala este de 648+/3 cm?, iar apotema piramidei este de
124/3 cm. Calculati lungimea laturii bazei, aria totala si volumul piramidei.

11. In piramida patrulaterd regulati SABCD, sectiunea axiald SAC este un triunghi
echilateral cu aria de 36 /3 cm?. Determinati:

a) muchia bazei; b) Inaltimea piramidei;

¢) aria laterald a piramidei; d) volumul piramidei.

12. In figura aldturata este reprezentatd schematic o bucata de tabla. Patrulaterul
este un patrat, iar cele patru triunghiuri sunt echilaterale. Prin indoirea tablei dupa
laturile patratului obtinem o piramida. Calculati aria suprafetei de tabla folosite si
volumul corpului obtinut, stiind ca latura patratului este de 10 cm.

13. O fabrica de lactate ambaleaza laptele in cutii de carton in forma de tetraedru re-

gulat cu latura de 12 cm.

a) Calculati suprafata de carton necesara pentru realizarea unei cutii, tindnd cont de faptul ca, in timpul fabrica-
rii acesteia, se pierde 10% din materialul folosit. Aproximati prin adaos la un numar intreg rezultatul.

b) Pe cutie este scris: Continut lapte — 200 ml. Incape cantitatea de lapte precizata in cutie?

Se vor folosi 1n calcule valorile aproximative pentru urmatorii radicali: /3 ~ 1,7, V2 ~ 1, 4.

14. In laboratorul unei cofetarii se fabricd bomboane din ciocolata
in forma de piramida patrulatera regulata cu latura bazei de 4 cm
si Inaltimea de 5 cm. Pentru aceasta se foloseste o matritd In care
se toarna ciocolata topita. Ciocolata din care se fabrica bomboanele
se aduce la cofetarie in calupuri (bucdti) in forma de paralelipiped
dreptunghic cu dimensiunile 30 cm, 20 cm si 11 cm.

a) Calculati cate bomboane de ciocolata se obtin dintr-un calup,
stiind ca in timpul fabricatiei se pierde 10% din cantitatea de
ciocolata.

b) Fiecare bomboana este acoperita In totalitate cu staniol, pierde-
rile fiind de 10%. Calculati suprafata minima de staniol necesara la
impachetarea unei bomboane. Se recomanda folosirea calculatoru-
lui si rotunjirea rezultatului final la un numar Intreg.

¢) Ambalarea bomboanelor se face in forma de piramida patrulatera regulatd, bomboanele fiind asezate pe 4
straturi suprapuse, pe fiecare strat fiind dispuse intr-o retea de patrate, cu latura de 1, 2, 3 si respectiv 4 locuri.
Cate ambalaje sunt necesare pentru a depozita bomboanele rezultate din prelucrarea unui calup (considerand
doar ambalajele care vor fi umplute la maximum cu bomboane)? Cate calupuri sunt necesare pentru a umple la
maximum ambalaje, fard a ramane nicio bomboana neambalata?

e

15. Un cort dintr-un parc de distractii are forma unei piramide hexagonale regulate cu latura bazei de 6 m si
inaltimea de 5 m.

a) Verificati daca au fost suficienti 155 m> de material pentru confectionarea cortului, tinand cont de faptul ca au
existat pierderi de 15% din material in timpul confectionarii (se recomanda folosirea

calculatorului).

b) Calculati volumul de aer din interiorul cortului.

16. Corpul de lemn din figura alaturatd are la bazad o prisma patrulaterd regulatd si
deasupra o piramida patrulatera regulata. Latura bazei prismei este de 8 cm, Tnalti-
mea prismei de 6 cm, iar indltimea Intregului corp este de 9 cm.

a) Calculati masa corpului, stiind ca densitatea lemnului este de 750 kg/m?.

b) Pentru 100 cm? de suprafata se folosesc 20 g de vopsea. Calculati cantitatea minima
de vopsea necesara pentru vopsirea a 10 astfel de corpuri.
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Aria si volumul trunchiului de piramidd requlatd

17. Intr-un trunchi de piramida patrulatera regulatd ABCDA’B’C’D’, latura bazei mari
este AB = 18 cm, latura bazei mici este A’B’ = 6 cm, iar apotema trunchiului are lungi-
mea de 12 cm. Calculati:

a) tnaltimea trunchiului de piramidg;

b) aria laterald a trunchiului de piramida;

¢) aria totala a trunchiului de piramida;

d) volumul trunchiului de piramida;

e) Inaltimea si volumul piramidei din care provine trunchiul de piramida.

18. Un trunchi de piramida patrulatera regulatd are aria laterald egald cu 160 /3 cm?, apotema de 26 cm si
latura bazei mici de 8 v2 c¢m. Calculati:

a) Tnaltimea trunchiului, latura bazei mari si muchia laterala a trunchiului;

b) volumul trunchiului de piramida;

c) aria laterala a piramidei din care provine trunchiul.

19. Intr-un trunchi de piramida patrulaterd regulatd, aria lateral3 este egald cu 180 cm?, iar laturile bazelor au
lungimile de 12 cm, respectiv 6 cm.

a) Calculati apotema si inaltimea trunchiului de piramida.

b) Cati litri de apa sunt necesari pentru a umple un recipient cu forma si dimensiunile trunchiului de piramida
de mai sus?

¢) Calculati aria totala si volumul piramidei din care provine trunchiul.

20. Un trunchi de piramida patrulatera regulata, ABCDA’B’C’D’, are latura bazei mari de 20 cm, Tnaltimea de
8 cm si volumul de 1664 cm3. Calculati:

a) latura bazei mici a trunchiului de piramida;

b) aria laterala a trunchiului de piramida;

¢) aria totala a trunchiului de piramida;

d) volumul piramidei din care provine trunchiul.

21. Un trunchi de piramida triunghiulara regulata are laturile bazelor de 12 cm, respectiv 6 cm si apotema de
2/3 cm. Calculati indltimea, muchia, aria laterala, aria totald si volumul trunchiului de piramida.

22. Intr-un trunchi de piramida triunghiulara regulata, laturile bazelor sunt de 12 cm si 8 cm, iar inaltimea este
de 2 cm. Calculati apotema, muchia laterald, aria totala si volumul trunchiului de piramida.

23. Intr-un trunchi de piramida triunghiulard regulatd ABCA’B’C’, cu latura bazei mari de 12 cm si latura bazei
mici de 6 cm, volumul este de 126 /3 cm3. Calculati:

a) Inaltimea trunchiului de piramidg;

b) apotema trunchiului de piramidg;

c) aria laterala si aria totala.

24. Intr-un trunchi de piramida triunghiulara regulata, latura bazei mari este de 9 cm, apotemna este de 2 /3 cm,
iar aria laterala este de 45 /3 cm?. Calculati:

a) latura bazei mici si muchia laterala a trunchiului de piramida;

b) aria totala si volumul trunchiului de piramida;

c) aria laterala si volumul piramidei din care provine trunchiul de piramida.

25. Un tetraedru regulat ABCD, AB = 12.cm, se sectioneaza cu un plan paralel cu fata BCD, astfel Incét distanta de la
varful A la planul de sectiune s fie de v/6 cm. Calculati aria laterald si volumul trunchiului de piramida care se obtine.
26. O piramida patrulatera regulatd VABCD are latura bazei mari egala cu 8 cm si Inaltimea de 12 cm.

a) Calculati aria laterald si volumul piramidei.

b) La ce distanta de varful piramidei trebuie construit un plan paralel cu planul bazei, astfel incat raportul dintre
volumul piramidei mici formate si volumul trunchiului de piramida obtinut sa fie %?
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27. Intr-un trunchi de piramida hexagonald regulatd laturile bazelor sunt de 12 cm, respectiv 8 cm, iar apotema
este de 4/3 cm. Calculati:

a) Inaltimea trunchiului de piramidg;

b) aria laterala si volumul trunchiului de piramida;

¢) aria laterala si volumul piramidei din care provine.

28. Piramida hexagonala regulata VABCDEF, AB = 6 cm si VA L VD, se sectioneaza cu un plan paralel cu baza, ob-
tinandu-se un trunchi de piramida hexagonala regulata ABCDEFA’B’C’D’E’F’, cu A’B’ = 3 cm. Calculati:

a) apotema si Tnaltimea trunchiului de piramida;

b) aria laterala si volumul trunchiului de piramida;

c) aria laterala si volumul piramidei VABCDEF.

29. O piramida hexagonald regulata are latura bazei de 20 cm si Inaltimea 75% din latura bazei.

a) Calculati aria laterald si volumul piramidei.

b) La ce distanta de varf trebuie facuta o sectiune paralela cu baza, astfel Incat raportul volumelor celor doua
corpuri formate sa fie %? Calculati dimensiunile trunchiului de piramida.

30. Un obiect in forma de trunchi de piramida patrulatera regulata se depoziteaza intr-o cutie in forma de para-
lelipiped dreptunghic, cu volum cat mai mic. Bazele trunchiului sunt de 12 cm si 8 cm, iar Tnaltimea acestuia este
de 5 cm. Cat la sutd din volumul cutiei ocupa obiectul?

2 Stiati ca?

Piramida lui Keops, denumita si Marea Piramida:

- este una dintre cele sapte minuni ale lumii antice;

- a fost construita intre anii 2700 — 2500 1.H;

- timp de 43 de secole, pana la construirea Turnului Eiffel, a fost cea mai Tnalta constructie din lume (139 m);

- in constructia ei s-au folosit circa 2,3 milioane de blocuri de piatra (fiecare cantarind circa 2,5 t), aduse de
la aproximativ 845 km departare;

- fiecare fatada este orientatd cu precizie spre cate un punct cardinal: N, E, V, S;

- este asezata exact pe paralela de 30°, cea care separa in mod egal uscatul de apa;

- diagonalele prelungite ale sale traverseaza centrul fiecarui continent.
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UNITATEA 5

Aria si volumul cilindrului circular drept, ale conului circular drept
si ale trunchiului de con circular drept

Aria si volumul cilindrului circular drept

g# Activitate practica

Dintr-un carton mai gros construiti un ci-
lindru circular drept cu raza bazei de 10 cm
si o prisma dreapta cu baza un dreptunghi
cu dimensiunile de 20 cm si 15,7 cm, am-
bele cu aceeasi inaltime. La niciunul dintre
corpuri nu lipiti baza superioara. Umpleti
unul dintre corpuri cu nisip si varsati conti-
nutul in celalalt
corp. Ce consta-
tati? Observati
ca ariile bazelor
celor doua cor-
puri sunt apro-
ximativ egale.

Q observatii

Din punct de vedere al determinarii ma-
tematice a valorilor ariilor de la exercitiul
rezolvat 1, rezultatele 1200t si 2000 m re-
prezinta raspunsul corect. Din punct de
vedere al utilizarii practice, dupa caz, se
utilizeaza diferite aproximari ale numaru-
lui irational .

Exprimati ariile anterioare folosind dife-
rite aproximari ale numarului ! Comparati
valorile obtinute la utilizarea diferitelor
aproximari si alegeti una potrivita pentru
a cumpara o cantitate de vopsea necesara
acoperirii suprafetei totale a cilindrului, sti-
ind ca se consuma 0,4 kg de vopsea la 1 m2

Observati o cutie de conserva de forma cilin-

dru circular drept, care are lipita o etichetd pe toata

G suprafata laterala. Locul de imbinare a marginilor

etichetei apare sub forma unui segment, acesta re-

prezentand atat o generatoare a cilindrului, notata G,

cat si o Tnaltime a cilindrului, h. Taiati eticheta dupa

linia de imbinare si desfdasurati-o. Obtineti astfel

desfasurarea cilindrului circular drept sub forma

unui dreptunghi. Amintiti-va ce reprezinta in cilin-
2mR drul initial cele doua dimensiuni ale desfasurarii!

‘, Retineti!

mAria laterald a unui cilindru circular drept este egala cu aria desfasu-
rarii suprafetei laterale a acestuia.

A =27R -G, R este raza bazei, G este generatoarea cilindrului.

Aria totald a unui cilindru circular drept este egala cu suma dintre aria
laterala si dublul ariei bazei.

A=A+2A & A=21RG+2mR*>& A =27R- (R +G)

m Volumul unui cilindru circular drept se calculeazd cu formulaV=A4A, -h
(V=mR>h), unde am notat cu A, aria bazei si cu h indltimea cilindrului.

_ulla Exersim impreuna!

1. Calculati aria laterala si aria totala pentru un cilindru circular drept
curaza de 20 dm si generatoarea de 30 dm.

Rezolvare. A, = 27RG = A, = 1200tdm? A = TR? = A, = 4007 dm?
A=A +2A > A =2000rdm?

2. Conductele din figura alaturatd sunt rea-
lizate din polietilena (material plastic) si sunt
destinate transportului de apa. Fiecare dintre ele
are diametrul exterior de 30 cm si cel interior de
26 cm, iar lungimea este de 4 m. Estimati masa
unei tevi, stiind cd densitatea materialului folo-
sit este de 0,97 g/cm3. Folositi in calcul 7w ~ 22/7.

Rezolvare. Pentru a calcula volumul de material folosit, scadem din
volumul cilindrului exterior volumul cilindrului interior.

V,=mtR2heV =m-152.400<V, =900007 cm3.
V,,=mwR: heV, =m- 132400V, =676007cm3.
Vi ateriat = Voyr = Vige = 22400 CcmM3= V-~ 70 400 cm3, deci masa

aproximativa a conductei este 70400 cm3 - 0,97 g/cm? = 68, 288 kg.
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Aria si volumul conului circular drept

& ne amintim:

Un con circular drept se obtine prin infasurarea unui sector de cerc.
Razele care marginesc sectorul determind, prin lipire, o generatoare a
conului.

Masura unghiului la centru corespunzator sectorului de cerc se deter-
mina din formula n°= 360°- %, unde R este raza bazei si G este generatoa-

rea conului.

‘, Retineti!

Aria laterald a unui con circular drept este egald cu aria desfasura-
rii suprafetei laterale a acestuia. Ea se calculeazd cu formula A, = 7RG,
unde R este raza bazei si G este generatoarea conului.

Aria totald a unui con circular drept este egala cu suma dintre aria
laterala si aria bazei conului.

A=A +A <A =7nRR+G).

,, Retineti!

Volumul unui con circular drept este egal cu o treime din produsul

. . . e e A YLe . 2
dintre aria bazei conului si Indltimea acestuia: V = %h

_ully Exersam impreuna!

Intr-un con circular drept generatoarea este
de 10 cm, iar raza bazei de 6 cm. Calculati aria la-
terald, aria totald si volumul conului.

Rezolvare.

A=mRG=>A=7-6-10=>A =607 Ccm?

A =TTR*=>A =36cm?= A = 967 cm?2

In triunghiul dreptunghic VOB, <0 = 90°, avem:
V0> + BO> = VB> = V0> =100 - 36 = VO = 8 cm, deci
indltimea conului este de 8 cm.

A -h
V="t

= V=967 cm?3.

Q Observatie

Putem construi un con drept cu raza bazei de 6 cm si generatoarea de
5 cm? Explicati, eventual folosind decupaje de sectoare de cerc cu raza de
5 cIm.

> Recapitulati calculul ariei unui sector de
cerc corespunzator unui unghi la centru cu
masura de n°. Justificati formula ariei late-
rale a unui con circular drept. Identificati
un triunghi dreptunghic si stabiliti o lega-
tura matematica, folosind teorema lui Pita-
gora, intre elementele unui con, R, G si h.

» Imaginati-va un experiment bazat pe
figura urmatoare, prin care sa comparati
volumele celor doua corpuri, stiind ca au
aceeasi naltime si baze de suprafete egale.

Ve




Arii si volume ale unor corpuri geometrice UNITATEA 5

Aria si volumul trunchiului de con circular drept

9 Ne amintim!

Corpul geometric obtinut prin sectionarea unui con cu un plan paralel
cu baza si inlaturarea conului mic obtinut se numeste trunchi de con.
. o . s VA A0 VO A
Observati desenul alaturat si egalitatile 1~ = <5~ = 75 = k, precizand

ce semnificatie asociem valorii k!

@ Reflectam!

Trunchiul de piramida regulata si trunchiul de con circular drept se obtin prin
acelasi procedeu — sectionarea unei piramide regulate, respectiv a unui con circu-
lar drept cu un plan paralel cu baza. in figura aldturata sunt reprezentate un trunchi
de piramida regulata si un trunchi de con circular drept, asezate astfel incat bazele
trunchiului de con sa fie cercuri circumscrise bazelor trunchiului de piramida. Cu
cat numarul de laturi ale bazelor trunchiului de piramida este mai mare, cu atat va-
lorile pentru aria si volumul trunchiului de piramida aproximeaza mai bine valorile
pentru aria si volumului trunchiului de con.

‘, Retineti!

Aria laterald a unui trunchi de con circular drept se poate calcula cu formula A, = 7G(R + r), unde am notat cu
G generatoarea trunchiului de con si cu R si r raza bazei mari, respectiv raza bazei mici.

Aria totald a unui trunchi de con circular drept este suma dintre aria laterala si ariile celor doua baze.

A=A +A, + A, unde am notat cu A, si A, aria bazei mari, respectiv aria bazei mici, formula echivalentd cu

A =7nGR+r1) + T(R> +1?).
Volumul unui trunchi de con circular drept este V = ”Th(RZ + 12+ R - 1), unde h reprezinta Inaltimea trunchiului

de con.

_ully Exersam impreuna!

Vaza din figura alaturatd, avand forma unui trunchi de con circular
drept, este confectionata din ceramica si este smaltuita atat la interior,
cat sila exterior. In urma masurétorilor, s-au obtinut urmatoarele valori:

v'labaza mare — diametrul exterior de 12,5 cm, cel interior 12 cm;

v labaza micd — diametrul exterior de 8,5 cm, cel interior 8 cm;

v generatoarea — la exterior 11,5 cm, la interior 11 cm.

Calculati, folosind calculatorul si aproximarea 7 ~ 22/7:

a) suprafata smaltuita;

b) volumul de apa continut, stiind ca vaza se umple In proportie de 80%. F .

Rezolvare. Pentru exterior: A = 7 -11,5- (6,25 + 4,25) ~ 379,5cm? si
A =T - 4,25%~56,8 cm? Pentru interior: A ~ 345, 7 cm?, iar aria bazei mici A, ~ 50,3 cm?2. in concluzie, suprafata
smaltuita are aria aproximativ egala cu 823,3 cm?>.

Se calculeaza Tnaltimea interioara (adancimea vazei): h = 3/13 cm; volumul V ~ 861 cm3, deci volumul de apa
este aproximativ 689 cms3.
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Exersati

Cilindru circular drept

1. Un cilindru circular drept are raza bazei de 6 cm si Inaltimea de 8 cm. Calculati:

a)A; Db)A; oV, d)lungimea diagonalei sectiunii axiale.

2. Raza unui cilindru circular drept este de 12 cm, iar aria laterala este 1207 cm2. Calculati aria
sectiunii axiale, volumul si aria totala a cilindrului.

Pentru exercitiile 3-4, completati spatiile punctate cu rdspunsul corespunzdtor pentru a obtine pro-
pozitii adevdrate.

3. Aria laterala a unui cilindru circular drept este de 967 cm?, iar generatoarea este de 80 mm.

a) Raza cilindrului este egala cu ... cm. b) Aria bazei cilindrului este egald cu .... cm?2.
¢) Aria totald a cilindului este egala cu ... cm?. d) Volumul cilindrului este egal cu ... cm3.

4. Daca volumul unui cilindru circular drept este de 7687 cm3, iar aria laterala este de 1927 cm?, atunci aria
totala a acestuia este egala cu ... cm>.

5. Un cilindru circular drept are desfasurarea suprafetei laterale un dreptunghi cu lungimea egala cu 107 cm si
latimea de 4 cm.

a) Desenati cilindrul.

b) Demonstrati cd raza bazei cilindrului are lungimea egala cu 5 cm.

¢) Calculati aria laterald, aria totala si volumul cilindrului.

6. Dintr-o coala de carton in forma de dreptunghi, cu dimensiunile de 33 cm si 22 cm, se Infasoara un cilindru
circular drept. Calculati aria totald si volumul cilindrului, folosind in calcul 7 = 22/7. Tineti cont de faptul cd sunt
doua posibilitati de calcul!

7. Sectiunea axiald a unui cilindru circular drept este un patrat cu latura de 12 cm. Calculati aria totala si volumul
cilindrului.

8. Desfasurarea suprafetei laterale a unui cilindru circular drept este un patrat cu latura 67 cm. Calculati volu-
mul cilindrului.

9. Calculati volumul unei pietre stiind ca, daca o scufundam complet in apa Intr-un vas cilindric (circular drept)
cu raza de 14 cm, nivelul apei se ridicd cu 2 cm. Folositi in calcul 7 = 22/7. Calculati masa pietrei stiind ca densi-
tatea acesteia este de 1,6 glcms3.

ginea aldturata si s-au obtinut 51 cm. Indltimea ei (mé&surata in interior) este de
10 cm. Incap 2 litri de apa In oala? Folositi in calcul aproximatia 7 ~ 3,14. Realizati
un astfel de experiment pentru una dintre oalele de acasa si verificati calculele fo- S
losind un recipient gradat pentru a masura cantitatea de lichid care Incape in oala.

10. Cu ajutorul unui metru de croitorie a fost mdsurata circumferinta oalei din ima- -
—ell
‘ g

11. Cum putem face sa pastram Intr-un pahar cilindric o cantitate de apa ce reprezinta jumatate din capacitatea
acestuia?

Con circular drept
12. Un con circular drept are raza bazei de 3 cm, iar generatoarea de 5 cm. Calculati Tnaltimea,
aria totala si volumul conului.

13. Generatoarea unui con circular drept este de 12 cm, iar Indltimea este de 6 cm. Calculati aria
totala si volumul conului.
14.Un con circular drept are raza bazei de 4 cm si inaltimea de 4 cm. Calculati aria laterala, aria
totala si volumul conului.
15. Intr-un con circular drept, raza si Indltimea sunt direct proportionale cu 3 si 4, iar volumul conului este egal
cu 967 cm3. Calculati aria totald a conului.
16. Aria laterald a unui con circular drept cu raza de 6 cm este egald cu 727 cm> Calculati aria totala si volumul
conului.
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17. Aria sectiunii axiale a unui con circular drept este 12 cm?2. Stiind ca indltimea conului este de 4 cm, calculati
generatoarea si volumul conului.

18. Intr-un con circular drept, aria laterald este egald cu 967t cm?, iar aria totald este egald cu 1607 cm?. Calculati
raza, generatoarea, indltimea si volumul conului.

19. Intr-un con circular drept cu diametrul bazei de 10 cm, masura unghiului dintre o generatoare si planul bazei
este de 60°. Calculati aria laterald, aria totala si volumul conului.

20. Sectiunea axiald a unui con circular drept este un triunghi dreptunghic cu cateta de 8 cm. Calculati aria late-
rald, aria totala si volumul conului.

21. Un con circular drept se obtine din Infasurarea unui sector de cerc cu masura unghiului la centru de 120° si
raza de 18 cm. Completati spatiile punctate cu raspunsul corespunzator pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Raza conului este egala cu ... cm. b) Generatoarea conului este egala cu ... cm.
c) Indltimea conului este egald cu ... cm. d) Aria laterala a conului este egala cu ... cm?2.
e) Aria totald a conului este egala cu ... cm> f) Volumul conului este egal cu ... cm3.

g) Aria sectiunii axiale a conului este egala cu ... cm?>.
h) Cosinusul unghiului format de o generatoare cu planul bazei este egal cu ... .
i) Distanta de la centrul bazei la o generatoare este egala cu ... cm.

22. O foaie de tabld are forma unui sector de cerc cu masura unghiului la centru de 240° si cu raza de 42 cm. Din
foaia de tabla se formeaza un recipient in forma de con circular drept, pe care 1l umplem cu apa. Estimati volu-
mul maxim de apa care Incape In recipient. Se recomanda folosirea unui calculator si a aproximatiei 7 ~ 22/7.

Trunchi de con circular drept

23. Un trunchi de con circular drept are razele de 2 cm si 6 cm, iar Tnaltimea de 3 cm. Calculati:
a) volumul trunchiului de con;
b) aria laterala a trunchiului de con;
¢) aria totala a trunchiului de con;
d) aria sectiunii axiale a trunchiului de con;
e) tangenta unghiului dintre o generatoare a trunchiului de con si planul bazei mari.

24. Razele unui trunchi de con circular drept sunt de 4 cm si 9 cm, iar generatoarea este de 13 cm. Completati
spatiile punctate cu raspunsul corespunzator pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Lungimea Inaltimii este egala cu ... cm.

b) Volumul trunchiului este egal cu ... cm3.

c) Aria totald a trunchiului este egala cu ... cm?2.

d) Sinusul unghiului dintre o generatoare si inaltimea trunchiului este egal cu ... .

25. Un trunchi de con circular drept are R = 8 cm, r = 5 cm si aria laterala de 657 cm?. Calculati aria totala si vo-
lumul trunchiului de con.

26. Razabazei mari a unui trunchi de con circular drept are lungimea de 12 cm. Raza bazei mici, Indltimea si generatoa-
rea sunt direct proportionale cu numerele 3, 4 si 5.

a) Aratati ca Inaltimea trunchiului de con este de 8 cm.

b) Calculati aria laterala a trunchiului de con.

¢) Calculati volumul conului din care provine trunchiul.

27.Un trunchi de con circular drept are volumul de 8157 cm? si razele de 11 cm, respectiv 3 cm. Calculati Tnaltimea,
generatoarea si aria laterala a trunchiului de con.

28. Un con circular drept, cu raza de 12 cm si indltimea de 9 cm, se sectioneaza cu un plan paralel cu baza. Stiind
ca aria sectiunii este de 647 cm?, calculati aria totald si volumul pentru fiecare corp obtinut.

29. Sectiunea axiala a unui trunchi de con circular drept este un trapez isoscel cu diagonalele perpendicu-
lare. Calculati aria totala si volumul trunchiului de con, stiind ca ariile celor doua baze ale acestuia sunt egale
cu 167t cm?, respectiv 647 cm?.
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30. O galeatd din tabla are forma unui trunchi de con circular drept. Pe eticheta fa-
bricantului sunt precizate dimensiunile: diametrul bazei mari de 32 cm, diametrul
bazei mici de 18 cm, iar adancimea galetii de 24 cm.

a) Calculati suprafata de tabla necesara la realizarea galetii, tinand cont de faptul
ca se consuma la Imbinari 10% din suprafata tablei folosite.

b) Verificati daca incap 1n galeata 12 litri de apa.

31. Un con circular drept are volumul de 4327 cm3. Un plan paralel cu baza, con-
struit la doua treimi de baza, Imparte conul in doua corpuri geometrice. Determi-
nati volumul fiecaruia dintre cele doua corpuri.

32. 0 piesa metalica are forma unui trunchi de con circular drept, in interiorul caruia

este o gaura cilindrica — vedeti schema piesei prezentata aldturat. Razele trunchiului

de con sunt de 21 cm, respectiv 14 cm, diametrul cilindrului este de 8 cm, iar Inalti-

mea piesei de 25 cm.

a) Calculati aria totald a piesei.

b) Calculati volumul piesei.

c) Calculati masa piesei, stiind ca densitatea materialului din care este confectionata este de 8,2 g/cm3. Folositi
in calcul 7 = 22/7.

33.Unrecipient in formad de con circular drept este asezat cu varful in jos si con-
tine 100,48 litri de apa. Nivelul la care se ridica apa In corp este de 6 dm. Stiind
ca adancimea totala a corpului este de 9 dm, calculati volumul recipientului.

3/4. Calculati aria suprafetei laterale (exterioare) a palniei din reprezentarea
alaturatd, folosind informatiile din figura.

1
=

2cm)

Sculptura cu sectiuni conice, inspirata
de Apollonius din Perga, geometru si
astronom grec antic ( 262 - 200 i.H.) -
Antalya, Turcia
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Aria si volumul sferei

& ne amintim:

Cercul este multimea tuturor punctelor din plan care se afla la o distantd R de un punct O, unde R este un
numar real pozitiv.

Ce se Intampla in situatia in care eliminam restrictia ca punctele sa fie situate Intr-un plan si o Inlocuim cu
posibilitatea ca punctele sa fie din spatiu?

Definitie

Sfera este multimea tuturor punctelor din spatiu care se afla la o distanta R de un
punct O, unde R este un numar real pozitiv.

Punctul O se numeste centrul sferei, iar R se numeste raza acesteia.

Prin razd a sferei vom Intelege, dupa caz, atat segmentul OA, unde A este un punct al
sferei, cat si lungimea acestuia.

Folosim notatia S(0, R) pentru sfera de centru O si raza R.

@ Reflectam!

Intr-un cerc, punctele din interiorul acestuia au proprietatea ca sunt situate la o distantd fat3 de centrul
cercului mai micd decat raza. Observati desenul alaturat si realizati o caracterizare a pozitiei punctelor B si C In
' raport cu sfera de centru O siraza R. \

Sfera este un corp de rotatie. Ea se poate
obtine prin rotatia unui cerc In jurul unui di-
ametru. Suprafata unei sfere nu se poate des-
fasura in plan.

‘, Retineti!

2 Activitate practica

Lipiti de marginea dreapta (partea care Sectiunea obtinuta in urma in-
nu este curbd) a unui raportor un pai de  tersectiei unei sfere cu un plan este
baut apa. Introduceti n pai un bat subtire un cerc

(un bat de frigaruie, de exemplu) si infigeti . . .

batul intr-un polistiren in pozitie verticala Daca planul de sectiune contine
(batul sa fie perpendicular pe polistire- centrul sferei, atunci cercul de sec-
nul asezat in pozitie orizontald). Dati un tiune are raza egald cu raza sferei
impuls raportorului, astfel incat acesta sa si este cel mai mare dintre cercurile

realizeze o miscare d-e .rota?le. Semicercul care se pot obtine. Un astfel de cerc
raportorului va descrie in miscare o supra-

“ . . < se numeste cercul mare.
fata sferica (rotatie completa). b

=L-L=L-1-
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,, Reginei':i!

Aria unei sfere de raza R se poate calcula cu formula A = 4 R2. Forma planetei noastre se numeste geoid.

. o T R3 Tn mod ideal, corpul pe care-l reprezinta
Volumul unei sfere de raza R se poate calcula cu formula V = 4R ! mod | rpul pe care-i reprezint
3 Pamantul se considera a fi sferic. Ce semni-

ficatie matematica putem da Ecuatorului?

_ulln Exersim impreund!
Etape in constructia unei sfere:

La ora de matematica, s-a realizat urmatorul experiment pentru de-

terminarea volumului si a razei unui corp sferic (o bild):
Intr-un pahar gradat, in forma de cilindru

3 circular drept cu diametrul bazei de 8 cm, s-a
turnat o cantitate de apa. S-a introdus bila in
pahar si s-a masurat diferenta de Inaltime din-
tre nivelul apei dupa introducerea bilei si nivelul
apei inainte de introducere: 2,25 cm.

Rezolvare. Volumul sferei reprezinta volumul echivalent al unui cilin-
dru cu raza bazei de 4 cm si indltimea de 2,25 cm, adica V=7 - 4>- 2,25 =
=36mcm3; V., . = AR _ 367, deci raza sferei este de 3 cm.

sferda — 3 T

Exersati
1. Calculati aria si volumul unei sfere cu raza de 5 cm.

Pentru exercitiile 2-3, completati spatiile punctate cu rdspunsul corespunzdtor pentru a obtine propozitii adevdrate.
2. Aria unei sfere este de 1967 cm?. Lungimea razei sferei este egald cu ... cm.

3. Daca volumul unei sfere este de 2887 cm3, atunci:
a) raza sferei are lungimea de ... cm; b) aria sferei este egala cu ... cm2.

4. Determinati volumul unei sfere cu aria de 257 cm?.
5. Determinati aria unei sfere cu volumul de 2887 cm3.

6. Opt bile metalice, fiecare cu raza de 2 cm, se topesc si, din metalul obtinut, se face o
bila mai mare. Calculati raza bilei obtinute.
7. Incap sase mingi de tenis de cAmp, cu diametrul de 6,5 cm, intr-o cutie cilindrica cu
raza bazei de 3,5 cm si inaltimea de 40 cm?

8. Dintr-un cub de lemn cu raza de 4 cm se strunjeste un corp in forma sferica cu raza
maxim posibila. Demonstrati ca sfera obtinuta contine mai mult de jumatate din mate-
rialul cubului si mai putin decat doua treimi din acesta.

9. Rezervorul unui turn de apa are forma sferica cu raza de 3 m si este plin. El se goleste
printr-o conducta cilindrica cu diametrul de 20 cm, prin care apa curge cu viteza de
2m/s. In cite minute se goleste rezervorul?

10. O bila din metal, cu raza de 9 cm, se topeste si din materialul obtinut se face un corp in forma de con circular
drept cu raza bazei de 9 cm. Care este inaltimea conului obtinut?

11. Raza sectiunii obtinute in urma intersectiei unei sfere cu un plan a este de
5 cm. Calculati distanta de la centrul sferei la planul «, stiind ca raza sferei
este de 10 cm.

12. Doua plane paralele intersecteaza o sferd de raza 10 cm, determinand in
aceasta doud sectiuni cu razele de 8 cm, respectiv 6 cm. Determinati distanta
dintre cele doua plane.
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Recapitulare

1. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA’B’C’D’,
AB = 8cm, BC = 6cm si AA’ = 3cm. Punctele M, N si
P apartin muchiilor A’B’, AB, respectiv CD astfel Incat
A’M = BN = CP = 2cm. Calculati:

a) lungimea diagonalei paralelipipedului;

b) aria totala si volumul paralelipipedului;

¢) tangenta unghiului dintre planele (MNP) si (ABC);
d) distanta de la B’ la planul (MNP).

2. In prisma triunghiulard regulatd ABCA’B’C’, cu
AB=6cmsiAA’ = /3 cm, punctele M si N sunt mijloa-
cele segmentelor AC, respectiv BC. Calculati:

a) aria laterald, aria totala si volumul prismei;

b) tangenta unghiului dintre planele (ABB’) si (A’MN);
¢) distanta de la A la planul (A’MN).

3. Prisma hexagonald regulatd ABCDEFA’B’C’'D’E’F’
are fetele laterale patrate, iar latura bazei de lungime
egala cu 5 cm. Calculati:

a) aria totala si volumul prismei;

b) masura unghiului dintre (BDD’) si (CEE’);

¢) tangenta unghiului dintre (ADE’) si (ABC);

d) distanta de la Bla (ADC’).

4. In piramida regulatd DABC, cu latura bazei AB =
= 6 /3 cm, inaltimea DO = 4 cm, punctul M este mijlo-
cul laturii AC. Calculati:

a) aria totala si volumul piramidei;

b) masura unghiului dintre AC si planul (MBD);

¢) distanta de la M la BD;

d) distanta de la M la planul(BCD).

5. Piramida triunghiulard regulata VABC are aria bazei
9 +/3 cm? si masura unghiului dintre o muchie laterala
si planul bazei de 60°. Calculati:

a) aria laterald, aria totala si volumul piramidei;

b) distanta de la punctul A la planul (VBC);

¢) sinusul unghiului dintre (VAB) si (VBC).

6. In piramida patrulaterd regulatd SABCD, O este
centrul bazei ABCD, AB = 12,/3cm si SA = 12v/6 cm.
Calculati:

a) aria totala si volumul piramidei;

UNITATEA 5

b) masura unghiului dintre SA si (ABC);
¢) masura unghiului dintre SA si (SBD);
d) distanta de la O la (SAB);
e) distanta de la Cla (SAB).

7. O piramida hexagonala regulatd VABCDEF are
muchia latereld VA = 82 cm si apotema bazei de
4 +/3 cm. Calculati:

a) aria totala si volumul piramidei;

b) masura unghiului dintre VA si planul (ABC);

¢) cosinusul unghiului dintre dreptele VA si VE.

8. Piramida triunghiulara regulatd VABC, cuAB = 12cm
siindltimea VO = 20 cm, se sectioneaza cu un plan pa-
ralel cu baza. Stiind ca aria sectiunii este 9+/3 cm?,
calculati inaltimea si apotema trunchiului de piramida
obtinut prin sectionare.

9. In trunchiul de piramidd patrulaterd regulata
ABCDA’B’C’D’, punctele O si O’ sunt centrele bazelor,
A’B’ =12cm, 00’ = 9 cm, iar volumul este de 1776 cm3.
a) Determinati:

i. AB; ii.A; iii. A, iv. apotema.
b) Calculati volumul piramidei din care provine trunchiul.
¢) Determinati sinusul unghiului dintre planele (ADD’)
si (BCC).
10. Diagonala sectiunii axiale a unui cilindru circular
drept face cu generatoarea corespunzatoare un unghi cu
masurade 60°. Stiind cd raza bazei este de 9 cm, calculati:
a) lungimea generatoarei cilindrului;
b) aria totala a cilindrului;
¢) volumul cilindrului.

11. Sectiunea axiala a unui con circular drept este un tri-
unghi isoscel al carui perimetru este egal cu18 cm. Stiind
ca diametrul bazei conului este de 6 cm, determinati:

a) aria laterala a conului;

b) volumul conului;

¢) aria laterala si volumul trunchiului de con obtinut
prin sectionarea conului cu un plan paralel cu baza,
construit la distanta de /3 cm fata de baza conului.
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Teste de evaluare

TESTUL 1
PARTEA T — Pe foaie scrieti numai rezultatele.
1. Cubul cu diagonala de 9 cm are volumul egal cu ... cm3.

2. Aria laterala a unei prisme triunghiulare regulate cu
latura bazei de 6 cm si indltimea de 5 cm este egala
Cu...cm2.

3. Volumul unei piramide patrulatere cu latura bazei de
8 cm si muchia laterald de 4v/6 cm este egal cu ... cm3.

PARTEA a II-a — Pe foaie scrieti numai litera corespun-
zdtoare rdspunsului corect.

4. Aria laterald a unui con cu raza bazei de 8 cm si inalti-
meade15cmesteegaldcu: a)255wcm? b) 200w cm?;
c)136mcm?; d) 1207 cm?>.

5. Aria totala a unui tetraedru regulat cu latura de
10 dm este egald cu: a) 25/3dm? b) 50,/3dm?
¢)75+/3dm?; d)100+/3dm?>

6. Daca aria laterala a unui cilindru circular drept cu
raza bazei de 7 cm este egala cu 1407 cm?, atunci aria

TESTUL 2

PARTEAT — Pe foaie scrieti numai rezultatele.

1. Lungimea diagonalei unui paralelipiped drepunghic cu
dimensiunile de 24 cm, 8 cm si 6 cm este egala cu ... cm.
2. Daca aria laterald a unei prisme patrulatere regulate
este de 168 cm?, iar latura bazei este de 6 cm, atunci
volumul prismei este egal cu ... cm3.

3. Aria unei sfere cu raza de 6 cm este egald cu ... cm?.

PARTEA a II-a — Pe foaie scrieti numai litera corespun-
zdtoare rdspunsului corect.
4. Lungimea generatoarei unui con circular drept cu

raza de 8 cm si Tnaltimea de 15 cm este egala cu:
a)8cm; b)iocm; c¢)i5cm; d)17cm.

Arii si volume ale unor corpuri geometrice

Evaluare. Remediere.
Consolidare. Aprofundare

totala a cilindrului este egald cu: a) 4907 cm?;
b) 238w cm?; ¢)189mwcm?; d) 98w cm?>

PARTEA a IlI-a — Pentru urmdtoarele probleme se cer
rezolvdrile complete

O piesa din lemn are forma unei prisme patrulatere
regulate ABCDA’B’C’D’ cu latura bazei de 12 cm si
indltimea de 10 cm. Piesa se transforma, prin cioplire,
intr-o piramida patrulatera regulatd cu baza patratul
ABCD si varful centrul bazei superioare a prismei.
7. Stiind ca densitatea lemnului din care este confec-
tionatd piesa este de 720 kg/m3, demonstrati cd masa
piesei este de aproximativ 1 kg.
8. Aratati ca aria laterala a piramidei este egala cu
48(3 + v/34) cm>.
9. Pe toate muchiile piramidei se lipeste o banda de
protectie. Demonstrati ca este necesar mai mult de un
metru de banda.

Punctaj: cdte 1p problema si 1p din oficiu

Timp de lucru: 50 de minute.

5. Cantitatea maxima de apa care Incape intr-un reci-
pient in forma de prisma triunghiulara regulata cu la-
tura bazei de 25 cm si indltimea de 16 /3 cm este egala
cu: a)8litri; b)7,5litri; c¢)6,5]litri; d) 5 litri.

6. Daca aria totala a unei piramide patrulatere re-
gulate este de 104 cm? si aria laterala este de 72 cm?,
atunci lungimea laturii bazei piramidei este egala cu:
a)2v26cm; b)6v2cm; c)4v2cm; d)4cm

PARTEA a IlI-a — Pentru urmdtoarele probleme se cer
rezolvdrile complete.

in silozurile din imagine se pastreaza cereale. Corpul
principal este un cilindru circular drept cu diametrul
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UNITATEA 5

bazei de 3 m si Inal-
timea de 4 m, iar
generatoarele celor
doua conuri identice
din capetele cilin-
drului sunt de 1,7 m.

7. Calculati indltimea * .
silozurilor (distanta dintre varfurile conurilor).

8. Demonstrati ca In fiecare siloz Incap mai mult de 32
metri cubi de cereale. Folositi In calcul 7 ~ 3,14.

9. Se doreste vopsirea exteriorului unui siloz. Consumul
de vopsea este de 250 g/m>. Calculati cantitatea de vopsea
necesara, aproximand prin adaos suprafata care se vop-
seste la un numar natural. Folositi in calcul 7 ~ 3,14.

Punctaj. Fiecare cerintd 1p. Din oficiu 1 punct.
Timp de lucru: 50 de minute.

Activitati de remediere/consolidare/aprofundare

1. Volumul prismei triunghiulare regulate ABCA’B’C’
este de 450 cm3, iar latura bazei este de 10 cm.
a) Calculati aria laterala si aria totala a prismei.
b) Daca punctul M este situat pe muchia CC’ astfel
incat C’M = /3 cm, calculati:

i. masura unghiului dintre planele (MAB) si (A’B’C’);

ii. distanta de la C la planul (MAB).
2. In piramida triunghiulara regulatd VABC, AB = 12 cm,
inaltimea VO = 4+/3 cm, M este situat pe muchia VA
M _ 1
VA T4
a) Demonstrati ca triunghiul MAN este isoscel.
b) Calculati volumul piramidei VABC.
c¢) Determinati sinusul unghiului dintre (MBC) si (ABC).
d) Demonstrati ca distantele de la punctele B, respec-
tiv C la planul (MAN) sunt egale.
3. Piramida hexagonala regulata VABCDEF are apotema
egald cu 62 cm, iar aria laterald este egald cu 72+/6 cm?2.
a) Demonstrati ca AB = 4+/3 cm.
b) Calculati volumul piramidei.
¢) Determinati masura unghiului dintre (VAB) si (ABC).
4. Intr-un trunchi de piramida triunghiulara regulat,
latura bazei mari este de 12+/3 cm, latura bazei mici este
de 6 /3 cm, iar volumul este de 378 /6 cm3. Calculati:
a) Indltimea, apotema si muchia laterala a trunchiului
de piramidg;
b) aria totald a trunchiului de piramida;
c) aria laterala si volumul piramidei din care provine
trunchiul de piramida.
5. Fie piramida patrulatera regulata VABCD, in care
triunghiul VAC este dreptunghic isoscel cu lungimea
ipotenuzei de 20 cm. Sectionam piramida cu un plan
paralel cu baza, care intersecteaza indltimea la o dis-
tanta de 5 cm fata de varf. Calculati: a) aria sectiunii;
b) aria laterala, aria totala si volumul piramidei VABCD;
c¢) volumul trunchiului de piramida obtinut In urma
sectionari piramidei;
d) distanta de la centrul bazei mici a trunchiului de pi-
ramida la o fata laterala a acestuia.

astfel incat iar N este mijlocul segmentului BC.

6. Intr-o piramida hexagonala regulatd, muchia late-
rala formeaza cu planul bazei un unghi cu masura de
45°, iar raza cercului circumscris bazei este de 4 cm. Se
sectioneaza piramida cu un plan paralel cu baza, ast-
fel incat aria laterala a trunchiului de piramida obtinut
prin sectionare sa fie triplul ariei laterale a piramidei
mici formate. Calculati:

a) aria laterala si volumul piramidei;

b) aria laterala si volumul trunchiului de piramidg;
c¢)distantadelacentrul bazeilaofatalaterald apiramidei.

7. Sectiunea axiala a unui con circular drept este un
triunghi echilateral de indltimea de 4+/3 cm. Com-
pletati spatiile punctate cu raspunsul corespunzator
pentru a obtine propozitii adevarate.

a) Lungimea razei conului este egald cu ... cm.

b) Lungimea generatoarei este egald cu ... cm.

¢) Aria totald a conului este egala cu ... cm?2,

d) Volumul conului este egal cu ... cm3.

8.Un con circular drept are volumul de 4327 cm2. Un plan
paralel cu baza, care intersecteazd inaltimea conului in-
tr-un punct situat la doua treimi fata de baza, imparte

conul In doua corpuri. Determinati volumele acestora.

9. O sfera de raza 6 cm si un cilindru circular drept au
acelasi volum, iar Tnaltimea cilindrului este egala cu
diametrul sferei. Determinati lungimea razei cilin-
drului si aria totala a acestuia.

10. Un rezervor de apa are la bazd o semi-
sfera cu raza de 3 m, corpul principal are
forma unui cilindru cu raza egald cu raza
semisferei si Tnaltimea de 5 m, iar acope-
risul are forma unui con circular drept cu
raza bazeide 3,4 m si generatoarea de 4 m.
a) Calculati cantitatea de tabla din care s-a construit
rezervorul.

b) Rezervorul se umple cu ajutorul a trei pompe, pana
lamarginea superioara a partii cilindrice. Stiind ca de-
bitul unei pompe este de 50 1/min, In cate ore se umple
bazinul? Folositi in calcul 7 ~ %




Recapitulare dintr-o privire

Reprezentare
pe axa numerelor

Intervale
marginite
(pg 16)

(a, b), (a, b],
[a, b), |a, b]

Intervale
nemarginite

Inecuatii
ax+b>0
(£,<,>)
a,x,beRr
(pg 24)

(_007 a)? (—OO, a]:
(a, +0), [a, +0]

Operatii
cu intervale
(pg 21)

Reducerea
termenilor
asemenea

Formule de

Expresie
algebrica calcul prescurtat
(pg 36) (pg 40)

Ecuatii
de forma
ax?+bx +c=0,
a,b,ceRr
(pg 58)

CALCUL
ALGEBRIC
IN R

A

_ Fractii Descompuneri
ﬁnmultirea,‘ \ al(gebrl)ce in factori ¢ Metoda
. impartirea Pg 50 (pg 43) ¥ formulelor
(pg 54) it Py, p— de calcul
@nat ea [ Amplificarea, prescurtat
' ociderea | simplificarea Metode
(pg 51) combinate

(pg 53)




Recapitulare dintr-o privire ST

geometrica

...definite Graficul
pe multimi unei
finite functii

(pg66) /. (pg 69)

Reprezentarea
graficului

(pg 73)
A\

Modul sau

dominanta
...de forma

| Elemente £ D - R,
de statistica fix)=ax + b,
A (pg 83) a,beR
! (pg 73)
Mediana Intersectiile
S ] # graficului
= cu axele de

coordonate

Rezolvarea (pq 74)

sistemelor

de ecuatii
prin metoda
grafica
(pg 78)



Recapitulare

Dreapta paralela

Drepte paralele 0 e ol .
(pg 122) o) d I ntr‘O
— rivir
g Unghiul a doua p ©
drepte Criteriu de
PARALELISM paralelism
> /) (g 129)

"Plane paralele
(pg 128)

ranzivitatea
relatiei de

Sectiuni
paralele cu baza

(pg 133) < \ paralelism
4 Proprietati
Trunchi de Teorema (pg 129) ’
piramida yacoperisului”
(pg 129) ¢ Y Teorema
,fierastraului”

Distanta ST
dela P 9 Plane
\ perpendiculara :
un punct la perpendiculare
pe plan
un plan od 140 (pg 148)
(g 143) A ) a
P am 8
4 iimes. / Distanta N ((PERPENDICULARITATE
T dintre doua ;
unet plane paralele ) :
piramide/ (pg 45) | ) & ...d unui
unui con ’ e ppegmen
celor trei Pr 01eclt1a :
y perpendiculare pe un plan...
o \ B pg 162) (pg 152)
,/inél';imea Aéltimea nghi diedru Z
[ trunchiului unei (pg 158)
' de. 5 . prisme/ dintre o dreapta
piramida/ unui - si un plan

con cilindru nghiul dintre
doua plane




Recapitulare dintr-o privire

Trunchiul
o v de piramida
V4 regulata
"Paralelipipedu A= (P,+P,)-a,
dreptunghic AI P X A
| _ =4, T Ag T A,
/" Cubul A, =2Lh +2]lh _ ht
(... A =2(LL+ Lh + h) V=34t 4,04, - 4,)
1~ - )
A=6l @ V=Llh
o N 7
- Piramida
PrST regulata
dreapta _by-q,
1= 72
A=P,-h A=A +A
A=A+2-A V:Ab-h
V=A, . h y 3
AWy G

ARII SI Cilindrul
! circular drept
VOLUME h R .G
‘ A A =27R-(R+G)
V=A, -h
(pg 188)
¢ Conul
circular drept
A =7RG
A =1R(R+ G
‘ ‘;;:(nth ) Trunchiul de con
2 <=2’ A=1GR+r)
(pg 189)

A, =GR +r) + n(R? + 1?)
V=2 + 12+ R-T)



1. Scrieti multimile sub forma de interval:
a)A={xeR|-7<4x-226};
b)A={xeRI[3x-2=<7};

C)A= {xe Rl%zé};

d)A-= {erRI—355’_‘—‘235 6};

e)A= {xeRlﬁs o};

f)A={xeRl|x+5/<6}.

2. Scrieti urmatoarele multimi sub forma de in-
terval A = {x e Rlix| <5}, B={x e R|-3 = x < 8},
C={xeR|x>0},D={xeRI|xs 4}siapoiefectuati:
AUB,AnC,AnB,BuC,BUD,BnD,CnB,DuC.

3. Rezolvati:

a) (-41)u(-1;6);

) (-2,(2);1)n(-V5;2);

e)[-3;2]1n(-1;1);

b) (-3;23) n(0;3);
d) (-2;3)u(-1;4];
f)[-3;2]u(-1;1);

g) (-0 -3)u[-2;2]; h) (-4;-1)nN;
1) (-4;6)u[-4;6]; P [-11]U (3 +0);
K (-2;2)nZ; DRnZ;

m) (-n;n)u(-n*;n?), neN;
n)(n+4n+3)un+2; +o), neN.
4. Precizati valoarea de adevar a propozitiilor:

a)2,3¢(-1;4); b)2 e (-o0;3);
€)3€(-;3]; d)%E(O,l);

e) V3 €l1,3); £)1,7 € [1,(7); 3);
8) (-4;-2) € (-5;-1); h)ge(—l;l);

i) -3e(-2;0); j)2+y/5€(0,4);

k) (-2;6) c (-1;8); D(-1,8]c(-1;8).

5. Calculati suma si produsul numerelor intregi din
intervalele:
a)[-5;3);
6. Calculati:
a) (45X2=9X?):(=3X);

b) (4x +3)(2X-5)-(2x-3)(3x + 7);

b) [-2;2]; ) (=3;4).

Recapitulare finala

Recapitulare finala

C) 11X% —3X + 4—5X + 1—-12X?;

d) (x + 12+ (1-x)(1 + x);

e) (x —2)* — (1 —2x);

f) (-5x3y2 =6 x2y> —x4y4):(— X2y?);

g) (4x3 + 6x2—x):(-1x);

h) [(3x>—2x+1)-(2x +3) — 3 - (—3Xx>+1)]:(2%0);
)3V2-(5v2 —2V6x) +41/3 (V3 -20) + V6 - (8x-3/6);
D2x-(5vV2-2y3)-3x-(8vV2-3V3)+x:
(14V2-15/3).

7. Stabiliti domeniul de existenta si simplificati fractiile:

a) 25 b) oz
2 A 2
<) ZXX 3X; d) x3)f 6x2)i 9x;
)xz—zx—ls. f)x3—5x2+8x—4.
X2+5x+6" X3 - 4X>+5x-2)
g) X>-5x+6 h) (X2 +x+3)(X2+x+5) +1
X3 -3X2- 4X+12) (x2+x+3)(x2+x+6) +2’

i) (x> +x"+2) (X" + X"+ 6) + 4
(x2n+x"+2) (X2 +x"+7) +6°
8. Stabiliti domeniul de existenta si efectuati calculele:
2x 3 .
a) 2X2+3x + 2Xx2+ 3x?

b)2-+ -1

d) (3x5+ 3t 3x2- 2t le(;xg):(x?z) )

e)[ (x - 1)? +1_2x—2]:( -8 );

X*+2x+1 X+1 xX*-1
f) <x2-2x_ 4X> - 2X ) X2 .

X2+2 L -2X+2X2-X3) " X2- 4’
)4X+1,16x2—1_ x> .
&) 1 xio1 4x -1

2 3 X \._2 _1
h) (x—1+x+1+1—x2>'1—xZ 2

: : _ (.5 _ 4  8x+1)\. 2x-8
9.F1eexpre31aE(x)_<x+3 o= 9_x2>. o

a) Stabiliti domeniul de existenta al expresiei.
b) Aduceti expresia la forma cea mai simpla.
¢) Rezolvati inecuatia E(x) < 0.

d) Determinati numerele intregi x pentru care
(x+2)E(x) e Z.



10. a) Daca az -

minatia - b.

b) Dacd a2 - b>=36 sia - b = V18, atunci determinati

a+b.

c)Dacda-b=+v12sia+b=+/18, atunci determinati
- b2

b>=36sia+b =92, atunci deter-

1
2x+1_1 3% " 7x-1) 16x v 8 € \» pen

tru orice x € R- { 2,2

11. Arétaticé( e 4 ) e

12. Fie expresia

_X*+5 |[X-5 (x-1_X-5 x*+2x+1 \ _x+1
E(X)‘x—3'[6x <x+5 x+1'x2-10x+25> x+5]-

a) Stabiliti domeniul de existenta al expresiei.

b) Aduceti expresia la forma cea mai simpla.

¢) Rezolvati inecuatia E(x) < -1.

d) Determinati numerele intregi x pentru care E(x) € Z.

13. Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatiile:

a)x%-16 = 0; b)x2+81=0

C) 4x>-16x = 0; d)x2- 8x +12 = 0;
e)4x>-x+3=0; fyx>-6=0;

g) 3x2+12x = 0; h) 9x> - 24x +16 = 0;
)x2-9x+14=0; j)3X2-X-4=0;
k)x>—12x+11=0; 1) (x—5)2>=16;

n) x2—(/3-v2)x - V6 = 0.

14.Rezolvati, In multimea numerelor reale, ecuatiile:

m) x>— 5X +12 = 0;

a)2x+5=1;
b)x-(3x+2)+1=3x>+2x+2;

C)V2-(2x - 1) + V2 = 2xV/2;

d)(x-2)2+3=(x-1)(x+1);

e) x—1_ x+2 2X>+2 .
X+1 X" x-1"
f)ZX 3_x-2.

Ix+1 "~ 2x+3’

2x+1_X—3 x>-—2_

8)x+1i 1Tx x=-1-9
2x—1_x—-1 _2X*—-3 _ .

h X+2 2-X x2—4_0’

o 22X — — 2 4

i) 5 _n=a_ 3% 1:0;

X+3 3-Xx XxX-9

N2X—-5 x-3 X*=2 _A.

j) X+ 4 _4—X_x2—16_0
3x+1 _5x—3

K) v 5=t

15. Scrieti ecuatia de gradul al II-lea cu radacinile:

a) 4si-2;

b) V3 si-2V3; ©) V2 si-3/2.

16. Descompuneti in factori expresia:

a)3x2+2x-1; b) 9x2 + 5x - 4;
C) 4x*-8x+3; d) x> - 2\7x+7;
e)x>-3./3x+6; f) x> —y>+ 8x + 16.

17. a) Stabiliti domeniul maxim de definitie al ex-
6x(x-2)-18
3x(x-1)-6

cea mai simpla.

b) Determinati x € N pentru care E(x) € Z.

presiei E(x) = si aduceti expresia la forma

18. a) Determinati valoarea numarului real a pen-
tru care punctul A(a; -1) apartine graficului functiei
fR->R, f(x) = 6x-17.

b) Determinati valoarea lui a pentru care A(-4;-1)
apartine graficuluifunctieif:R >R, f(x) = -6x-10 + 3a.
19. Determinati coordonatele punctului de inter-
sectie al reprezentarilor grafice ale functiilor:
a)f:R->R, f(x) = -4x-7,:R >R, g(x) = -10x + 5;
b)fR~>R, f(x) = -5x+2,9:R >R, g(x) = 6x +13.
20. a) Un punct de pe graficul functiei f:R > R,
f(x) = 2x - 8 are abscisa egald cu 11. Determinati ordonata.
b) Un punct care apartine graficului functiei
f:R >R, f(x) = 4x - 5 are ordonata egala cu 3.
Calculati abscisa.

21.a) Determinati coordonatele unui punct de pe grafi-
cul functieif:R > R, f(x) = 3x - 8, stiind ca abscisa sior-
donata sunt direct proportionale cu numerele 10 si 14.
b) Determinati coordonatele unui punct de pe gra-
ficul functiei f:R > R, f(x) = 3x + 2, stiind cd abscisa
si ordonata sunt invers proportionale cu 7 si 2.

22. a) Determinati functia f:R > R, f(x) = ax +b,
a,b e R, stiind ca M(-6;-10) € Gf,N(7; 3) e G,
b) Determinati functia f:R »> R, f(x) =
a,b € R, stiind ca M(-5;1) € G,,N(-2;7) € G,

23. Fie functia f:R > R, f(x) = -2, 4x + 12.

a) Determinati coordonatele punctelor {A} = G;n Ox
si{B} = G;n 0y.

b) Reprezentati grafic functia.

¢) Calculati aria triunghiului OAB.

d) Calculati distanta de la originea axelor de coor-
donate la reprezentarea graficd a functiei.

e) Determinati tangenta unghiului ascutit format
de reprezentarea grafica a functiei si axa Ox.

ax +b,

2/4. In coltul unei gradini in forma de dreptunghi
ABCD se instaleaza o antenad DE cu indltimea de 5 m,
care este ancorata cu un cablu de otel instalat intre



punctele E si C. Considerand ca antena este asezatd
perpendicular pe planul gradinii, demonstrati ca
ancora EC este asezata In unghi drept fata de latura
BC a gradinii. Daca AB = 12 m si AD = 4 m, calculati
lungimea minima a unui cablu care sa faca legatura
intre varful antenei si coltul B al gradinii.

25. Maria a decupat din carton un patrat ABCD cu
diagonala de 8 cm, iar la intersectia diagonalelor a
asezat, perpendicular pe planul patratului, o tija de
1cm.

a) Unde va trebui Maria sa fixeze o pioneza pe latura
AD, astfel incat daca aseaza o rigla intre pioneza si
varful tijei, rigla sa fie perpendiculara pe latura
patratului?

b) Dacd Maria vrea sa taie un bat care sa Inlocuiasca
rigla, ce lungime va trebui sa aiba acesta?

26. Un cub are latura de 6 cm. Determinati lungimea
diagonalei, aria laterala, aria totala si volumul cubului.
27. O prisma hexagonala regulata ABCDEFA’'B'C'D’E'P
are muchia laterala si muchia bazei de lungime 5 cm
si O centrul bazei ABCDEF. Calculati masurile un-

ghiurilor dintre:
a)B’C’siCE; b)B’E’siAD; c¢)FE’siA’0;
d)B’BsiD’E’; e)A’0siD'D; f)BOsiF'E.

28.Sorin are curtea de forma dreptunghiulara ABCD,
CuAB =12 m, BC = 5 m. De sarbatori, el inalta in col-
tul D al curtii un stalp DE cu Inaltimea de 4 m, din
varful caruia vrea sa duca 2 cabluri luminoase spre
colturile B si A ale curtii.

a) Demonstrati ca firul AE este asezat perpendicular
pe marginea AB a curtii.

b) Calculati cantitatea minimd de cablu luminos
necesar impodobirii curtii de sarbatori.

29. Mihai a instalat in coltul A al gradinii sale un pa-
ratrasnet de 12 m.

a) Daca gradinalui Mihai are forma unui romb ABCD,
demonstrati ca triunghiul MOD este dreptunghic,
unde O este punctul de intersectie al diagonalelor,
iar M este varful paratrasnetului.

b) Calculati distanta de la varful paratrasnetului la
coltul D al gradinii, daca AC = 24 m si BD = 2 m.

30. Consideram prisma triunghiulara regulata
ABCA'B'C', AB = 6 cm, AA'= 9 cm si punctul M, mij-
locul segmentului BC. Demonstrati ca:

a) triunghiul A'BC este isoscel;

b) AM L (BCC");

¢) BC L (AMA").

31. Consideram prisma patrulatera
ABCDA'B'C'D',AB=6cmsiAA'= 8cm.

a) Calculati A'BsiA'C.

b) Demonstrati ca A'B L BC prin doud metode, una
care implica rationament si una care implica calcul.
¢) Demonstrati ca AC L (BDD').

32. Consideram piramida patrulatera regulata
SABCD, punctul O centrul bazei ABCD si mijlocul M
al segmentului BC. Demonstrati ca:

a) SO L AC; b) SO 1 (ABC);

c)AC 1 (SBD); d)BC L (SOM).

regulata

33. Cubul ABCDA’B’C’D’ are latura egala cu 8 cm.

Calculati sinusul unghiului dintre diagonala cubu-
d(A, (A’BD))
d(C’,(A’BD))’
34. Un paralelipiped dreptunghic are lungimea de
4 cm, latimea de 3 cm si inaltimea de 12 cm. Deter-
minati lungimea diagonalei, aria laterala, aria to-

tala si volumul paralelipipedului.

lui si planul bazei si valoarea raportului

35. Un tetraedru regulat are latura de 6 cm. Calcu-
lati aria laterald, aria totala si volumul tetraedrului.

36.Un cilindru circular drept are raza de 4 cm si ge-
neratoarea de 5 cm. Calculati aria laterala, aria to-
tala si volumul cilindrului.

37. Un con circular drept are raza de 6 cm si inalti-
mea de 8 cm. Calculati lungimea generatoarei, aria
laterala, aria totald si volumul conului.

38. 0 bucata de lemn are forma unui paralelipiped
dreptunghic, ABCDA’B’C’D’, cu ariile fetelor ce contin
punctul A egale cu 30 cm?, 24 cm?, respectiv 20 cm?.
a) Calculati lungimea diagonalei paralelipipedului
dreptunghic.

b) Determinati aria totala si volumul unui cub con-
struit din paralelipiped, stiind ca una dintre fetele
acestuia este fata cu aria de 20 cm?.

c) Determinati raportul procentual dintre cantitatea
de material a cubului obtinut anterior si cantitatea
de material ramasa din paralelipipedul dreptunghic
dupa constructia cubului.

39. O piramida triunghiulara regulata are latura
bazei de 6+/3 cm si indltimea de 4 cm. Determinati:
a) lungimea apotemei si a muchiei laterale;

b) aria laterald, aria totala si volumul piramidei;

¢) sinusul unghiului dintre o fata laterala si planul
bazei;

d) distanta de la centrul bazei la o fata lateralg;

e) distanta de la punctul A la planul (VBC).



£40. O piramida patrulatera regulata are latura de
8 cm si indltimea de 3 cm. Calculati:

a) lungimea apotemei si a muchiei laterale;

b) aria laterald, aria totala si volumul piramidei;

¢) sinusul unghiului dintre o fata laterala si planul
bazei;

d) distanta de la centrul bazei la o fata laterala;

e) distanta de la punctul A la planul (VBC).

41. Un trunchi de piramida patrulatera regulata
ABCDA’B’C’D’ are muchia laterala egald cu 6 v2 cm,
muchia bazei mici de lungime egala cu 3v2 cm si
masura unghiului dintre muchia AA’ si planul bazei
maride 45°.

a) Demonstrati ca indltimea trunchiului de pira-
mida este de 6 cm.

b) Calculati volumul trunchiului de piramida.

¢) Calculati tangenta unghiului dintre o fata laterala
si planul bazei mari.

42. Un trunchi de piramida triunghiulara regulata
ABCA’B’C’ are laturile bazelor de lungimi 8 cm, res-
pectiv 6 cm si indltimea de 4 cm. Calculati:

a) aria totala a trunchiului de piramida;

b) volumul piramidei din care provine trunchiul de
piramida;

c) distantele de la O si O’ 1a planul (BCC’).

43. Piramida patrulatera regulata CADOU are toate
muchiile egale cu 12 cm. Calculati:

a) apotema si inaltimea piramidei;

b) aria laterald, aria totala si volumul piramidei;

¢) unghiul dintre o muchie laterala si planul bazei;
d) sinusul unghiului dintre o fata laterala si planul
bazei;

e) distanta de la centrul bazei la o fata laterala.

44. Un brad artificial este Tmpachetat Intr-o cutie
de carton care are forma unui paralelipiped drept-
unghic cu lungimea bazei de 15 dm, latimea de
7 dm siInaltimea de 5 dm.

a) Determinati cati metri patrati de carton s-au fo-
losit pentru confectionarea cutiei, tinand cont ca se
pierd pentru Tmbinari 5% .

b) Care este distanta dintre cele mai indepartate
doua puncte ale cutiei?

45. O piramida triunghiulara regulata STEA re-
prezinta ornamentul din varful unui brad de Cra-
ciun. Daca muchia bazei piramidei are lungimea
de 63 cm si muchia laterala are lungimea de
14 cm, calculati:

a) suma lungimilor muchiilor ornamentului;

b) aria totala si volumul piramidei;

¢) sinusul unghiului dintre o fata laterala si planul
bazei;

d) distanta de la un varf al bazei la fata laterala.

46. O piesa de bijuterie din diamant
esteformatadindoudpiramidepatru-
latere regulate, VABCD si QABCD, cu
baza comuna si varfurile de o parte
si de alta a planului bazei. Daca la-
tura bazei celor douad piramide este
AB =12 mm, iar muchiile laterale ale
piramidelor sunt AQ = 12 mm, respec-

tiv VA = 6+/10 mm, atunci:

a) demonstrati ca VQ = 18/2 mm,;

b) determinati distanta dintre centrele de greutate
ale triunghiurilor VBC si QBC;

c¢) demonstrati ca sinusul unghiului dintre planele

(VBC) si (QBC) este egal cu @ .

£47. Determinati suprafata totald a unui bazin, stiind
ca are forma de paralelipiped dreptunghic, volumul
egal cu 1 000 000 cm?, iar lungimile muchiilor sale
verifica relatia % + % + % = 0,625. Poate fi acoperita
intreaga suprafata a bazinului cu o vopsea speciala
din trei cutii de 2,5 I, daca 1 dm? de suprafatd poate

fi vopsita cu 0,5 ml de vopsea?
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¢) (~o0; 2); d) (10; +00). 6) @) (-o0;1); b) [-1; +e0); €) (-5 7); d) (-o0 ,0]; @) (3; +o0); f) R; g) 2 h) R; 1) R; §) o



Indicatii si raspunsuri

7) a) ( ’10) b) [__; +°°); C) (_ ) d) [2\/; = ) 9) a) ( 4)4) b)[ 3; 2]) C) ( 2:2) d) (_g;g);
e) R (modulul oricarui numar real este pozitiv sau 0); f){ } )R\{ }h) @.

pg. 31-32. RECAPITULARE. 1) (3;8]. 2) -4; -3; -2; -1;0;1;2;3.3) 2. 4) [1; +).5) a,3,f,a,3,a,a,4a,a,f,3,a.7) 3, f, f, f.
9) (-o0; 41, [-1;3]; [~4; 41; [4; +o0), [=2+ V2; -V2]; (-e0; -24/3 + 3] U [24/3 - 7; + ). 11) A=[-3;3], B=[-1;4].a) 0; b) V8;
¢) AUB = [-3;4], AnB = [-1;3]. 12) @) (-<; 5); b) [0;2]; ©) (3; 8); d) {5} ) 10} D) &5 8) (-5;5); b (-2;%).
13) AuB = (-5;5), AnB = [-2;2], {0; 1; 2; 4}, {-2; -1; 0; 1; 2}. 14) A = [-1;6] i B = (-3;5), AUB = (-3;6], AnB = [-1;5),
AnN =1{0;1;2;3;4;5; 6}, {-1; 0; 1; 2; 3; 4}. 15) a = 1,b = 7. 16) a) A = (3; +), B=[-0,5;0,5],C = (-1;4); b) 1; ¢) AnB = g,
AnC=(3;4),AuC=(-1; +),BuUC=(-1,4). 17)A=[-4;12], B=[- 9;16]; [-4;12];17. 18) [4; 96], (-1; 4), (-1; 96), {4; 5; 6; ... ; 963,
{0; 32533, [45 70 19) A = [-4;3],B = (3;5),C = (3;+0),D = (-0 ; 5]; AUB = [-4;5),Bn C = (3;5), CuD = R,AnD = [-4;3],
(BuC)nD = (3;5,(AnC)U(BND)= (3;5), (AuD)nZ, = {0;1;2;3;4;5} 20) @) A = [-4;5],B = [-3;3],AUB = [-4;5],

AnB=[-33];b)A=(15),B= (oo;Z)AuB_(—oo 5),AnB = ( ).21)a,a,a.zz)A:(5;+oo),B:[—z;6].z3)a)lR;b)(zs;
c) [n+1;+00);d) (-n;n);e) (n;n+1).24)a)a< 4;b>4;b)as-5;b=-5;c)a<1;b>2;d)as-2;b=-1. 25)x>+y? - 4x+2y=

=206 (x-2)2+ (y+1)2=25. Atunci (x - 2)2<255i (Y +1)2S25 < |x - 2| £ 581 |y + 1| < 5. Test de autoevaluare: b, d, a, ¢, b, a, ¢, b, b.

pg. 33. Teste de evaluare. Test 1. 2) a) [-1; 8]; b) [-5; + o); ¢) [-8;8]. 3) @) (-2;4]; b) 3; ¢) (-2;5]); d) [5;7]; e) -1}; ) R.
4)a) [-2; +o0); b) [1; +00); €) [-10; 4]; d) (-0, -21.5)a) a= -6,b = 5;b) a=2,b = -3. Test 2. 2) a) [-2; 4]; b) (~o0; 2] U [5; + o0);
€) (-o0; -3]U[3; + ). 3) @) {0;1;2;3}; b) (-7; -2); ©) (-5;5]; d) [6;7]; e) &; ) R. 4) a) (-5 3]; b) (-0 -3); ©) &;3]
d)(-o0;2].5)a)a=-6;b=1;b)ae[2;3);be(3,4]

pg.39.2)a) 0, 12;b) 0. 3) a) —6; b) 0; ¢) 4x — 12; d) y + 2. 4) @) 3x; b) —12a + 10; €) —0,4x; d) y + 2; €) 2a + 3; f) 2b; g) 8y;
h) —2;i) 2. 5) a) 7x; b) 11x + 9y; ¢) 11x — 13y; d) —12; e) —2x — 9 ; f) 7x> - 11x; g) —10x + 13y; h) x + 10y; i) 3x. 6) a) 6x;
b)3x — 4y —1; ¢) 7x + 9y + 3; d) 8y + 2; ) —x + 16y + 1; ) —12y — 12.7) a) a; b) 6x3; ¢) 15x>; d) 2x3y3; e) 25a%; f) -5x2; g) 4X>;
h) 4x; 1) 14¢?; j) a + 2; k) 2x% 1) —2bc. 8) @) -3x> - 5x; b) -x> - 2x; ¢) —6; d) -2x3 + 2X> - 21x; €) -x3 - 3x2 - 14x; f) 21x?;
g) 5x — 3y; h) —21x. 9) @) x> - x - 6; b) -2x> + 11x - 5; ¢) 2; d) 4x - 9; e) x> + 14x - 20; f) 9x> - 35x + 34; g) 1; h) —8x. 10) a) 0;
b) E(n) = -7n - 21 = 7(-n + 3) divizibil cu 7 pentru orice numar intreg n. 11) a) —3; b) E(x) = -2x + 1, x € [-1; 2]. 12) P i = 40,
P = 4a, deci sunt egale; A = 0 A

dreptunghi dtrat dreptunghi ~

dreptunghiului.

pg. 42.1) b) 6561; ¢) 16641; d) 5625; e) 2475; f) 891. 2) @) 3 +2v2; b) 11+ 4/7; €) 9 + 4V2; d) 13 + 4V10; €) 7 - 4+/3;
f) 14 - 64/5; g) 21-13/3; h) 12 - 2+/35; i) 1; j) 4; k) 2; 1) 7. 3) @) x> + 2x +1; b) x> + 4x + 4; €) 9 + 6x + x?; d) 25 + 10X + X3;
€) 42 + 4x + 1; f) 4 + 12X + 9X%; ) X* + 4XY + 4y* h) 9y + 12Xy + 4X 4) @) x> - 2X +1; b) X2 - 6x + 9; €) 4 - 4x + x?; d) X* - 10X + 25;
e) 4x>-8x+ 4; £) 9 - 12X + 4X% ) 4X> - 4xy +V? h) 4x2y>-20xy + 25. 5) @) x2-1; b) x> - 4;¢) 9 - x>, d) 4x>-1; e) x> - 12;
f) 2x> - 25; g) 4x*> - y* h) 4x*y> - 25.7) a) 27; b) 27; ¢) —23; d) 23; €) 16 - 16/30; f) 0. 8) @) 3x> + 4; b) 4; ¢) 32x — 9; d) 12x - 7;
e)14; f)%x2 +2;8) 6 - 2x;h) 20x - 9;1) 15X> - 40x. 9) a) 4; b) -2v2;¢)1;d) 2.10) 4, 6, 34.11) 1,1.12) a) 25; b) E(n) = 32n - 39,
32n este par pentru orice numar natural n si 39 este impar.

pg. 45-46.1)a) 4(x + a); b) 5(a - 2b); ¢) 3(4x + 5z); d) x(a + b); e) 0,3(x + 2y); f) /3(a + b); ) V2(x + v/5); h) 5(2a + 3b - 50¢);
i) 4x(y -2z +3t). 2) a) 4x(x - 4y); b) x(x +5); ¢) a¥(2a>-3); d) y*(5y - 4y>+3); e) 3x(x*+2x+3); f) 2t(2t3+ 315 - 5);

= (a-x)(a+x)=a?-x>< a? deci aria pdtratului este mai mare decét aria

g) % (x-3); h) Zy+20; ) F0c+2x2-1). 3) @) (x+2)(Gx-4); b) x(x* + 3x +y); €) (x-1)(2x-1); d) 4abc(4a +b +20);
e) (3-x)(2x-5); f)(2x—1)(3x 1);8) x-2)@B-x-xy); h) x(3 -x) (x +1). 4) @) (x-y)% b) (x-2)% ¢) (x+3)%4 d) (y + 5)%
e) (t-4)%1)(5+x?%g) (2x-5)3h)(a+6)%41i)(7-y)>5)a)(x-2)(x+2);b) (5-a)(5+a);c)(t-9)(t+9);d) (3x-2)(3x+2);
e) (4x - 5y) (4x + 5); £) (7 - 2x) (7 + 2x); 8) (5 - 1)(5 + 1); 1) (V5 - a)(v/5 + a); 1) (xy - 1) (xy + 1). 6) Termenii lipsd sunt: a) 25;
b) 8a; c) x?; d) 12x; e) 12x; f) 18x; g) 2; h) 2/5a; i) 2vV6x. 7) @) (x-1)(x+5); b) (x -1)(x +1) (x> +1); ¢) (8 - x) (x + 2);
d) 2x-y+1)(2x+y+1); e) (x+5-y)(x+5+y); f) (x+1)(3x+5); g) (2x-3)(2x+3)(4x*>+9); h) (x+1)(3x-1);
i) (-x+1)(x>+x+1). 8) a) (x+y)(@a+2); b) (x+2)(x+y); ¢) (a-3)(a+x); d) x+2)(x>+3); e) (x+5)(x-y);
f) (x-2y)(4a+3b); g) (x-4)(¥-4); h) (y-1)(y+1)(x*+1); i) (a-1)(a>+3). 9) a) (x+y)(x+y+3); b) (x-2)(x-7);
) (x+y)(x+y+4);d) (x-1)(x-1+a);e) (x-4-y)(x-4+Y); ) x+1)(x-1)(x+3); 8) (x-y+2)(x+y-2); h) (x-3)3
i) (2x+3)% 10) a) (x+3)(x+4); b) (x-2)(x-3); €) (x+5)(x+6); d) (x-1)(x-8); e) (x-7)(x+3); f) (x-2)(x+3);
g) (x-7)(x+1); h) (x-13)(x+2); i) (x-9)(x+3). 11) a) (x-14)(x+1); b) 5x(x+2)% ¢) (2x-1)(3x-1)(3x +1);
d) x+5) (x-V7)x+v7); &) x-1)3-x)(3+x); ) (x-2)(x+2)(x-3)(x+3); g x(x+5)(x-3); h) x(x+4)(x-3);
i) (x+1)>(x +2). 12) 5. 13) 96. 14) 74. 15) Folosind notatia de la indicatie obtinem n = a>+ 5a + 3, care este numar natural.
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16) Se obtine (x> +x +2)217) N=(n-2)418)a) (a+1)220,vbe R, (b+2)220,vbe R, (a+1)2 + (b +2)2+ 42 4 > 0 , pentru

orice numere reale asib; b) Se procedeazacalaa).19)a)x=-1,y=-2;b)x=-2,y=1;¢)x = y V3;d)x = ,y = -4.
20) b) Valoarea minima a expresiei este 5, pentru x = %

Pg 47. RECAPITULARE. 1) a) 5% - 2x—9; b) 4x>+ 4x +3; ¢) 4x3-2x>+x+3; d) ?a —%ay; e) 6,69x>+ 8,51x - 1,00;
f) 2x2-20x+5;8) Lae+ L+ 3 h) -M2x2 4 T+ 31 5) ) 7x + 4; ) ab + 6; ©) - 4x* - 18; ) -X* - 25% + 1; €) 32X°-10X + 6;
f)—2x+401y+3axy;g)zxz—% (132,)(:0 azo; h)12 3)a)2x3-5x2+2x +1;b) 2x/3 + V2 + 6;¢) x5 - x%d) 2x3 - X2 + 3x - 2;
e) X4+ X2 +1, f)xzz—l%x+1+—x # 0; 8) x>*-1; h) -4x/3. 4) A = a*b>. 5) a) 4x2-12x+9; b) 16x2-09; ¢) 16X> - 24X + 9;
d) 09X+ %x+ 4 €) 33+ 2XV15 + 55 f) 4X* - 25; §) 0,00% - 53,205 h) Fx* =22 5 1) 310+ 2AVT5 - 5. 6) @) X+ 4+
+3x*-8x+2; b) 11; ¢) —x3+4x2 ix+— d) 30x>+13; e) 8(52X+3) 7) a) (1-20(7x-5); b) 4x2(2x>+1)(4x - 1);

c) 3a2b3c*(2a2b>c—3b + 4ac?); d) (x—3)(2 +2x); €) (x—3)(5x—9); f) 3x-2)(2x - /5)(2x +/5); &) 4(2x—3)(A - X)(1 + X);
h) 2-03@-3@+x). 8) a) (4-5%% b) (V3x-1)% ¢) (9-2x)(9+2x); d) (4x-+/3)(4x++/3); e) 8(x—2)(2x +1);
f) Gx+1)(7x-1); g) 4x+1(5x-2); h) 5x-1)(9x-7) ; i) (3x2-V2)%. 9) a) (X-V)(X+V)% b) (x+2)(x - /3)(x +V/3);
c) (x-2)(x - 8);d) (x - 8)(x +2); @) 3(3x - 5) (x +1); ) 8(2x - 3) (x +1); g) (x + 4) (x - 7); h) (2x - 1) (x/3 - V/5) (x/3 + /5);
i) 4x(x - 7) (x + 5).10) @) (x> + x + 2)2; b) (x2—x + 3)?; €) O2—x - D(X2—x + 6); d) Xx(x - (X2 - X + 4).
pg. 48-49. Test de autoevaluare. 1. a, b, d, ¢, d, a, b, a, b. Test de evaluare. I. 1) x; 2) 2x + 6; 3) 0; 4) 3x(3x - 2);
5) (x - 4)(x+4);6) (x+2)211.1)a) 2x(x + 2)% b) (2x - 1) (x - 2); €) 9x(x - 1) (x +1).2) 5.3) X3 - X5 + 1= (10x + 3) (10X + 5) +1 =
= (10x + 4)> = X42. 111. b) E(x) = (x + 2) (x + 3), produsul a doua numere consecutive este numar par; c) 8. Consolidare si apro-
fundare.1)a) -12a3b%c5;b)2x + 5;¢c)x -y + 1;d) 3x2y; e) —3;f) -35a°b7¢5; g) -4x - 4y - 8;h) —1;i) -10x - 27.2) a) 6x*; b) 27x;
c) 6x2-21x; d) x> - x + 4; e) -2x> - 7x; f) 6x> +13x - 5; g) 2x> - x; h) x - 2; i) x> - 14x - 39. 3) @) x> - 8x + 16; b) x> + 14X + 49;
C) 4Xx*>-20x+25; d) 4x>-12x+9; e) 16x>+8x+1; f) 4x>+12xy + 9y g) x>-16; h) 4x>-1; i) 36 - 4x> 4) a) (x- 6)%
b) (3x-4)% ¢) (5x+1)% d) (x-+v3)% e) (xv2-+3)% f) x-7(x+7); 8 (9x-4)(9x+4); h) (x-y-4)x+y+4);
i) 3x+2)(8-x). 5) a) x+2)(x+3); b) (a+b)(m+n); ¢) x-y)(x+y)3 d) x+2)(x+/5)(x-+5); e) (x-4)(x+09);
f)(x-6)(x +1);8) (x - 6)(5x - 6); h) (x - 8)(x + 1); i) -(11x - 3)(x +17).6)a) E(0) = -9,E(-2) = -27,E(3) =18;¢) E(x) = 9(x - 1)
se divide cu 18 daca x - 1 se divide cu 2, adica x = 2k + 1; d) (-0 ; 1]. 7) @) E(0)=1,E(-3) = -5,E(2) = 5; b) E(x) = 2x + 1; ¢) —2;
d) {0;1;2;3}. 8) a) E(0)=1,E(-3)=25,E(2)=25; b) E(x)= (2x + D% ¢) 3,1; d) {-4; -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3}. 9) b) {0;1;2;3};
c)A=49-25.10)(x-2)>+(y-3)>=0&x=2,y=3,0.
pg.56-57.1)a)xe R - {13;b)xe R - {-3};c)xe R - {-4;4};d)xe R.2)a) F(-1) = —3,1-"(0)= -%; b)F(-2)= 3,1—“(—1):%
1

) a) 2x3 'b) 2X2-5X+ 3, )2x3—x2_ d) X+ 4X+ 4 | )6x2—11x+3; f) X3+3x>2-x-3

2Xx3 - 2X>+ 6X. X3+2X2+2x+1,
X3+ 1 ’g) 2X3 +2X% - 4X? h)

2Xx2 - 2x? X2+ X - 2 ) x3+x2' 3x2+ 5X - 2 9x2-1 X3 -1 )

2y 2X2 42X+ 2 ZXY 2 3.y 3%, ; x+3 2. pyX-3, y X(x+5)
l)ﬁ ll-) a) 4_\/’ b) ) ) d) 3X’ ) 4)12’ f) yg) h) ﬂ) l) _) ]) k) X+1’ l) -3 5) a) ﬁtzy b) X+3; C) 2(5_)();
X=3. qy X*3. gy 2x+1, x+2 . X+3 x+4 x-1)(x-3) 3¢ -3 . 5x*-5x
d) X+3 e) X+1? f) 2X - 17 ) h) X 1) ]) 2) k) ) T Xx+2 6) a) x(x-1)(x+1)" x(x-1)(x +1)’
x+1 . X*+3x b) 32X 2. 7- 2X, X+3, ) X2+3X+2, x2—3x+2, -1 gy 3X-3. 20 -gx H+3 . X0
x(x-1)(x+1)" x(x- 1)(x+1)’ X X0 X 0 TX -1 x-1 ) x*-1 xx2 -1 x(x2-1)" x(x>-1)" x(x*-1)

4X, -2X>+5X+ 6, 12X2 + 3X - 14, 2Xx3-3X>-6x-6 3. -3x>-12x - 15 -23-5x2-12 20X+9 .\ x2-x-1,
7) a) ) b) 6X ) ) 12X d) 6 x> ) e) 7 f) 102 ) ) 18x2 ) h) 15(x + 1)’ ) X(x+1)

X +10. 3 3x2+9 | Xt =13X> - X + 4, 6X+5 -3X + 24 7 .
) 6<x+1>’ WG D gy 8 @ 5 D) 2y O 5 D - x)(5+x)’ ) G265 D H a2
OX+4 s\ X~ 9 8ab. .y 4X%Y. 10Xy 3x 45a 3(x+1)2, +1,
8) (2x 3y h) 4X(X+1)' D% )a) 20’ b) las ) 3a d) ) )5 Sar g) 6b’ h) ] 12y’ i) 2y ) ) 4X4 i k) 2X4 L) %
10) a) 1;, b) ;=5 zr ) (g—t? ;d i:i’ e) (x - 1)2’ f) (2x+1)6(2x = 8) 2X+1  h) ZXX- 11’ D11 a) 55y (x-1)? 1)2’ b %; <) 2(11_+33Xx);

5 220 5t 8) -2 h) (o 1)5 1) 15§) 23 k) 1.13) 0,5. 14) 4. 15) €) 2029105, 16) a) xe R - {-1;11; b) 2L

€) 0;2;3;d) (-o0;1). 17)a)xe R - {-3; -2;0;2}; ¢) nu are solutie; d) -4; e) (-3; + o).

pg- 61.1) ). 3) @) sib). 4) a) 1;3;b) -9;9; ¢) 0;1,5; d) ~4;4; @) 0;3; ) -6;1; 8) &, h) 2;5; 1) 214 §) -3;3; k) &3 1) &, m) o
n) -3, -1; 0) —%. 5)a) x>+3x-10=0;b)x>-9 =0;¢c) x>-3x+2 =0;d) x>-7x+11,25 = 0; €) x>-2x -1 = 0. 6) a) -9;1,
b) 0; ~4;¢) ~1;3;d) 0;6.7) a=7; ~4; 5.8) ) (2x + 5) (x + 2); b) (x = 1) (x = 4); €) (7x + V2 = 4) (7 + V2 + 4); d) - (3x + 1) (2x - 1);

e) (x V10 - V6 - Z:/)l%cm V6 +4), f)( )(X—Z) g) (x> +2x +2)% h) (2 + 2x + 3)(x> + 2x + 2); i) (x + (x> + 2x + 7). 9) @) —5, 1;
b) - 3,1,c) -3,1.10)a) x>+ 3X- 4 = 0;1; —4,b)—2x2+7x+4_o,4,—5,c)x2—1ox+16_0,2,8, d)4x2—6x—4_0,2,—5,

e)2x2+7x+6=0; -2; —%;f)25x2—18x—7:0;1; —215.11)—5,2.12)3,5,5.13)24cm2, 24.cm.14) A zo:mZ—%.
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pg. 62. RECAPITULARE. 1)a)xeR fo5b)xeR-{-1};¢)xeR;d)xe R-{-1;1};e)xe R - {-13; f) xe R - {-10; 10}.
2)a) 0;b) 0;¢) -1;d) 2; ) 3; £) -3 8) 0;h) -1; ;1) 2;§) -5; 5. 3) @) - s,z,b)slc)1,7.d) 3-3ie)33;0-308)32h) -1;
0580 %D) 250 D0 60y 8) wn D EED LD s WS DS m % n 13 0) B0 p) 3

x(x+1)’ X+2) 2x+1 ) 2x*?

205 222 ) SE W) (-1 (x+2) V) 2 X+ 1 X) -1 5) a) X?;ﬁ} x € R-{-2; -0}
b) 0,x € R-{-1;1}; ¢) 3X21),xe[R {-2;0;2}; d) 6(x+3)'X€R_{‘3'3}, ) 21 x e R-{-1;1}; f) x(2x+1)’
xeR-{-1;0;1};8) 525, xe R-{-2;2}; )22 xeR-{-2;3;2}; 1)X+3,xeR {-3; - X2l xeR-{-2; -113

k)x+1,xeR {-5; -2;5} 6)a)xe R - {-3;3;4}; b)E(x)_X+3,c)xe{ 4;2;4;10}.7) @) x2 - 9x+20:0;b)x2—4x+4:0;

€)x*-2,25=0; d)XZ—l.X—l-o 8)1+v2.9) A = 4m* 2 0; 3m,m. 10) @) -3;0; b) =225 ©) &; d) -VZ;VZ; ©) -3;4; ) -3;7;

g)3tJ— h) 317 3+ \/T

1) -1;1;j) -8;3.11) ~5— 12) 18 si19. 13) 20; 80.

pg. 63. Test de autoevaluare. 1) a) 4X; b) x; ¢) 4x>+ 6x +3; d) 2X>+ 7x - 15. 2) @) X> + 2x + 1; b) 4x> - 1; ) 36 X> - 48X + 16;
d) -5x2+5. 3) @) 4x3(x-2)(x+2); b) (x+1(x+9); €) 2(2x+3)(x+3); d) (x-3)(x-V6)(x+V6). 4)b)x € {-1;0;2;3}
€)x e (-o0; 1) - {-23; d) S = "D, Test de evaluare. 1) a) ~4; - 3; b) —4; ©) &5 d) ~v3;V/3- 2) @) 3(x - 4) (x - VZ) (x+ V2);

b) X(x - 1) (3¢ + 2); ©) x(x - 1) (2 + 3); &) (X~ D (x+ D (x=2) (x+2). 3) A D) 1235 O (2 D ED 2 ) xeR -

{-3; “135 D) E(X) =355 0 E(-2) = -5,E(23) = -5 d) xe (-5 -3).

pg. 71-72. 1) O functie f:A > B (se citeste f definitd pe multimea A cu valori in multimea B) este formata din doua multimi
nevide A numita domeniul de definitie si B numita multimea de valori, precum si o lege de corespondentd prin care se asociaza
fiecdrui element din multimea A un singur element din multimea B. 2) a) {-3; -2; -1;0;1;2;3;4}; b) R; ¢) f(x) = x-2;
d) {-5; -4; -3; -2; -1;0;1;2}. 4) @) {-2; -1;0;3;4}, {0;1;4;9;16}; f(x) = x% b) {-2;0;2;4;6;8;10}, {-10; -8; -6; -4; -2;0;2}
fO) = =% €) {0;1,2;3;4}, {-4;-3; -2, -1,0}, fO) = x-4; d) {-3; -2; -1;0;1;2;3}, {-10; -8; -6; -4; -2;0;2}; f() = x-1.
6)a){-2; -1;2;7};b) {-8; -1;0;8;27; 64}; ¢) {0;1;2; 3;4; 5; 6;9}; d){ 2;-1;0;1;2; 3},e){ 1,2,%,5,1} 7) a){-3; -2;0;1;3},
crescatoare; b) {0;1;2;3;4;5;6}, descrescatoare; c) { 3; -V6;-2;0;2;/6; } d) { 1; 3,2, 1}, descrescatoare;
e) {-3; -2; -1;0;1;2;3}.9)a)A,D e G b) M,N e G, 11) a) 9; b) 101%; ¢) (n +1)2; d) (2n +1)%; e) (3n+2)2 12) a) 1; 0; 1; 4; O
b)m = 5,n=10; ¢) 8; 2; d) 10.13) @) {0;1;2; 3; 4; 5; 6; 7;8;9}; b) m = 0,n = 10, p = 20; ¢) 2. 14) @) -2001; b) daca P # 0 atuncinu
existd numere pentru care f(n) = 0, adica toate valorile functiei sunt —1 sau 1. Suma a 2001 numere de —1 sau 1 nu poate fi egala
cuo0;c) B ={-1;1}.15) a) 3; 12; 21; 217; b) 4; c) numere prime.

pg. 81-82.1) R, R, 151 -5, -3,10, 5, A(0; -5),B(5;0).2) A€ G.3)a=2;b = -4ic=2;d=1,d=-1 4)f(X) =-x+1 5)-
—g, 2; 2. 6) a) f(x) = x crescatoare; b) f(x) = -1 constantd; c) f(x) = ——x +—descrescatoare d) f(x) = —x 7)A¢G,BeG,x= §
8) (~e0 ;11. 10) AG; -3),B(-3; 6),C(1;1),DG; -3), E(A,z) F(5,5). 11) da, nu, nu, da. 12) f(x) = 2x-1,g(x) = 3x-3.
13) A(2;0), 0. 14) b) A(-3; -2); ©) (3; +0),3; +00), (=005 -2). 15) f(X) = 3x-8,f(0) = |x+4l, fX) = 2x-2VZ -1,
f) =15 -2x|, f(x) = (x - 4)> + 4.16) g(x) =3x - 3,A(2;3). 17) A(0; 4),B(-4;0),A=81*2v2 4,1, (-o0; -4]. 18) f(X) = -4x + 20,
A - C-Dcoliniare, A, = 4u? P, =17 + 6 +2,/5 4, Z”Fu CD=AD.19)a) 2; c)a_ c)M(a,g) M(1;-1). 20) @) -a + 4; 4;
3a+4;b)-1;d) 4vV2 u.21)a)a =1,b = 2; ¢) AOAB, AOCE dreptunghice isoscele. 22) b) X =2;c) AMQP, MQ = 5u, MP = 5 u,
deci triunghiul este isoscel. MH n QP = {A(2; - 1)}; AQ = PA = /5 u, deci MA medianad, deci inaltime; PO si MA sunt Indltimi, deci

si QH inaltime. 23) a) a = 5, b = 2; ¢) AB = 2v26 U, AD L Oy; A, = Ay - Ay = 250 -28 = 10-8 =2 w354, Xz‘/_
:x-\é_é ‘/3_u 24)a)a=2,b=2;¢c) MN = y/5,NP = c+1, MP = /> + 4. Din teorema lui Pitagora ob;1nernc:4.

25) 0; 10; 4; 12.

pg. 92. RECAPITULARE. 1) a) Imf = {-16; -6; 4;9;19;29;39}; b) Imf = {3;6;9;12;15;18;21;24}; ¢) Imf = {-2; -1;2;7};
d) Imf = {5;6;7;8;9; 10;11}; e) Imf = {-7; -3; -1;0;2; 3;5;9}; ) Imf = {-11; -8; -5; -2;1; 4;7;10;13}. 2) @) f(0) = - 4,f(-2) =
= -16,f(3) = 14, f(5) = 26; b) —16; ¢) 101- 296. 3) a) A(5; -5); b) A(-1; 7),C)A<3,3) d)A(A,A) e) A(2;1); f) Aa; 5 - 2a),a € R.
5)a)A(§, ),B(o,5), b) A(-3;0),B(0;9); ¢) A(5; 0),B(0; 5); d) B(0; 5); €) A(-1;0), A’(1;0), B(0; -1). 6) a) 2; b) —2; 2; ¢) @; d) 6;
e) —2.7)a) o; b) -1, ¢) g;d) 5;e) . 8) 5.9) 4. 10) f(x) = 2x+1. 11) f(x) = 2x sau f(x) = 3x-2.12) da. 13) 2. 14) a) x = 2,
xe(-o0;2];b)x=-3, x€[-3; +®);0)2,8;d)x=-1,xe€ [-2; -1].15) A(1;5).
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pg. 93-94. Test de autoevaluare. 2) a) —5; ¢) A = % uz; d) ¥ u; e) —4; f) 1; g) —5353; h) A(—%; - %), i) nu exista;
i) 9v2 u. Test de evaluare. I. 1) Imf = {0;0,5;1;1,5;2;3}. 2) A = {-2; -1;0;1;2}. 3) fals. 4) —2. 5)A<9; 0). 6) A(0;1).11. 1) da.

2)a=-2,b=-3.3)@. 11 1)A: r,‘/_ vio . Consolidare si aprofundare. 1)f( 4) =-19, f(-2) = -5, f(-1) =2, f(-0,5) =

= 5,5, fl0) =9, f(2) = 23, f(3) = 30. 3) a) Imf = {-38;-30;-22;-14;-6;2}; b) Imf = {-11;-6;4;14;19;24};
c) Imf = {-17;-9;-1;7}. 4) a) 10,5; b) —71,5; ¢) -1100. 5) a) A(—g- ) B(0;9); b) A(i ) B(0;10); ¢) A(-8;0),B(0;16).
6)a)2;b) % ¢) -5;d) -, €) -5.7) a) () = -x+ ;D) f(X) = -Tx+ 3;¢) f(x) = -2x ) f(x) = 5. 8) a) A(1;6); b) A(£;3). 9) da, nu,
nu. 10) ) A(+;4); b) A(2;2); DA(S; -£); A5 -2); @) A4 -11); H A®6; -17); ) A(Z3:3)-11) g(0) = -x+ 4, A= 9w,
P = 6 + 6 V2 u, triunghi dreptunghic isoscel. 12) g(x) = 2, A = 8 u?, P = 10 + 22 u, trapez dreptunghic. 13) A = %5 u 14) 3.

15) -%.16) 6,41.17) -3.18) A(3; ). 19) 2Y%, N,

pg.102-103.1)a)a; b) f;c) a;d) a; e) a; f) f; g) a; h) a; i) a. 2) a) AB c o conform axiomei A2; b) MN ¢ . Dacd MN ar fi inclusa
in plan, atunci toate punctele ei ar apartine planului, deci si N — fals. c) fals. Dacd punctele sunt coliniare, C e d si cum d c 9,
obtinem C este in plan, fals. 3) a) Ae &; b) A¢ d;c) Ced; d)E¢ o; e) E¢ d; f) dc o; f) AC c «; ) B ¢ EC; h) EA¢ (. 4) Dacd cele
patru puncte ar fi coliniare, atunci ele ar fi toate pe o dreaptad. O dreapta este inclusa in plan, deci toate punctele sunt in plan,
deci coplanare — fals. 5) a) 1; 6. b) Minim 1 daca sunt toate coplanare, dar necoliniare si maxim o infinitate daca sunt coliniare.
6) a) Minim 1 plan daca punctele din plan sunt coliniare, maxim 6. b) Trei plane se obtin din punctul E si 3 drepte din plan. Nu
exista asezare a 4 puncte in plan pentru a obtine 3 drepte. 7) Punctele A si B apartin planului determinat de dreptele a si b.
Conform axiomei A2 toate punctele de pe dreapta AB apartin planului, deci si mijlocul segmentului. 8) Conform axiomei A2.
9)a)Aew; b)Cgo;c)ABca;d)anfP =d;e) CBnf = {C}; f) ACha = {A}; g) (ABC) na = AB; h) (d,C) = f; i) (d,AB) = «
10)Nu.11)Aed,Ae [3 =>Aedn [3 =d. 12) Cele trei puncte determind un plan. 13) Nu (coltul unei camere cu cele trei muchii
care se Intalnesc in colt). 15) Da, trei puncte determina un plan. 16) Doua drepte paralele determina un plan. 17) d) Planele au
dreapta comuna BC, iar punctele A si D in plane diferite, deci puncte necoplanare; e) AB || CD || EF doua drepte paralele deter-
mind un plan; f) AB || CD || EF doua drepte paralele determind un plan. 18) a) (ABC) n(BCD) = BC; b) (ABC) n(ABD) = AB
¢) (ABE) n (ACD) = AE; d) (ACE) n (ADE) = (ACD); e) (ABE) n (ACD) n (BCD) = {E}.

pg.109-110.6) a, f, f, £, a, a, a, 3, f, f, a, f. 7) Daca cele trei muchii sunt muchii laterale, atunci doua cate doua sunt copla-
nare. Dacd doua muchii sunt muchii laterale si una este muchie a bazei, cele doua muchii laterale sunt coplanare. Daca doud
muchii sunt muchii ale bazei si una este muchie laterald, cele doua muchii ale bazei sunt coplanare. 8) triunghiulara, patrula-
terd, triunghiulard, lipseste baza. 9) i. d); ii. Aplicam teorema lui Pitagora in triunghiul VBM sau VCM, VM = 8 cm, b). 10) i. b);
ii. ¢). 11) a. 12) Triunghiurile din desen sunt echilaterale. 13) SDGH, SDGF, SDFE. 14,) 4. Fiecare tetraedru are la baza un triunghi
cu doua din laturile patratului si intre ele este unghi drept. 15) 8 cm.

pg. 116-117. 6) Dacd baza prismei are n varfuri, atunci prisma are 2n varfuri. Din fiecare varf pleaca 3 muchii si intrd 3
3 3n. Numarul 14 nu se imparte la 3; 15 = 3 - 5. 7) a) Daca baza prismei are n varfuri,

atunci prisma are 2n varfuri, deci v = 2n. b) Am ardtat la exercitiul anterior ca m = 3n. ¢) Daca baza are n varfuri, are tot n fete
laterale, deci n+2 fete (cu tot cu bazele); v=2nsif=n+2.0btinemv=2f-4.d)v+f=2n+n+2=3n+2=m+2.9)a)51cm;
b) 5 cm; ¢) 8 cm. 10) a) Desfasuram prisma si furnica parcurge diagonala dreptunghiului ACC’A’ (format din doua fete late-
rale), distanta este de /322 + 62 = 21/265 cm. b) Desfasuram prisma si furnica parcurge diagonala dreptunghiului ABC’D’
(format din o fata laterald si baza de sus), distanta este de /162 + 222 = 2,/185 cm. 14) Drumul minim taie BF; 5/17 = 20, 62 m.
15) Al doilea pachet. 16) Muchiile sunt diagonale 1n fetele cubului; 5v2 cm. 17) 8; 12; 6; 1. 18) ACFH este tetraedru regulat.
20) 72 cm.

pg. 120-121. Test de autoevaluare. I. A, A, F, A, A. 11. 1) b). 2) d). 3) b). I11. 1) AD. 2) AO sau AC. 3) VO. 4) 0. 5) Punctul de
intersectie dintre VO si AN. IV. 1) 32 cm. 2) 4+/3 c¢m; ¢) 8+/5 + 4 cm. Consolidare si aprofundare. 1) a) distincte, plan; b) trei;
c¢) nesituat pe dreapta (exterior dreptei); d) concurente, paralele. 2) A, A, A, A, F, A. 3) a) Dreptele AB si CD sunt concurente, deci
determina un plan In care sunt cele 4 puncte; b) O € AB, AB c (ABC), deci O € (ABC); c¢) Punctele O si A sunt In plan. 4) a) Dreptele
AB si CD sunt paralele, deci determind un plan in care sunt cele 4 puncte; b) Punctele C si A sunt In plan; c) Pot fi paralele sau
concurente. 5) A, A, F,A)A A F, F, A A A. 6) a) 75° b) 16 cm?; ¢) Prin desfasurarea fetelor laterale se obtine un triunghi
dreptunghic, lungimea minima este 8 V2 cm. 7) 60 cm. 8) a) 72 cm; b) 10 + 2/13 + 4+/5 cm; ¢) o dreapta care uneste centrele
fetelor ABB’A’ si DCC’D’. 9) AACE = ABCE (CC); b) Se aplica teorema lui Pitagora; c) 9 /7 cm?; d) Are baza patrat si se demon-
streaza ca VB = VC = VE = VD.
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pg.125.1)a)AD,A’D’, B’'C’; b) AB, DC, BB’,CC’; ¢) AA’, DD’,A’B’,C’D’; d) A’D’. 2) a) paralele; b) necoplanare; ¢) concurente;
d) necoplanare; e) concurente; f) necoplanare. 3) a) AB || CD si CD || C’D’; b) Se folosesc: AB = CD = C’D’ si paralelismul de la
punctul anterior; ¢) Din punctul anterior; d) BC’ si B’C sunt concurente si nu se pot duce doua paralele la aceeasi dreapta prin-
tr-un punct. 4) Se foloseste proprietatea diagonalelor unui paralelogram. 5) a) paralele; b) necoplanare; c¢) necoplanare;
d) paralele; e) necoplanare; f) paralele; g) paralele; h) concurente; i) concurente. 6) a) BENM dreptunghi si concluzia; b) AD si
MN sunt paralele si congruente, AMND paralelogram si concluzia; ¢) MP || AC (linie mijlocie) si AC || DF. 7) a) necoplanare, con-
curente, necoplanare, necoplanare, paralele, paralele; b) folosind propietatea liniei mijlocii in triunghi se demonstreaza ca
laturile opuse sunt paralele; ¢) MN este jumatate din AC si NP este jumatate din BD, MNPQ romb si concluzia. 8) a) Ambele sunt
paralele cu linia mijlocie; b) AB si CD sunt paralele, deci coplanare, asadar si AD si BC sunt coplanare. Cum ABCD (dupa indoire)
este un trapez, concluzia. 9) AB || CD implica faptul ca cele patru puncte sunt coplanare, si se verifica proprietatea paralelogra-
mului (laturi opuse paralele si congruente). 10) a) tranzitivitate; b) se demonstreaza ca CDFE este paralelogram; c¢) MN linie
mijlocie iIn ABDF, MN || DF, tranzitivitate si concluzia. 11) a) EF || CD || AB, 0°; b) AB || CD, 90°; ¢) FC || ED, 60°; d) BC || AD, triun-
ghiul EDA este echilateral, 60°.12) a) 90°; b) 45°; ¢) 0°; d) 90°; e) 90°; f) 60°. 13) a) DC || AB, 60°; b) 60° (triunghi echilateral);
¢) 0°, dreptele sunt paralele; d) 90°; e) 90°, se demonstreaza cd ASAC este dreptunghic; f) ASAC isoscel, SO mediana si inal-
time, 90°. 14) MN || AC (linie mijlocie), 0°, 60°, 60°.15) MP || AC, NQ || BD si concluzia. 16) a) DD’ || BB’, «<(CM, DD’) = <CMB = 45°;
b) D'C’ || AB, <(AM,D’C’) = <MAB, tgMAB =8 - 2

pg.131-132.1) a) Inclusa in (ABC), (ABB’); secanta la (BCC’), (ADD’); paralela cu (DCC’), (A’B’C’); b) Inclusa, secantd, para-
lela, paraleld, secanta. 2) a) paraleld; b) inclusa; c) secanta; d) secanta. 3) a) AD, AA’, DD’, A’D’, AD’, A’D; b) CB, DA, etc; c) A’B’,
B’C, CD, A’D, A’C, B’D. £) a) paraleld; b) paralela; c) secantd — folosind reciproca teoremei lui Thales. 5) a) CD || AB, AB c Q;
b) nu; d) DN c (DAB), (DAB) na = AB, deci E € AB. 6) a) FE || AB, AB c (ABC); b) AB || CD, CD c (CDE); c¢) O, € AC,AC c (ACE),
0, € AE, AE c (ACE) si concluzia; d) O, 0, linie mijlocie in ABAF, 0,0, || FD si concluzia. 7) AB || &, AB c (NAB), (NAB) n o = EF, deci
AB| EF; idem AB || CD si concluzia; MN || EC. 8) a) proprietatea liniei mijlocii; b) in triunghiul SAC, dreptele NP si NR sunt diferite
siNP || AC, deci NR se intersecteaza cu AC si concluzia. 9) FO este linie mijlocie In triunghiul ACE, unde O este intersectia dia-
gonalelor paralelogramului, si concluzia. 10) a) BG,n D G, n AC In mijlocul segmentului AC si concluzia; b) reciproca teoremei
lui Thales, G, G, || MN si concluzia; c) Se foloseste punctul anterior. 13) CD || FG si DE || GH (paginile sunt dreptunghiuri). 15) a) NP
dreapta comund; b) trei puncte comune (N, P siR); ¢) Se aplica proprietatea liniei mijlocii In triunghi. 17) a) AB || DE si BB’ | EE’;
b) BC || AD si CC’ || DD’; ¢) BD || AE si DD’ || AA’; d) Dreapta de intersectie este determinata de centrele celor doua baze;
e) BB’ || EE’ si se aplicd teorema acoperisului. 18) a) CC’ || (ABB’A’) si (ABB’) n (MCC’) = MN, deci MN || CC’; b) Bazele prismei
sunt paralele si sunt taiate de planul (MCC’). 19) Punctul V apartine intersectiei si fie d dreapta de intersectie a celor doud plane,
Ved;AD || BC, AD c (VAD), BC c (VBC) si, aplicand teorema acoperisului, d || AD. 20) a) MN || B'D’ || BD si NP || AC (linii mijlocii)
si concluzia; b) unghiuri cu laturi paralele (diagonalele bazei sunt perpendiculare). 22) a) Se foloseste teorema fierastraului
tinand cont de faptul ca fetele laterale opuse sunt paralele.

pg. 137. 1) Idem demonstratia primei probleme rezolvate din lectie. 2) Sectiunea este patrat congruent cu patratul ABCD.
3) a) Se demonstreaza caAB || A’B’ si BC || B'C’; b) Sectiunea prismei cu planul (A’B’C’) este patratul A’B’C’D’ si AB = AA’ =10 cm.
4)a) 0,0, | AC| 0,0,;b) 0,0, || BD si 0,0, || AC; ) MNPR este dreptunghi, 0, 0,, O, si O, sunt mijloacele laturilor lui, raportul
ariilor este 4. 5) a) Idem prima problemad rezolvatd din lectie; b) Dacd (EFG) || (BCC’). 6) Nu, bazele nu sunt figuri asemenea;
doar curigla se constata ca muchiile laterale ale desenului nu se intersecteaza. 9) Doua trunchiuri de piramida. 10) Se demon-
I

streaza (din rapoarte) ca muchia laterala a piramidei din care provine trunchiul are lungimea de 9 cm. 11 cm?. 12) 20 cm.

13) Oricare doua muchii laterale se intersecteaza n varful piramidei din care provine trunchiul. Doua drepte concurente de-

Cg2 AM_2 _AM_2 Puw_2 BAuww_ 4
termina un plan. 14) 11,25 cm. 15) 12,5 CmM. 16) 5~ = £ = =2 = 2, = ===,
p ) ’ MB~ 37 AB 5 Py, 5' A, 25

17)1=8cm, m, =5cm.

pg. 138-139. Test de autoevaluare. 1) ¢). 2) b). 3) b). 4) a). 5) d). 7) MN || AB (linie mijlocie), AB c (ABC). 8) MN || AB || CD,

NO || VD etc. 9) MNPR este patrat, raportul laturilor celor doua patrate este 1/, deci raportul ariilor este /4. Consolidare si
aprofundare. 1) a) paraleld, secanta, paralela; b) P este pe intersectia planelor (ABC) si a, deci pe CD; DP = AB si concluzia.
2)a)90°; b) 30°% ¢) 0°; d) 60°; e) 90°; f) 60°.3) a) EF || A’C’ || AC si concluzia; b) 12; ¢) BD || B’D’ || EG, unde G este mijlocul seg-
mentului A’B’, <(AE,BD) = <AEG; in triunghiul isoscel AEG, AE = AG = 2+/5, EG = 22, indltimea AH = 3v2, SinAEG = %;
d) AG || DF si se foloseste acelasi triunghi, sinEAG = % £) a) Aplicand reciproca teoremei lui Thales, EF || CD, AM L CD si conclu-
zia; b) Trece prin A si este paralela cu CD si EF. 5) a) ED || B’C; b) Nu, dreptele AE si A’B’ se intersecteazd. 6) 0,0, 5i 0, 0, sunt
paralele cu diagonalele bazei. 7) a) BC || AD, ASAD dreptunghic isoscel, <SAD = 45°; b) Reciproca teoremei lui Thales, MN || AC
siconcluzia; ¢) Patratul de sectiune are latura o treime din AB, A = 16 cm?. 8) a) VO este mediana si inaltime in triunghiul isoscel
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AVAC; b) Construim prin O paralela MN || AB, M € AD si N € BC, demonstram ca VM = VN si MO = ON deci VO este mediana si in
AVMN isoscel, VO L MN, <«(VO,AB) = 90°

pg. 142-143.1) Nu neaparat; nu este suficient ca o dreapta sa fie perpendiculara pe o singura dreapta dintr-un plan pentru
a fi perpendiculara pe plan. 2) a) EA, FB, GC, HD; b) AB, DC, EF, GH; ¢) AD, BC, EH, FG. 3) a) A’A L AB,A’A 1 AD, AB,AD c (ABC), AB
si AD concurente 1n A; b) BD c (ABC) si A’A 1 (ABC); c) se aplicd teorema lui Pitagora in AA’AB; A’A 1 (ABC), AC c (ABC), deci
A’A 1 AC siteorema lui Pitagora inAA’AC. 4) a) oblica; b) Aplicand teorema lui Pitagora In triunghiul dreptunghic ABC, 20 cm.
5)a) MA 1 (ABC), AD c (ABC), 90°; nu conteaza pozitia lui D pe BC; b) MA L (ABC), BC c (ABC), de unde concluzia. 6) a) EA 1 AB,
AB || DC si concluzia; b) BA este perpendiculara pe dreptele concurente AE si AD; ¢) CD || BA, deci CD L (EAB) si ED c (EAD).
7) a) congruenta de triunghiuri; b) BC c (ABC) siAD 1 (ABC); ¢) BC L AE si BC L AD etc. 8) CA L AB, CA L MB pentru ca BM L (ABC)
etc.9)a) BALADsiBA L AM;b) CB L BAsiCB LAM;c)DB LAC,DB 1 MA;d) NO || MA si concluzia. 10) AM L CD, BM L CD (mediane
si Indltimi In triunghiuri isoscele). 11) a) BA L (AMC); b) 6 V2 ¢cm; ¢) MB = 6 V2 cm, MC = BC = 10 cm. 12) a) DB = DC (calcul sau
congruenta de triunghiuri); b) AM = 3/3 ¢cm, DM = 6 cm. 13) a) 8 cm, 4+/5 cm, 4+/2 cm, 42 cm; b) DE L MA deci DE trebuie sa
fie perpendiculara e AC, AAOD echilateral, E mijlocul lui AO. 14) a) BF = 6 /3 cm = MF, aplicam teorema lui Pitagora In AMAF;
b) 6/5cm, 66 cm;c) DB L AB, MA 1 DB.

pg. 147. 1) a) A’D L B’C’ (mediana si indltime in triunghi echilateral), BB’ L (A’B’C’) deci BB’ L A’D si concluzia;
b)d(A’,(BCC’)) = A’D = 3/3 cm; ¢) teorema lui Pitagora in AAA’D, AA’ = 9 cm; d) 3 cm, 6 cm. 2) a) congruenta triunghiurilor
dreptunghice VOA, VOB si VOC; b) AO = 4+/3 cm, VO = 8 cm; ¢) MM’ L (ABC), MM’ || VO si se aplica teorema fundamentala a ase-
manarii, 2 cm; d) piramida si trunchi de piramida, 6 cm si 2 cm. 3) a) Analog problema rezolvata din lectie; b) Teorema lui
Pitagora In ASOA, SO = 14.cm; ¢) 10 cm, 56 cm, 4 cm. 4) 4v/6 cm; 167 cm?, 1,66 cm. 5) 12 cm, 15 cm. 6) AA’ || BB’, AD || BC si
concluzia; BA L AD,BA L AA’,BA 1 (AA’D),11cm. 7) 8, 8,42, 8,8,8,8+2, 8,8, 8,8,0.8) 15 cm, 6 cm. 9) latura sectiunii este
linie mijlocie In fata laterala a trunchiului (trapez); da, relatia se pastreaza. 10) Daca A si B sunt doua puncte de pe dreapta si
A’ si B’ picioarele perpendicularelor acestor puncte pe plan, se demonstreaza ca ABB’A’ este dreptunghi. 11) AB || [ si ideea
problemei anterioare.

pg. 150.1) CO L (AOB), CO c (BOC) etc. 2) A'A 1 (ABC), A'A c (A'AB); b) A'M c (A'AM) si A'M L (BB'C') punctul anterior;
¢) analog punctul anterior. 3) AB L (SMC), AB c (SAB); se demonstreaza ca Inaltimea piramidei este inclusa in planul (SMC);
AB 1 (SMC) siAB c (NAB). 4) (ABC)n (EAB) = AB, daca EF L AB, F € AB, EF 1 (ABC), d(E, (ABC) ) = EF = 12 cm, analog, CB repre-
zintd distanta de la C la (EAB), 10 cm. 5) Se demonstreaza ca este un dreptunghi cu laturile congruente. 6) dreptunghiuri in
toate situatiile; a) si b) doua prisme triunghiulare drepte; c¢) doua paralelipipede dreptunghice; d) doua prisme drepte cu baza
trapez. 7) dreptunghiuri in toate situatiile; a) o prisma triunghiulara dreapta si o prismd pentagonala dreaptd; b) doua prisme
patrulatere drepte; c¢) doud prisme triunghiulare si una patrulatera. 8) a) SO L (ABC), SO c (SAC); b) AC L (SBD) , AC c (SAC);
¢) BC L (SOM), BC c (SBC); d) (SOM ) n (SBC) = SM, plane perpendiculare, construim perpendiculara din O pe SM; 9) r = 3 cm,
h = 3y/3 cm. 10) 4 cm, 8 cm (folosim un diametru perpendicular pe diametrul primei sectiuni). 11) Dreptunghiuri in care una
dintre laturi este muchia laterala, iar celelalte diagonale ale bazelor (care sunt congruente). 12) Aria sectiunii diagonale este
a>+/2, iar aria unei fete este a2 13) Lungimea segmentului determinat de o sectiune axialad pe bazd este mai micd decat lungi-
mea diagonalei bazei.

pg. 151. Test de autoevaluare. 1) ¢). 2) b). 3) b). 4) a). 5) ¢). 6) DA L AB, DA 1 MB si finalizare. 7) MB L (ABC), MB c (MBD) si
finalizare. 8) MA = 20cm si MC = 15cm. 9) Se demonstreazda ca CM L (ABE) si finalizarea. Consolidare si aprofundare.
1) AB L EC, AB L ED si concluzia. 2) a) BC L AM, BC L MN si concluzia; b) congruenta de triunghiuri; ¢) AM = 4+v2, MN = NB =
= 4+/2,BN = AN = 8 = AB; d) BP si CP Inaltimi in triunghiurile ABN si ACN etc. 3)a) AM || CN si concluzia; b) BD L AC, BD L AM si
concluzia; ¢) Se demonstreaza ca MB = MD, NB = ND si concluzia; d) BN = DN = 10 V2 = BD; e) Se foloseste trapezul dreptunghic
AMNC, MN =15cm. 4) a) AD = 4+/5 cm; b) Se calculeaza AB si se verificd reciproca teoremei lui Pitagora; ¢) Cu reciproca teo-
remei lui Pitagora sau se demonstreaza ca CB L (ABD). 5) 2 cm. 6) a) 5+/5 cm; b) 10 cm; ¢) BC L SM, BC L OM, deci BC L (SOM) si
BC c (SBC); d) OP L SM, OP 1 BC si concluzia; e)2,5+/3cm.

pg. 154. 4) Medianele triunghiului ABC se proiecteaza in medianele triunghiului A’B’C’. 5) 0; 0; M; 0A; O; OM; VO; AO; VM.
6) 0; 0; M; OA; 0; OM; VO; AO; VM. 7) a) AB; b) CB; ¢) AM; d) AB; e) MM’; f) AM’. 8) a) AD, A’D’, BC’, AA’; b) BD, B’D’, AD’, A’B; ¢) 00’,
OD’, 0B, OD. 9) a) 6 cm; b) 6 V2 cm; ¢) 6 V2 cm; d)6 V2 cm; e) 3+/5 cm; f) 6 V2 cm. 10) Toate sunt egale cu 4 v2 cm. 11) a) dacd
(ABC)L a; b)A'B=A'C = 5v2cm, AA'= 52 cm; ¢) Nu, triunghiul A'BC ar fi echilateral, deci A’B = AB, contradictie. 12) Sunt
paralele sau coincid (cand planul determinat de ele este perpendicular pe planul dat) sau se reduc la doua puncte la distantd
egala cu distanta dintre dreptele date (cand dreptele sunt perpendiculare pe plan). 13) ABB’A’ dreptunghi, AB 1 BB', AB L BC;
b) A'B'|| AB, deci A'B'L (BCC'). 15) a) patrat; b) 64 cm?2.
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pg. 157.1) a) paralela cu planul; b) secantd cu planul; ¢) secantad si perpendiculara pe plan. 2) 60°. 3) a) 12 cm; b) 6 /3 cm;
¢) 6v2 cm;d) 6 cm. 4)a) 9 cm; b) 4+/3 cm; ¢) 52 ¢m; 16 cm. 5)% 6) 9/16.7) a) <SAO; b) <ASO; ¢) <SMO; d) «BSM. 8) a) <SAO;
b) <SMO; ¢) <BSM. 9) 45°. 10) a) <D'BD = 45°; b) <D'BC'=30°; c) tgD'AD = v2; d) D'O = 4+/10cm. 11) a) <C'AC = 60°;
b) tgCMC'=2+/3; ¢) AM 1L BC,AM 1 BB' etc.; d) MC'= 4 /13 cm; e) SinAC'M = %

pg. 160-161.1) nu; AO L d si BO 1 d. 2) a) <FAD, AB muchia diedrului, FA 1 AB, FA c (ABEF) si DA L AB, DA c (ABCD); <EBC
etc.; b) 10/2 c¢m; ¢) 60° (AACE echilateral). 3) a) BB' muchia diedrului, AB L BB', AB c (ABB'A'), CB L BB', CB c (BCC'B');
b) A'B' muchia, AA'L A'B', D'A'L A'B' etc.; ¢) BC muchia, A'B 1 BC, AB 1 BC etc. 4) a) AB este muchia diedrului, CM 1 AB,
CM c (ABC), DM L AB, DM c (ABD); b) AN 1 CD, BN 1 CD etc. 5) a) BC muchia, VM si OM perpendicularele etc.; b) VB muchia, se
demonstreazd ca VB L (EAC), deci CE L VB etc.; ¢) VO muchia, AO si BO perpendicularele etc. 6) a) AA’ muchia, B’A’ si C’A’ per-
pendicularele etc.; b) AA'BCisoscel, deciA'M 1 BC,AM 1 BC, BC muchia etc.; ¢) NP muchia, se demonstreaza cd A'R,AR L NP etc.
7) Dacd C'= pr, .,C, se demonstreaza ca AB 1 (BCC'), deci C'B 1 AB, CB L AB, <CBC'= 30°. 8) a) BD perpendiculard pe AD si AM
etc.; b) i) (MAB)n(MAC)=AM, BA L AM, BA c (MAB), CA L AM, CA c (MAC), <«((MAB),(MAC)) = <BAC = 60°%
ii) «((MBC),(ABC)) = <MDA, AMAD dreptunghic isoscel, 45°. 9) Se demonstreaza cd <((DAC),(BAC)) = <DOB, O centrul patra-
tului; a) 4 cm; b) 4 v2 cm. 10) <((ABD),(ACD)) = <BDC = 60°.11) a) <EBA = 60°; b) 5/5 cm; ¢) \/3/2; d) 50 cm2 12) a) <ABC = 60°;
b) MB c (MAB), MB 1 (ABC); ¢) CA L AB, MB etc.; d) <MAB = 45°.

pg. 164—-165. 2) a) B’A, B’0, O centrul patratului; construim BN L AM, B’'N 1 AM; b) B’A = 8¥2 cm, B’0 = 4V/6 cm,
AM = 4+/5cm, BN = 8./5/5cm, B’N = 8,/30/5. 3) a) congruenta de triunghiuri; b) mediana In triunghi isoscel sau T3 1;
¢) DM = 12.cm; d) daca AE L DM, d(A,(DBC)) = AE = 8 /5/3cm cu reciproca a doua; e) sinDMA = 2/3. 4) a) cu T3L, A’M 1 BC,
A’M = 10cm; b) cu T3L, C’'M L AM, C’'M = 5v/2cm; ¢) Daca AN L A’M, d(A,(A’BC)) = AN = 5,/3/2 (cu reciproca a doua);
5) a) Se aplicd T31; b) Construim AN L BD etc. 6) Se aplicd prima reciprocd. 7) Dacd O este intersectia diagonalelor, AO L CD,
aplicand teorema obtinem MO L BD, 3./5cm; construim AN L BC etc. si tinem cont cd AABC este echilateral, 3/7 cm.
8)a)A’'B=6v2cm; b) A’D = 2/10 cm; ¢) Construim AE 1 BD etc., A’E = 6 cm; d) Construim B’F L BC’ etc A’F = 12v/10/5.
9) a) Construim OD L AB, d(C,AB) = CD = 6 V2 cm; construim OE L CD, d(0, (ABC)) = OE = 3vV2cm; b) OA L d, d(C,d) = CA =
= 6+/5cm. 10) Fie ME L AB, E € AB, d(N,AB) = NE = 42 cm, fie MF 1L AD, F € AD, d(N,AD) = NF = 5cm. 11) cu reciproca 1 se
demonstreaza ca BF 1L AC etc. 12) a) daca AA’ 1 BC, A’ € BC, d(M,BC) = MA’ = 12cm; b) AC L CD, d(M,CD) = MC = 6 /13 cm;
¢) 12 cm; d) 6+/5 cm; e) Se demonstreazad ca planele sunt paralele, d((MAB), (NDE)) = AE =12+/3 cm. 13)a) 10 cm; b) 5/3/2cm.

pg. 166. RECAPITULARE. 8) a) 6 cm; b) 4 v/6/3; €) v11/6.11) b) 9 cm; ¢) 1/3; d) 12+/34/5; €) 7,2 cm; g) 6 V26/13; 12) V2/2.

pg. 167-168. Test de autoevaluare. 1) c); 2) b); 3) d); 4) c); 5) a); 6) Teorema lui Pitagora in ABB’M; 7) cosMBB’ = g ;

8) sinA’MB’ = = 4/5; 9) NP || BC’, NO || AB etc. Test de evaluare. 1) ¢); 2) b); 3) d); 4) b); 5) b); 6) Teorema lui Pitagora in ASAO;
7) Se aplica reciproca teoremei lui Thales: MN || AB, NP || BC etc.; 8) 14/3cm; 9) 7/4. Consolidare si aprofundare. 1. a) 2 /13 cm;
b) 3/2; ¢) 48cm> 2. congruenta triunghiurilor dreptunghice POA si POB. 4. a) AM L (MEF) si AM L1 (ABC);
b) d((MEF),(ABC)) = AM = 5 cm, folosind demonstratia punctului anterior; d(B, (MEF)) = d(A, (MEF)); ¢) BE = 5cm = d(B, (MEF)),
deci BE L (MEF), BE || AM si concluzia. 5. a) Y2; b) 8 V2, 8/5. 6. @) 24/7/7; b) \/3/2; ¢) 4+/3 cm, 8 cm. 7. a) 4 cm; b) 4+/3 cmy;
¢) 60°;d) 2; e) 8./5/5.8.b) 90°; ¢) 6 V2 cm; d) 45°.

pg.174.1) a)12 cm, 6 /7 cm, 124/3 ¢cm; b) sinVAO = v21/7; ¢) tgBVM = /3/2; d) 3/3 cm; e) 9J—cm' f) i. se aplica reciproca
teoremei lui Thales; ii. 3 /3 cm; iii. 4+/3 cm, 3/3 cm. 2) a) 60°; b) 45°; ¢) 3vV2 cm; d) ‘/_
¢) 66 cm; d) 60°; e) 3v/6 cm; f) ‘rcm;g) f;h)#; 1)#. )a)h:12cm,ap: 6\/§CIn,m: 66 cm; b) 2; ¢) 45°.
5)a) 6 cm, 33 cm, 2V6 em; b)vz; ) 232,

pg.178-180.1)a)10+/3 cm; b) 600 dm?; ¢) 125 m3; d) 6 dm; e) 6 dm,; f) 64 dm3. 2) a) 486 cm?; b) 9 cm; ¢) 728 cm3. 3)a) 6 V2 cmy;
b) 66 cm; ¢) 288 cm?, 432 cm?; d) 432+V/2 cm3. 4) a) 8 cm; b) 8 /3 cm; ¢) 256 cm?, 384 cm?; d) 512 cm3. 5) a) 8 cuburi; b) 480
g.6)da. 7) 40,625 kg. 8) 96 dm?, 63 dm3. 9) a) 13 cm; b) 48 cm; ¢) 340 cm?; d) 60 cm3; e) 5 cm. 10) a) /109 cm; b) 144 cm3;
c) 84 cm?; d) 180 cm?. 11) 250 cm?, 250 cm3. 12) a) de 8 ori; b) de 2 ori. 13) 0,9 m3. 14) 7,18%. 15) a) 7,5 cm; b) 5 cm.
16) 12v/2 cm, 72(2 +3+/3) cm, 432+/3 cm3. 17) 36 hl. 18) a) 0,948416 m3; b) aproximativ 95 g. 19) 768 cm?, 1152 cm3.

cm; e) 3)a)12cm b) 6./7 cm;

20) a) 80 cm?; b) 8 cm; ¢) 104 cm; d) 80 cm?; e) 15 cm,; f) 6 cm; g) 20 m; h) 10 cm. 21) 18(6 + /3) cm?, 54+/3 cm?. 22) 12 cm,

(180 + zsf) cm?, 75+/3 cmd. 23) 250+/3 cm3. 24) (36 + 8+/3) cm2 25) (96 +16+/3) cm?, 32+/6 cm3. 26) a) 68 m; b) 20;
27)a - 4,b-3,¢c-1d-5 e -2 28) 192 cm? 264 cm? 29) 294 cm>? 30) 62,56 m> 31) 320 cm? 384 cm?.

32) 64(2‘/— ) cm?, 256‘F cmd. 33) a) 144+/3 cm3; b) 46 cm; ¢) 156 cm; d) 480 cm?; e) 20 cm; f) 4 cm; g) 4+/3 cm.



Indicatii si raspunsuri

34) 768(2++/3) cm?, 6144+/3 cm3, 164/5 cm. 35) V = 1350,/3cm3 ~ 2295cm3, densitatea 2,7g/m3. 36) 5 cm,
752+ v3) em?, 2153 e

pg. 184-187. 1) a) 64+/3 cm?; b) 63 cm?; ¢) 100+/3 cm3; d) 36(V2 +1) cm?; e) 80 cm?; f) 3 cm; g) 8 cm; h) 16 cm3;

i) 5\/_ f

cm. 2) 322 cm?, 16(2+/3 +1) cm?, cm3. 3) 2304 cm?, 4096 cm3. 4) 270+/3 c¢cm?, 300+/3 cm3. 5) a) 16 cm;

b) SJ_ 3 cm; c) 128./7 cm?; d) % cm3. 6) 46 cm, 1442 cm3. 7) 81(‘F74+ V3) cm?, 81[ cm3. 8) 324(2 ++/3) cm?,

648+/3 cm3. 9) 24 cm, 144(2 ++/3) cm?, 192+/3 cm3. 10) 36 cm, 972+/3 cm?, 1944+/3 cm?3. 11) a) 62 c¢m; b) 6+/3 cm,
c) 727 cm?; d) 144+/3 cm3. 12) 100(1 + 4/3) cm?, w cm3. 13) a) 270 cm?; b) da, V = 201,6 cm?. 14) a) 222 bomboane;
b) 65 cm? la 0 bomboana; c¢) 22 ambalaje pline si rdman 2 bomboane pentru Inca un ambalaj incomplet. 15) a) sunt necesari
150 m?; b) 153 m3.16) a) 336 g; b) 672 g vopsea. 17) a) 6 /3 cm; b) 576 cm?; ¢) 936 cm?; d) 936 /3 cm3; e) 9+/3 cm, 972+/3 cm3.
18) a) 4 cm, 122 c¢m, 42 cm; b) @ cm3; ¢) 288+/3 cm? 19) a) 5 cm, 4 cm; b) 0,336 1; ¢) 384 cm?, 384 cm3. 20) a) 8 cm;
) ln3/§ cm 2F

92,3 sz,% cm3. 23) a) 6 cm; b) /39 cm; ¢) 27+/39 cm?, (27+/39 + 45+/3) cm2 24) a) 6 cm, g cm; b) # cmz?,

% cm3; ¢) 81+/3 cm?, % cm3. 25) AOZ‘E cm?, 5674‘5 cm3. 26) a) 64+/10 cm?, 256 cm3; b) 6 cm. 27) a) 6 cm;
81[ m?, 189\/’

b) 560 cm?; ¢) 1024 cm?; d) 12999 16000 cm3. 21) 3 cm, V21 cm, 54+/3 cm?, 99 /3 cm?,63 /3 cm3. 22 cm, 40+/3 cm?,

b) 240+/3 cm?, 912+/3 cm3; ¢) 432+/3 cm?, 1296 /3 cm3. 28) a) 5 — 3 cm 3cm;b) cm3; ¢) 54+/3 cm?, 108 /3 cm3.

29)a) 1500 cm?, 3000+/3 cm3; b) 10 cm. 30) 70,37%.

pg. 191-193. 1) a) 967 cm?; b) 1687 cm?; ¢) 2887 cm3; d) 4+/13 cm. 2) 120 cm?, 720 7 cm3, 408 7 cm? 3) a) 6 cm;
b) 36 cm?; ¢) 16871 cm?; d) 2887 cm3. 4) 3207 cm? 5) €) 407 cm?; 90T cm?; 1007 cm3. 6) 899,25 cm?, 1905,75 cm3 sau
803 cm?, 1270,5 cm3. 7) 2167 cm?, 4327w cm3. 8) 54 72 cm3 sau 533,38 cm3. 9) 1232 c¢cm3, 1971,2 g. 10) V = 2,071. 12) 4 cm,
247 cm?, 367 cm3. 13) (720+/3 +108) T cm?, 6487 cm3. 14) 16T /2 cm?,16(V/2 + 1) T cm?, 647 cm3.16) 1087 cm?, 2167 /3 cm3.
17) 5 cm, 367wcm3. 18) 8 cm, 12 c¢cm, 4+/5 cm, 2567 /5 cm3. 19) 507 cm?, 757 cmM?, 1257 +/3 cm3. 20) 3272 cm?,
327(v2 +1) cm?, 1287 cm3. 21) a) 6 cm; b) 18 cm; ¢) 12 V2 cm; d) 1087 cm?; e) 1447 cm?; f) 4327 V2 cm3; g) 722 cm?; h) Y

i) 4v2 cm. 22) G = 42 cm, R =28 cm, h = 14+/5 cm; aproximativ 77,1354 litri de apa. 23) a) 527 ¢cm3; b) 407 cm?; ¢) 807 cm?;
d) 24 cm?; e) % . 24) a) 12 cm; b) 5327 cm3; ¢) 2667 cm?; d) % 25) 1547 cm?, 1727 cm3. 26) b) 1807 cm?; ¢) 7687 cms.

27) 15 cm, 2387w cm? 28) At . , V,, = 3087 cm3. 29) At = (80 + 48 V/10) 7t cm?,

V = 4487 cm3. 30) A = 24385,2/4 cm?, V = 12,08272. 31) 1677 cm3, 4167 cm3. 32) a) A = 1531,57 ~ 4813,28 cm?; b) V = 74487~
~ 23408 cm?; €) 191945,6 g. 33) 150,72. 34) 957 cm>.

= 1447 cm?, At, = 3087 cm?, V =384mcms3, V.

? " con mic

pg. 195. 1) 100m cm? 5007/3 cm3. 2) 7 cm. 3) a) 6; b) 1447m. 4) 62,5m/3cm3. 5) 144mcem? 6) 4 cm. 7) Da.
8) 6—24 32371: 2 '364 © 3 < 7 < 4 adevarat. 9) intr-o secunda se scurg 0,0057 m3 de apa, 120 minute. 10) 12 cm. 11) Se demon-
streaza ca distanta de la centrul sferei la plan este distanta de la centrul sferei la centrul cercului de sectiune, 5+/3 cm. 12) 14 cm.

pg. 196. RECAPITULARE. 1) a) 4/109 cm; b) 180 cm?, 144 cm3; c) 3. ; d) 3,6 cm. 2) a) 18+/3 cm?, 364/3 cm?, 27 cm3; b) %;
c) 3‘1/? cm. 3)a) 75(4; V3) cm?, 125‘/— cm3; b) 60°; c) d) 5‘/_ cm. 4)a) 72+/3 cm?, 36 /3 cm3; b) 90°; ¢) 18‘/_ cm;d) 3,6 cm.

5) @) 94/39 cm?, 93 (1+ Vi3) cm?, 18+/3 cm?; b) 18f
a 18\7/E em; ) 36¥E cm. 7)) 96( Y7 + V3) cm?, 256¢§ cm?; b) 45°% ¢) 7. 8) 10 cm, V103 cm. 9) a) 16 cm, 5685 cm?,
(56 /85 + 400) cm?, 4/85 cm; b) 3072 cm3; c) g—g. 10) a) 6 /3 cm; b) (1083 +162)  cm?; €)486 /3 7w cm>. 11) a) 187 cm?;
b) 27+/3 7w cm3; ¢) 10T cm?; 19 /3 T cmB3.
pg. 197-198. Test de evaluare. Test 1. 1) 81+/3; 2) 90; 3) 512/3; 4) ¢); 5) d); 6) b); 7) V = 122.10 = 1440 cm3, 1440cm3-
-0,00072kg/cm3 = 1,0368kg; 8) apotema este 2+/3Z cm etc. 9) suma muchiilor este (48 + 8/43) cm, 48 +8+/43 > 100&
< 2+/43 > 13 & 172 > 169 adevdrat. Test 2. 1) 26; 2) 252; 3) 144; 4) d); 5) b); 6) ¢); 7) 5,6 m; 8) V = 10,27 m3, V ~ 32,028 m3.
9) Suprafata se aproximeaza la 54 m?, 13,5 kg de vopsea.
pg. 203-206. RECAPITULARE FINALA. 1) a) A = [ 2; z] b) A = (-00; 31, Q) A = [4; +o0); d) A = [-2;2]; @) A = (-o0; -2);
f)A=[-11;1].2)AuB=[-5;8),AnC=(0;5],AnB=[-3;5],BuC=[-3;0),BuD=(-;8),BnD=[-3;4],CnB=(0;8),DuC=R.
3)a) (-4;6);b) (052); ©) (-2,(2);1); d) (-2;43; @) (-1;1); ) [-3;2]; 8) (-o0; -3) U[-2;2]; h) (= 4;-1); i) [-4; 6]; ) [-1; +o0);
k) {-2;-1;0}5 1) Z; m) (-n*;n?), neN;n) (n+1; +), neN. 4)f a,a,a,a,f aaffff5)a)-12;0;b) 0; 0;¢) 3,0

cm; c) . 6) a) 432(4/7 +1) cm?, 25922 cm?3; b) 60°; ¢) 30°%;
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6) a) -15x>+ 3x; b) 2x>-17x + 6; ¢) 2X> - 19x + 6; d) 2x + 2; e) x>-2x + 3; f) 5x + 6 + x*y?; g) -8x> - 12x + 2; h) 3x>+ 7x-2 ;
x(x 3) X-5.

i) 24-20x/3 + 8xV6; §) ~10xV3. 7) a) R*, 25 b) R-{-1;1}, 55455 ©) R*,2x-3; ) R-{0;3}, 5525 e) R-{-3;-2}, 353;
f) x e R-{1;2}, 53 8) R-{-2i1;3}, 735 h) R, 5 ) R, Soyre: 8) @) R-{-3 },X, b) R—{—7-7}, %
¢) R-{-2;23, 125; d) (BXA(ZX);;)”); e) _2(X+1), f) R-{-2;0;2}, 3% @) R-{-1,-7;7; 1}, x5 b R-{-1;13, -

9)a) R-{-3;3;4}; b)E(x)_x+3,c)( 3;+00) - {3;4}; d) {-4; -2}.10)a) 2V2;b) 6 V2;¢) 6 V6. 11) 24.12) a) R-{-5; -1;0; 3; 5};
b) E(x) = o= 3,c)(3,+oo),d){ 3;1;2;4;6;93. 13) @) —4; 4; b) @; ¢) 0; 4; d) 2; 6; €) @; f) -V6;V6; g) —4; 0; h) 3,1)2 7;
j) -1 %, k) 1; 11; 1) 1; 9; m) @; n) -v2;/3. 14) a) —2; b) g; ¢) R; d) 2; e) —1; f) 1; g) —0,5; 2; h) 1; 3; 1) 1; 4; j) 1; 5; k) 2; 4.
15) a) x>2-2x-8 = 0; b) x>+ x4/3-6 = 0; €) x>+ 2x~/2-6 = 0. 16) a) (3x-1)(x + 1); b) (9x-4)(x + 1); ¢) (2x-3)(2x-1); d) (x-/7)%
e) (x-24/3)(x-/3); f) (x-y + 4)(x +y + 4). 17) a) x € R-{-1;2}; b) x € {0;1;3;4}. 18) a) 1; b) —5. 19) a) A(2; -15); b) A(-1;7).
20) a) A(11;14); b) A(2; 3). 21) @) A(5; 7); b) A(4;14). 22) @) f(x) = x-4; b) f(x) = 2x + 11. 23) @) A(5; 0),B(0;12); €) 30 cm?; )—crn;
e) % 2/.) a) Aplicam teoreme celor trei perpendiculare; b) 13,61 m. 25) a) La mijlocul laturii AM; b) 3 cm. 26) 6 /3 cm, 144 cm?,
216 cm?, 216 cm3. 27) a) 90°; b) 60°; ¢) 45°; d) 90°; e) 45°; f) 60°. 28) a) Aplicam teoreme celor trei perpendiculare; b) 20,1 m.

29) a) Aplicam teoreme celor trei perpendiculare; b) 17 m. 30) g, % 31) 13 cm, 168 cm?, 192 cm?, 144 cm3. 32) 27+/3 cm?,
364/3 cm?, 18 V2 cm3. 33) 407 cm?, 727 cm?, 807 ¢cm?3. 34) 607 cm?, 967 cm?, 967 cm3. 35) a) 6 cm, 5 cm, 4 cm, /77 cm;
b) 96 cm?, 64 cm3; ¢) 8%0 ~114,28%. 36) a) 5 cm, 2+/13 cm; b) 45+/3 cm?, 72 /3 cm?, 36 /3 cm?; ¢) %; d) 2,4 cm; e) 7,2 cm.
37) a) 5 cm, /41 cm; b) 80 cm?, 144 cm?, 64 cm3; c) %; d) 2,4 cm; e) 4,8 cm. 38) b) 684 cm3; ¢) V2. 39) a) 74+/3 cm?;

b) ﬂcm3 )16cm —cm 40)a) 6+/3 cm, 6 V2 cm;b) 144 /3 cm?, 144(1 + \/3) cm?, 288 V2 cm3; ¢) 45°; d) ‘/_,e)Z\/—cm

£1)a) 4,515 m? b) 299 dm. £2) a) 42 + 183 cm; b) 1443 e, 36 v30 em3; ©) 41% ) 24 ¢

cm. 43) b) 6 v/2 mm. 44) Da.
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