Ministerul Educatiei si Cercetarii

Matematice

Trunchi comun + curriculum diferentiat

Dumitru Savulescu
Marin Chirciu

Stefan Alexe

Nicolae Dragomir
Tudor Deaconu

Alice Raluca Petrescu

v
ORINT

Manual pentruclosaalX -o







Ministerul Educatiei si Cercetarii

Motematice

Trunchi comun + curriculum diferentiat

Dumitru Savulescu
Marin Chirciu

Stefan Alexe

Nicolae Dragomir
Tudor Deaconu

Alice Raluca Petrescu

CORINT _ _.ostenestin.

Manuval pentruclasaalX -a



Manualul a fost aprobat de Ministerul Educatiei si Cercetarii cu Ordinul nr. 3886 din 24.05.2004.

Date despre autori:

DuMITRU SAVULESCU — profesor, Bucuresti, autor de manuale si auxiliare scolare pentru
diferite niveluri de studiu, pentru examenele de testare nationala si bacalaureat, de meto-
dici pentru predarea geometriei In gimnaziu si a aritmeticii de catre Invatatori si institutori.
MARIN CHIRCIU — prof. gr. I, Colegiul National ,,Zinca Golescu’; Pitesti, autor de manuale si
auxiliare scolare pentru diferite niveluri de studiu, pentru examenele de testare nationala, baca-
laureat si admitere in invatamantul superior, de probleme pentru olimpiade si concursuri scolare.

STEFAN ALEXE — prof. gr. I, Colegiul National ,,I.C. Bratianu”, Pitesti, autor de auxiliare
scolare pentru diferite niveluri de studiu, de lucrari metodice si de probleme pentru
olimpiade si concursuri scolare.

NicoLAE DRAGOMIR —prof. gr. I, Resita, autor de auxiliare scolare pentru diferite niveluri
de studiu, pentru examenul de bacalaureat, de probleme pentru olimpiade si concursuri
scolare, colaborator la diverse publicatii de profil matematic.

TUDOR DEACONU — prof. gr. I, Liceul de Arta, Resita, autor de auxiliare scolare pentru
diferite niveluri de studii, pentru examenele de testare nationala si bacalaureat, de probleme
pentru olimpiade si concursuri scolare.

ALICE RALUCA PETRESCU —profesor, Bucuresti, autor de auxiliare scolare pentru diferite
niveluri de studiu, pentru examenul de testare nationala.

Referenti:

® Alina Paraschiva — prof. gr. I, Colegiul National ,,Gheorghe Lazar”

® Gheorghe Cristescu — prof. gr. I, Scoala nr. 56 ,,Jose Marti”, sector 2, Bucuresti.
® Alexandru Stoica — prof. gr. I, Scoala nr. 66, sector 2, Bucuresti

Descrierea CIP a Bibliotecii Nationale a Romaniei

Matematici: trunchi comun si curriculum diferentiat:

manual pentru clasa a IX-a / Dumitru Sivulescu, Marin Chirciu,
Stefan Alexe, ... - Bucuresti: Corint, 2008

ISBN 978-973- 135 304-3

1. Savulescu, Dumitru
II. Chirciu, Marin
III. Alexe, Stefan

51(075.35)

512(075.35)

Redactor: Alice Raluca Petrescu

Tehnoredactare si procesare computerizata: Gabi Iancu
Grafica: Gabi Iancu

Editura CORINT Departament Vanziri:

Redactia si administratia: Calea Plevnei nr. 145, sector 6,

Str. Mihai Eminescu nr. 54 A, cod postal 060012, Bucuresti
sector 1, Bucuresti Tel: 021.319.88.22, 021.319.88.33
Tel.: 021.319.47.97; Fax: 021.319,88.66; 021.310.15.30
tel./fax: 021.319.48.20 E-mail: vanzari@edituracorint.ro

www.grupulcorint.ro
ISBN: 978-973-135-304-3

Toate drepturile asupra acestei lucrari sunt rezervate Editurii CORINT, parte componenta
a GRUPULUI EDITORIAL CORINT.



1 Elemente de logica matematica
s si teoria multimilor

[
1. Relatii si operatii cu multimi
(recapitulare)

Incepem cu o recapitulare succintd a multimilor, relatiilor si operatiilor cu acestea.

Multimea este o colectie de obiecte distincte. Obiectele multimii se numesc elemente.

Multimile se noteaza cu litere mari ale alfabetului; elementele sale se scriu intre acolade.

O multime poate fi datéd prin enumerarea elementelor sau specificand o proprietate
caracteristica a acestora.

Multimea care nu are nici un element se numeste multimea vida si se noteazd &.

1.1. Relatii
Apartenenta sau Incluziunea,
nonapartenenta unui submultime
element la o multime
B B
A D
acA2¢A AcBsauBoA AgB
»€ “ apartine ,C inclus; ,,o“ include ,Z“ nu este inclus
»&“nu apartine A este submultime a lui B

Egalitatea multimilor. A = B dacd A c B 5i B c A (A si B au aceleasi elemente).

1.2. Operatii cu multimi

Intersectia Reuniunea
A B A B
ANB AUB
ANnB={x|xe Asixe B} AUB={x|xe Asauxe B}
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Complementara Diferenta
E A B
C.A A\ B
CA={x|xeEsixe A} A\B={x|xeAsixe B}

Produsul cartezian. A xB = {(a, b) | ae A, b € B}.
Observatie: AxB#BXA.

I .
2. Multimea numerelor reale

Numerele sunt un produs al inteligentei omului, cu ajutorul carora acesta percepe aspectele
cantitative ale lumii Inconjurétoare si stabileste relatii de ordine Intre ele.

Acest instrument — numerele — s-a perfectionat o daté cu dezvoltarea necesitatilor omului.
Astfel au rezultat urmatoarele multimi de numere: numerele naturale, numerele intregi,
numerele rationale, numerele reale.

Pornind de la multimea numerelor naturale, pot fi construite toate celelalte multimi
de numere.

Fundamentul acestei constructii logice il constituie teoria multimilor si logica matematica.

2.1. Multimea numerelor naturale; operatii algebrice

Cea mai simpla multime de numere este multimea numerelor naturale:
N={0,1,2,3,..,n,...}.

| pefinitie

O dreapta pe care fixam un punct O (numit origine), un segment OU a carui
[ungime se considera egald cu unitatea si un sens pozitiv indicat de sdgeatd (de la
O spre U) se numeste axa numerelor sau axa de coordonate.

m numere naturale (N)

B—8 B B
o) U B(4) P(a)

Numarului natural 0 1i corespunde punctul O. Numarului natural 1 1i corespunde punctul U.
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Sloeiige

Oricarui numar natural a 1i corespunde punctul P aflat pe semidreapta (OU
astfel incat lungimea segmentului OP este a. Punctul P se numeste imaginea
numarului a, iar a se numeste abscisa punctului P.

Pe multimea numerelor naturale se definesc doua operatii algebrice: adunarea si tnmultirea.
Aceste operatii au urmatoarele proprietati:

a)a+b=b+a;a-b=>b-a,oricare ar fia, b € N (comutativitate);

b) @+b)+c=a+bB+c);@-b)-c=a-(b-c),oricarearfia,b,ce N
(asociativitate);

¢) a + 0 = aq, oricare ar fi a € N (0 este element neutru pentru adunare);
a- 1=aq,oricare ar fia € N (1 este element neutru pentru Inmultire);

d)a-b+c)=a-b+a-c,oricarearfia, b, c € N (distributivitatea tnmultirii fatd
de adunare).

Observatii:

1. Fiind date numerele naturale a si b, daca existd numerele naturale x siy astfel incat
a+x=b>b,a-y=>b(a=0),atuncix = b —a reprezintd diferenta celor doud numere,
iar y = b : a reprezinta catul celor doud numere. Dacd aceste doua numere exista, atunci
ele sunt unic determinate sia + (b—a) = (@ +b)-a=b,a-(b:a) = (a-b):a=b.

2. Scdderea si Impartirea sunt operatiile inverse adunadrii, respectiv iInmultirii. Totusi,
diferenta si catul nu existd pentru orice numere naturale a si b.

Exemple:
1. Dacia=3€ Nsib=2e Ncu3 +x=2,atuncix=2-3¢ N.

2. Dacaa=5€ Nsib=3¢ NcuS-y=3,atunciy=%eEN.

Pentrua € N*sin € N* se noteazd a" = @-a-a-...-a puterea an-aaluia.
%{—/

de n ori

Inmultirea, ridicarea la putere si impdrtirea puterilor se fac dupa urmatoarele reguli.
Pentru a, b, n, m ¢ N* avem:

1.d"-d"=da"" 2.(a-b)*=da"-b" 3.4":a"=d"™, n>m;
Cln a" b (n)m n-m

4.(—) =% pxo; 5. (@)™ = a" ™,
b bn, b

2.1.1. Ordonarea numerelor naturale

Pentru doud numere naturale oarecare a i b se introduce o relatie de ordine in felul
urmaétor: dacd existd un numar ¢ # 0 astfel incat a = b + ¢, atunci se spune cé a este mai mare
decat b si se noteazd a > b (Putem spune si ca b este mai mic decdt a si notdm b < a).
Aceasta relatie este Intr-adevar o relatie de ordine.
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2.1.2. Proprietatile relatiei de ordine pe multimea numerelor naturale
Trichotomie. Doud numere naturale oarecare a si b sunt neaparat intr-una din relatiile
a>b,b>asaua=>.

Monotonia adundrii si inmultirii. Dacd a > b, iar c §i d sunt doud numere naturale
nenule, atuncia + ¢ >b +csia-d>b-d.

Axioma lui Arhimede. Pentru doud numere naturale oarecare a si b, a > 0, existd un
numar natural n astfel incata - n > b.

Tindnd seama de aceste proprietdti, multimea numerelor naturale se spune ca este
liniard si arhimedic ordonatd.

2.2. Multimea numerelor intregi; operatii algebrice

Anterior am vazut ca sciderea si impdrtirea nu se pot efectua intotdeauna in multimea
numerelor naturale. Acest fapt a condus la extinderea multimii N la multimea numerelor intregi
Z={..-2,-1,0,1,2, ..}

| numere naturale (N)
0 numere intregi (Z)

m B m m m m m >
o 4 . 3 B o o = >
E(-4) D(-2) C(-1) 0(0) U(1) A2 B(4)

Pe multimea numerelor intregi se definesc doua operatii: adunarea si inmultirea. Proprie-
tatile verificate de aceste operatii in cazul numerelor naturale ramén valabile si pentru
numerele Intregi. In plus, la acestea se mai adauga unele proprietati noi.

Soemwe

Pentru orice a € Z, exista elementul —a € Z care se numeste opusul lui a si
are proprietatea:

at+(a)=(Fa) +a=0

2.2.1. Proprietatile operatiilor de adunare si inmultire cu numere intregi

a) Dacax =y, atuncix + z =y + zsixz = yz, oricare ar fix, y, z € Z.

b) Dacdx + z =y + gz, atunci x =y, oricare ar fix, y, z € Z.

¢) Dacdxz =yz, 20, atuncix =y, oricare ar fix, y, z € Z.

d) Dacdx,y > 0saux,y <0, atuncix -y > 0, oricare ar fix,y € Z.

e) Dacix >0,y <0Osaux <0,y > 0, atuncix -y < O oricare ar fix, y € Z.

f) Dacix=0,ye Zsauy =0,xe Z,atuncix -y = 0.

g) In multimea numerelor intregi, diferenta a doud numere intregi este tot un numér intreg.

Vom nota multimea numerelor naturale nenule cu N*, iar multimea numerelor intregi
nenule cu Z*.
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2.3. Multimea numerelor rationale; operatii algebrice

Impaértirea necesitd o multime de numere in care sa se poata efectua si alte operatii
decét cele admise pentru numerele intregi.
Rezolvarea ecuatiei de forma ax = b, cua, b € Z a condus la introducerea numerelor

rationale si a multimii Q = {%‘ a,beZ, bz 0} .
Asadar, un numdr rational este o fractie <, unde a, b € Z, b # 0.

b >
. Definitie

Fractiile % si %, a,ce Zsib,d e Z* se numesc echivalente dacaa -d = b - c.

Multimea tuturor fractiilor echivalente cu o fractie datd se numeste numar rational.

Exemplu:
Multimea fractiilor {%,%, %, } obtinute prin

amplificare sau simplificare reprezintd numarul
. 1
rational unic 3

Observatii:
1. Orice numadr Intreg poate fi scris ca o fractie cu numitorul 1.
2. Inclasele anterioare, pe multimea numerelor rationale a fost definiti o relatie de ordine.
3. Multimea numerelor rationale este inzestratd cu operatiile de adunare si inmultire.

Consideram cunoscute proprietatile relatiei de ordine si ale operatiilor cu numere rationale.

Multimea numerelor rationale pozitive se noteazd Q, = {% | a, be Z, b#0, % > O} .

Multimea numerelor rationale negative se noteazd Q_ = {% | a, be Z, b#0, % < O} .

0 numere rationale (Q)
0 numere intregi (Z)
| numere naturale (N)

wf3) 63 et r) o old) HG)

B'(-4) A'(=2) U1 0(0) U1 A2 B(4)
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2.3.1. Forme de scriere a unui numar rational

In clasele anterioare am Invétat c& orice numadr rational poate fi scris in doud moduri:
B sub forma de fractie ordinara (ca raport de douéd numere intregi);
B sub forma de fractie zecimala (finita sau infinitd periodicd).

2.3.1.1. Trecerea de la o fractie ordinara la o fractie zecimala
Aplicand algoritmul de impartire a numerelor naturale putem trece de la o fractie ordinara

a

b (undea >0, b > 0) la o fractie zecimala (finitd sau infinitd, periodica simplé ori mixta).

Exemple:

Sa transformam 1in fractii zecimale urmatoarele fractii ordinare:
1
a) 2.l
5 33 12
Trecerea de la forma de scriere fractionara la cea cu virguld se face prin impartirea
numaratorului la numitor. Avem:

4 = N il = N l =
a) 5 =0,8; b) 33 1,2424...; c) 12 0,5833....

Aceste scrieri sunt unice. in exemplul a) fractia zecimala obtinuti este finitd deoarece
dupa virguld avem un numar finit de zecimale nenule.

in exemplele b) si ), fractiile zecimale obtinute sunt infinite, avand la dreapta virgulei
un numdr infinit de zecimale.

Fractiile zecimale In care una sau mai multe zecimale se repetd de o infinitate de ori se
numesc fractii zecimale periodice.

In exemplul b), gruparea (24) se numeste perioadi. Aceasti fractie se scrie mai
simplu 1,(24).

In exemplul c), perioada este 3, iar fractia 0,5833... se scrie sub forma 0,58(3).

B Fractiile la care perioada urmeaza imediat dupd virguld se numesc fractii
periodice simple.

B Fractiile la care perioada nu urmeazd imediat dupa virguld se numesc fractii
periodice mixte.

B Fractiile periodice mixte au dupa virguld una sau mai multe zecimale care
nu se repeta de o infinitate de ori. Aceastd parte a fractiei care nu se repeta
se numeste partea neperiodica.

Prin urmare, orice numadr rational poate fi scris ca fractie zecimala finitd (exactd) sau
ca fractie zecimald infinitd periodicd. De asemenea, orice fractie zecimala finita sau infinita
periodicd, cu perioada diferitd de (9) reprezintd un numadr rational.
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2.3.1.2. Trecerea de la fractia zecimala finitd sau infinita periodica
la fractie ordinara

a) Dacaa, e Nsiay, ay, ..., q; sunt cifre, atunci a,,a,a,...q;, = ao% .
%{_/
k zerouri
Exemple:
24 _ 3024 _378 . _ 24 _ 3024 _ 378
3,24 = 37500 1000 ~ 1000  125° 3.024=-3 1000 1000 1000 125°
< . . . a;a,...a;
b) Dacd a, € Nsiay, ay, ..., a sunt cifre, atunci ay,(a;a,...a;) = GOW
k cifre
Exemple:
236 236
236) = 222 .0,(236) = — =22
0,(236) = G5gg; ~0,(236) = -T0g

¢) Dacdaye Nsiay, ay, ..., Gy, Qgy1s -5 Ay SUNL cifre, atunci

dnd-a a (a a ) =aq alaz...ak+p - alaz...ak
O TRk 1Tk A pT T 0 99..900...0

p cifre k cifre

Exemple:

1,2(36) = 1

236-2 _ 234 _ .13 .13
990 ‘1990 ‘155’ -1,2(36) = 155

Observatie: Orice fractie zecimala finita este periodica de perioada zero.

Reciproc, avem urmatorul rezultat:

. Teorema

Orice numadr rational se reprezintd in mod unic sub forma unei fractii zecimale
finite sau a unei fractii zecimale infinite periodice cu perioada diferita de 9.

Observatie: Dacd am admite existenta fractiilor zecimale cu perioada 9, atunci aplicAnd
regula de mai sus am obtine aparent, rezultate diferite.

Exemplu:

17,(9) = 17% =17 + 1 = 18, iar 18 = 18,(0).

Pentru a pastra unicitatea scrierii numerelor rationale ca fractii zecimale, nu vom lua
in considerare fractiile zecimale cu perioada 9, dar vom admite scrierea fractiilor zecimale
finite ca fractii infinite periodice cu perioada 0.

9
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2.3.2. Partea intreaga si partea fractionara a unui numar rational

Sloetmge

Fie a € Q. Se numeste partea intreaga a numarului a, numarul notat [a],
care reprezintd cel mai mare intreg mai mic sau egal cu a.

Deci[a] € Z, [al £a < [a] + 1.

Se numeste partea fractionard a numarului a, numarul notat {a}, care este
egal cu diferenta dintre a si partea sa intreaga [a].

Prin urmare, avem a = [a] + {a}, deci {a} = a - [a].

Exercitii rezolvate

1. Determinati partea Intreaga a urmétoarelor numere:
a) 4,78; b) 0,41; ¢) -4,78; d) -0,41; e) 5; f) -5.
Rezolvare
Avem:
a) [4,78] = 4;b) [0,41] = 0; ¢) [-4,78] = -5;d) [-0,41] =-1;e) [5] = 5; ) [-5] = 5.

2. Determinati partea fractionard a urméatoarelor numere: 2,82; -3.

Rezolvare
Avem {2,82} = 2,82-[2,82] =2,82-2=0,82; {3} =-3-[-3]=-3+3=0.

In scrierea ca fractie zecimald a unui numar rational negativ —a,b;b,... cua € N si

by, b,, ... cifre,—a—1 este partea intreaga si 1 — 0,b;b,... este partea fractionara a numarului.

Exemplu:
[-15,63] = -15-1 =-16; {-15,63} = 1-0,63 = 0,37.

Exercitii propuse
1. Scrieti sub forma de fractie zecimald infinitd numerele:
920, 3. 3., 1.6
a3 b) o) prd-gre) -4 0 13-
2. Scrieti sub formd de fractie ordinard urmatoarele numere rationale:
a) 0,(6); b) 1,(15); ¢) 0,(312); d) 0,2(4); ) 0,24(3); D) 0,5.

3. Determinati numarul rational pe care-] reprezintd urmatoarele fractii zecimale:
a) 0,24;b) 1,23; ) 3,5; d) 0,3; ¢) 0,(2); ) 0,(18);
g) =1,(13); h) 0,2(45); 1) -0,2(36).

10
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4. Determinati partea intreaga si partea fractionara a numerelor:
4 23 236
a) T b) 5 ¢) -0,256; d) —-2,3(25); e) ~35 -
5. a) Calculati partea intreaga si partea fractionard a numadrului x = 12,4(9).
b) Dacd partea intreaga a luix este —14 si partea fractionard este 0,8, determinati x.
c) Aflati numarul real x pentru care dublul partii sale intregi este 28, iar triplul
partii sale fractionare din care scddem o unitate este -0, 1.

6. Care este a 783-a zecimald din reprezentarea sub formd de fractie zecimald a

numarului % ? Dar a 2004-a zecimala?

. Care este a 1423-a zecimala din reprezentarea sub forma de fractie zecimald a

numarului 783 ? Dar a 2004-a zecimala?

24

Exercitii propuse
N

2.4. Multimea numerelor reale

Fiind dat un numar rational o, punctul corespunzétor de pe axd, Q(a), imparte multimea
numerelor rationale in doua clase: o clasa cu numerele rationale mai mici decat o si alta
clasd cu numerele rationale mai mari decat o.

In paragrafele anterioare, s-au definit multimile de
numere notate prin N, Z, QQ; aceste multimi au fost obtinute
succesiv, plecand de la multimea numerelor naturale. Aceste
multimi de numere sunt insd insuficiente chiar si pentru
aplicatii simple. De exemplu, ecuatia x* = 2 nu poate fi
rezolvatd in Q. Pentru a inlatura acest neajuns suntem
obligati s& considerdm c& multimea Q este la randul ei o
submultime a unei mult{imi; aceasta este multimea
numerelor reale si se noteaza cu R.

Daci reprezentdm pe o axd a numerelor
toate numerele rationale, rfiméan puncte nemar- \
cate; de exemplu, punctul gasit cand ,,asezam“ -2 W2
pe axa diagonala patratului cu latura egali cu * 00) U * Q:(cx)
unitatea, adica cu lungimea segmentului [0, 1].

. Definitie

Abscisa unui punct care nu a fost marcat printr-un numar rational se numeste
numdr irational.

R\ Q

\/

Multimea numerelor irationale se noteaza prin R\ Q. Un numdr irational se reprezint3,
de obicei, ca un numar zecimal cu o infinitate de zecimale care nu se succed periodic.

11
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oene

O fractie zecimald, infinita, neperiodicd se numeste numar irational.

Exemple:

1. Numerele «/5, J5 s V7 ,3,14159 ..., 1,0100100001 ... sunt numere irationale.
2. Numirul v2 ++/3 este irational. Presupunem ca J2 +43 este numiir rational, deci

ci existd a € Q astfel incat V2+43 =a. Obtinem V3 =a-+2 si ridicam la patrat.

2
Rezultd 3 = @ - 22a + 2, deci J2 = az—c_ll. Cum membrul stang este numar

irational, iar membrul drept numar rational, egalitatea nu poate avea loc.
Rezulti i V2 ++/3 nu poate fi numar rational, deci este numar irational.

Multimea numerelor reale este reuniunea dintre multimea numerelor rationale si
multimea numerelor irationale.

oot

Se numeste numar real, un numar notat cu x care este reprezentat de o scriere
de forma:

X = ao,alazag. .

unde a, € Z, iar a;, a,, ds, ... sunt cifre din multimea {0, 1, ..., 9}.

2.4.1. Aproximari zecimale ale numerelor reale

oot

Dacida e R, a = a4,a;,a,a;..., atunci numerele rationale ay; ay,a;; agy,a,a,;
a,,a,0,d5 etc. se numesc aproximari zecimale ale numarului a.

Am vazut cd orice numar real a admite o reprezentare unic determinata ca fractie
zecimald infinita:

a = ao,a1a2a3 .o an s
unde ay € Z,a, = [al dacda > 0sia, =[a] + 1dacia <0, sig; € N, 0<aqa; < n pentru
oricen = 1.

Fie a = 2,174625... un numdr real pozitiv si b = —3,143257... un numar real negativ.

Numerele rationale 2; 2,1; 2,17; 2,174; 2,1746; ... se numesc aproximari zecimale
prin lipsa ale numarului real pozitiv a.

Numerele rationale —4; -3,2; -3,15; —3,144; -3,1433; ... se numesc aproximari
zecimale prin lipsa ale numarului real negativ b.

Observam cé aproximadrile zecimale prin lipsd ale numerelor reale a si b sunt numere
rationale mai mici decat a, respectiv b.

12
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Numerele 3; 2,2; 2,18; 2,175; 2,1747; ... se numesc aproximéri zecimale prin adaos
ale numarului real pozitiv a.

Numerele -3; -3,1; -3,143; —3,1432; ... se numesc aproximari zecimale prin adaos
ale numarului real negativ b.

Observam ca aproximadrile zecimale prin adaos ale numerelor reale a si b sunt numere
rationale mai mari decat a, respectiv b.

Toetmge

Fiind date numarul real x si a o valoare aproximativa (cunoscuta a sa),
diferenta Ax = a — x se numeste eroare absoluta.

M g este aproximarea prin lipsa daca Ax < 0

M g este aproximarea prin adaos daca Ax > 0.

Exemple:

1. Aproximari prin lipsd pentru numarul 1,7 sunt: 1,5; 1,57; 1,6; 1,65; 1,659; 1,699.

2. Aproximari prin adaos pentru numaérul 1,7 sunt: 1,71; 1,75; 1,793; 1,8; 1,82; 2.

3. Aproximari prin lipsad pentru numarul 4,6 sunt: -5; —4,7; —4,65; —4,659; —4,698; —4,6983.
4. Aproximari prin adaos pentru numérul 4,6 sunt: —4; —4,5; 4,57, -4,563;-4,592; —4,5931.

Moetnge

Pentru un numar real x, fie numerele reale a si k, k > 0. Spunem ca:
B @ aproximeaza prin lipsa cu o eroare mai mica decat k numarul x
dacia<x <a + k;
B a aproximeaza prin adaos cu o eroare mai mica decat k numarul x
dacia-k <x<a.

Exemple:

1. Numerele 1; 1,7; 1,77; 1,777 aproximeaza prin lipsa cu o eroare mai mica decéat
10% 107 107%; 10~ numarul 1,(7).

2. Numerele 2; 1,8; 1,78; 1,778 aproximeaza prin adaos cu eroare mai mica decat 10%
107%:1072%; 1072 numarul 1,(7).

3. Numerele -5; -4,7; —4,67; —4,667 aproximeaza prin lipsd cu o eroare mai mica
decat 10°%; 107%; 1072 107 numarul -4, (6).

4. Numerele —4; —4,5; —4,65; —4,665 aproximeaza prin adaos cu eroare mai micd decét
10% 107; 107%; 1073 numarul —4,(6).

Soermge

Pentru un numar real x, intregul cel mai apropiat de x reprezinta rotunjirea
lui x. Rotunjirea lui x este:

B partea intreaga a lui x, daca partea fractionara este in intervalul [O, %) ;

B partea intreaga + 1, daca partea fractionara este in intervalul [%, 1].

13
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Exemple:

1. Rotunjirea lui 5,4 este 5, deoarece partea fractionard a sa este 0,4 € I:O, %)

2. Rotunjirealui-0,2 este—1 + 1 = 0, deoarece partea fractionara a sa este 0,8 € [% R 1:| .

| pefinitie

Aproximarea prin lipsa la a n-a zecimald a unui numar real x reprezinta
trunchierea lui x la a n-a zecimala. Prin trunchierea unui numar intreg de ordinul
n se inlocuiesc cu zero toate cifrele de ordin mai mic decét n; prin trunchierea
unui numar real la a n-a zecimala se ,,sterg“ zecimalele de ordin mai mic decat n.

Exemple:

1. Trunchierea lui 1,76 la prima zecimala este 1,7.

2. Trunchierea lui —0,346 la a doua zecimala este —0,35.

3. Trunchierea lui 3 258 428 la ordinul 6 (al sutelor de mii) este 3 200 000.
4. Trunchierea lui 2,(7) la a sasea zecimala este 2,777777.

2.4.2. Ordonarea numerelor reale
Fiea = a,,a,a,a;5... $ib = by,b;bybs... doud numere reale.
Spunem ca numerele reale a si b sunt egale daca pentru orice k € N, a;, = b;.
Spunem ca numadrul real a este pozitiv, si scriem a > 0, dacd aproximarile sale zecimale
sunt numere rationale pozitive.
Spunem ca numaérul real a este negatiyv, si scriem a < 0, dacd aproximarile sale zecimale
sunt numere rationale negative.
Spunem ca numadrul real a este mai mic decat b si scriem a < b dacd
B a>0,b>0,aq, < bysau existd k € N* astfel incét a, < b, si a; = b; pentru
oricei <k, ie N
sau ™ a<O0sib>0
sau M a<0,b<0,a,< bysauexistd k e N* astfel incét a, > b, si a; = b; pentru
oricei < k,ie N.

. Proprietate

Intre orice doud numere reale exista cel putin un numar rational si cel putin
un numdr irational.

Observatii:
1. Dacaa > 0 spunem cé a este strict pozitiv, iar dacd a < 0 spunem ci a este strict negativ.
2. Daca a < b putem scrie cd b > a si spunem ca b este mai mare decat a.
3. Dacd a <b putem scrie cda < bsaua = b.

Relatia < este o relatie de ordine pe R.

14
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Relatia de ordine are urmatoarele proprietdti:

a<a,Va e R (reflexivitate).

Dacd a <bsib <a, atunci a = b (antisimetrie).

Dacd a <bsib <c, atunci a < ¢ (tranzitivitate).

Dacd a, b € R, atunci este adevaratd una si numai una din propozitiile:
a < bsaua = bsaua > b (trihotomie).

Pwb=

2.4.3. Axa numerelor reale; opusul unui numar real

Reamintim cd o dreaptd pe care fixdm un punct O (numit origine), un sens pozitiv
(indicat de sdgeata) si o unitate de mésura se numeste axd a numerelor.

Soefinge

Multimea R a numerelor reale se reprezintd geometric prin multimea punctelor
unei drepte pe care o numim axa numerelor reale sau axa reala sau dreapta reala.

Oricdrui numar real 1i corespunde un singur punct M pe dreapta reald si reciproc
oricdrui punct de pe axa reald 1i corespunde un singur numar real.

Moetmge

Fie M’ simetricul lui M fata de originea O a axei reale. Abscisa punctului M’ se
noteaza cu —x i se numeste opusul numarului real x (care este abscisa punctului M).
Semidreptele (OM si (OM' sunt semidrepte opuse.

Pe axa numerelor reale consideram

punctele A de a.bsasa x,=1 51Au de abscisa A'(=1) A(D)

x, = -1. Semidreapta deschisa (OA se nu- — | | | |
meste semiaxa pozitiva a axei reale, iar M'(=x) 0(0) M(x)
semidreapta deschisd (OA’ se numeste

semiaxa negativa a axei reale.

Observatii:
1. Un numadr real nenul x este pozitiv, si scriem x > 0, daca punctul corespunzitor
apartine semiaxei pozitive.
2. Un numar real nenul x este negativ, si scriem x < 0, dacd punctul corespunzator
apartine semiaxei negative.
3. Numarul real O nu este nici pozitiv nici negativ.

Pentru a reprezenta pe axa un numadr irational utilizim aproximarile sale zecimale.
De exemplu, pentru a gisi pe axa reald punctul corespunzitor lui v2 , tinem seama ca
1,4< 2 <1,5 si deci punctul cautat este situat intre A(1,4) si B(1,5).

2.4.4. Operatii cu numere reale

Folosind reprezentarea zecimald a numerelor reale vom defini adunarea si inmultirea
numerelor reale.
sa considerdm doud numere realeasib, a = ay,a;...a,... sib = by,b;...b,... ,cuay, by € Z
siay, ..., a4y ..., by, ..., by, ... cifre.
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Sa consideram aproximarile:

. . o ’ 7
prinlipsd  a, = ay,a;...a,, b, = by,b;...b,
si

. r _ —n r _ —n
prin adaos a, = ay,a;...a, + 107, b, = by,b;...b,, + 10
cu o eroare mai mici decat 107",

Pentru orice n € N* avem:

’ ” . 4 ”
a, <a, <a, si b, <b, <b;.

Moo

Se numeste suma numerelor reale a si b un numar real ¢ care, pentru orice
numar natural n, satisface inegalitdtile:

’ ’ ’” ’”’
a, + by <c<a; + b

Exemple:
Fiea = V3 sib = V5. Avem:
1<43 <2 2<V5< 3 ay+b, =3 ay +by =5
1,7<3 <18 22<45< 23 a +b] =39 al+b! =41
1,73< 43 < 1,74 2,23<\5< 224  a,+b, =396  aj+b} =398

1,732< 43 < 1,733 2236<+5< 2237 aj+b; =3,968 aj+b; = 3,970
1,7320< V3 < 1,7321 2,2360< v5 < 2,2361 a} +b) =3,9680 aj+b} = 3,9682

prin urmare, V3 ++5 este numarul real cuprins concomitent intre numerele rationale
35i5;3,9514,1; 3,96 5i 3,98; 3,968 si 3,970; 3,9680 si 3,9682.

Analog se defineste produsul numerelor reale nenegative. Intrucét a;,, a,, b, , b, sunt
numere rationale, produsele a;, - b;, si a; - b, au sens si sunt produse de numere rationale.

Pl

Se numeste produsul numerelor reale nenegative a si b un numar real d
care, pentru orice numar natural n, satisface inegalitatile:

’ ’ ’” 44
a, - b, <d< a; - b,

Se poate demonstra ca un astfel de numar real d exista si este unic.

Adunarea si iInmultirea numerelor reale au aceleasi proprietiti pe care aceste operatii
le au in Q.

Astfel, pentru orice numere reale a, b, ¢ au loc urmétoarele egalitati:

1.a+b=b+aq 6.a-b-c)=a-®-c);
2.a+b+c)=(@+Db) +¢; 7.a-1=1-a=a;
3.a+0=0+a=q; 8.a-l=l-a=1,a¢0;
4. a+ (-a) =(-a) +a=0; a a
5.a-b=b-a 9. a-b+c)=a-b+a-c
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2.4.5. Modulul unui numar real

Sa considerdm un numar real a si multimea A= {-a, a} (dacd a este nul, A are doar un
singur element, adicd A = {0}).

Sloeiige

Valoarea absoluta sau modulul numérului real a este cel mai mare dintre
numerele a si—a. Deci:

la| = a, dacdaa=0
—a, dacda<0

Proprietétile modulului
Pentru orice doud numere reale x siy, urmatoarele proprietati ale modulului sunt adevarate:

| x|

1. |x| 20, cu egalitate dacd si numai

dacd x = 0; 5. ‘5 Xl Lo,
2. |x| = [=x]; yiolyl
3. |x+y|<|x| + |yl|, cuegalitate dacd 6. |x|?=x%

si numai dacé xy = 0; 7. |x| = max(x, =);
4 |x-yl = x| -yl 8. x< |x|.

Demonstratie
Sa demonstram, de exemplu, a treia proprietate.
Dacd x = 0 sauy = 0, atunci este evident cd |x + y| = |x| + |y|.
Deci vom presupune x # 0 siy # 0. Avem patru cazuri posibile:
i) Dacdx > 0siy >0, atuncix +y > 0. Deci |x +y| = |x| + |y]|.
ii) Dacix < 0siy < 0, atuncix + y < 0. in acest caz |x| = —x, |y| = -,
|x +y| =-0Cc+y)sideci |[x +y| = |x]| + |y]-
iii) Dacd x > 0 siy < 0, atunci |x| = xsi |y| = .
In acest caz:
B x+y>0|x+y|l=x+y=x-() <x+ () = |x| + |yl;
B x+y=0;|x+y|=0,|x| + |yl =|x| +|=x| =x+x=2x>0,
deci [x +y| =0 < 2x = |x| + |y|;
B ox+y<0;|x+yl=-x-y==[x| +|y[ <|x| + |yl
iv) Analog se demonstreaza si cazul x < 0siy > 0.

2.4.6. Puteri cu exponent intreg

Pentru prima datd, notiunea de putere apare in secolul al V-lea 1.Hr. in cartile matema-
ticianului grec Hippocrates din Chios. De asemenea, Platon foloseste si el puterile cu
exponentul 2. Grecii, spre deosebire de hindusi, au folosit numere relativ mici. De exemplu,
Homer nu trece mai departe de o miriada (109

In secolul al XVI-lea, matematicianul italian Rafaelo Bombelli (1526-1572) a introdus
pentru prima datd cuvéantul putere (potentia) prin care se referea la pétratele numerelor.
René Descartes (1596-1650) a extins notiunea de putere la exponenti intregi mai mari
decét 2. Tot el a introdus notatia a™, m € N, m > 2.
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2.4.6.1. Puteri cu exponent natural

oeiige

Fieae Rsine N, n22. Se numeste puterea a n-a a numarului a, produsul
a n numere, fiecare numar fiind egal cu a. Acest numar se noteaza cu a".
Prin urmare,

al=a-a-a-..-a
- -

n ori

In reprezentarea a", a se numeste baza puterii, n se numeste exponentul
puterii, iar a" se numeste putere.

Exemple:

4° = (4 (4)4) = -64; (1) =
> \5

Semnul puterii cu exponent natural
Daciae R,a > 0,n e N*, atuncia” > 0.
Dacda e R, a < 0, n e N*, n numér par, atunci a" > 0.
n numdr impar, atunci a” < 0.
Demonstratie
Dacd a > 0, atunci a" > 0 deoarece este un produs de n numere pozitive.
Daca a < 0, atunci tindnd seama de regula semnelor rezulta ca:
B q" = a®* >0 (k e N*) deoarece este produsul unui numir par de numere negative;
B " = ¢! < 0 (ke N*) deoarece este produsul unui numér impar de numere negative.

Exemple:

Puterea produsului si a citului a doud numere reale
Fiea, b € R sin e N*. Atunci:

(a-b)*=ad"-bp"
5 -2 oo

Demonstratie
Avem: (a-b)" = (a-b)-(a-b)-....(a-b) = (a-a-a-....a)- (b-b-b-...-b) =a"-b"
n ori n ori n ori

(produsul numerelor reale are proprietdtile de asociativitate si comutativitate).

Analog avem




Elemente de logica matematica si teoria multimilor

Exemplu:

o2

Inmultirea a doua puteri care au aceeasi baza
Dacd a € R sim, n € N*, atunci:

am . an — am +n
Demonstratie
Avem:a™-ad" = (a-a-a-....a) - (a-a-a-....a)= (@a-a-a-...a) =a"* "
m ori n ori (m+n) ori
Exemplu:
2422 = 242 = 26 = 64; (-5) - (-5) = (-5)° = -125.
Ridicarea unei puteri la o alta putere
Dacd a € R sim, n € N*, atunci
(am)n — am n
Demonstratie
m+m+...+m
Avem: @™)" = (@™ -d™-a™-....a™) =a " =g""
n ori
Exemple:
372 32 6
203 _ 923 _ o6 _ ea. _1)] S R
29 2 2 4 [( 2 2 2 64

Impartirea a doua puteri care au aceeasi baza

Dacd a € R sim, n € N¥, astfel Incat m > n, atunci

Demonstratie

m-n

a

Avem: a" " a@" = a™ "M T = ¢ de unde deducem ci a" " = a—n
a
Exemple
5° 73
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2.4.6.2. Puteri cu exponent intreg negativ
Fieae R*sine N*.

Pl ]

Se numeste puterea a (-n)-a a lui a, notatd a™, numérul real definit prin:

-n 1
s
Exemple:
2_3= i = 1'(_5)_3= 1 =—i' (g)_3=(3)3=277
23 8’ (-5)° 125° 13 2 8’
Dacd a # 0, prin definitie vom pune a®=1.
m
Dacd m = n, atunci a—n =1sia" "=a"=1.
a

Observatie: Expresia 0° nu are sens.

Proprietétile puterilor cu exponent intreg
Proprietdtile puterilor cu exponent natural se pastreaza si pentru cele cu exponent
intreg negativ. Are loc urmatoarea teorema:

. Teorema

Fiea,be R*, m,n e Z.
1. Pentru a Inmulti doud puteri care au aceeasi baza se scrie baza si se adund exponentii:

at-qt=qg"tn

2. Pentru a imparti doud puteri care au aceeasi baza se scrie baza si se scad exponentii:

a’: — am—n
a

3. Pentru a ridica un produs la o putere se ridica fiecare factor la acea putere:
(a-b)"=d"-b"
4. Pentru a ridica un cat la o putere se ridica la acea putere atat numaratorul cat

si numitorul:
(g)” - a
b b"

5. Pentru aridica o putere la o alta putere se scrie baza si se inmultesc exponentii:

(am)n — am n
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Observatii:
1. Proprietatea 3 poate fi extinsa la k numere a,, a,, ..., @, € R*:
(@-ay .raq)'=af-aj-...-ay .

2. Intrucat puterile sunt numere reale ele pot fi ordonate:
B Dacidae (0, 1), atuncia" <a™ < n > m.
B Dacia>1,atuncia" < a™" < n < m.
B Dacid0 < a < b, atuncia” < b".
B Dacda#+t1,a#0,atuncia" =ad" < n =m.

Exemple:

<)
(3 < 3 , deoarece

3 <)
( 2 < z) deoarece

€ (0,1)s512>-2;

W

>1s5i3<5.

N

2.4.7. Identitati remarcabile
Se presupun cunoscute urmatoarele identitdti, numite formule de calcul prescurtat:
(a-i—b)2=c12+2ab-i—b2
(a - b)? = a® - 2ab + b?

a’-b* = (a-b)(a + b)
De la acestea, prin calcul direct, se obtin si urmatoarele identitati:
(a+ b)® =a®+ 3a® + 3ab® + b° a® - b3 = (a-b)(@® + ab + b?
(a-b)® =a®>-3a°h + 3ab®>-b° a® + b3 = (a+ b)(a®-ab + b?)

Exercitii propuse

1. Determinati aproximarea zecimal prin lipsa cu o eroare mai mici decit 10~

03 2 11 17 31
pentru numerele: 7°9°13° 23’ 27

2. Determinati aproximarea zecimali prin adaos cu o eroare mai mici decat 10~

pentru numerele: 13 20 54 13 47

18° 51’ 17° 17’ 11°

3. Care este rotunjirea numarului 1 + 1 + - ?

3 3+5 3+5+7

% + 2 + 6 la a doua zecimala?

T5t6 "y

+
4. Care este trunchierea numarului %+%
Dar la a patra? Dar la a opta?

5. Care este trunchierea numarului 9 783 423 la ordinul 3 (al sutelor)?
Dar la ordinul 5 (al zecilor de mii)? Dar la ordinul 7 (al milioanelor)?
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10.

11.
12.
13.

14.

Exercitii propuse
-t
Ul

. Ordonati crescator, apoi descrescator numerele reale:

7. 13, 11, _4,3(72)+5,013)
9’ ’ 11 : 13’ 31
Reprezentati numerele pe axa reala.

5,4(32); 9,143; —=; -8,0(3);

. Fie numerele:

X =

2 3 4 11

‘2-3‘ 47457 5.6| 3
Determinap:}gya |X|, |y|) |X+y|, |X—y|.

. Calculati:

o7 atas (Lo (3]0 s

2 2 2
a) 32.92.27 ( ot

o)

€) ( 13)5 ' (_379)5 ' ( 115)5 2 [10 4( )O] ; 8) 37234;_91210722.

. Calculati:

a)3-32.3%3_3% 4 5514 ~ (9% +81:b) fi 553 7734 " (sjl): ~152. 70,
oo
() (5 ()
-1
Fie numaérul x = {a+[1+(i__'_cll)1:| 1} .

Pentrua = _1 , determinati x, —x, 1 ,— 1 s
4 x7 x|

Ll x+ 1], x=1].

Scrieti in ordine crescitoare numerele: —4'°, (8)'!, (-9)!7 si (-27)'%.
Aritati ca: a) 21987 > 31241, 1) 31987 5 41490,

In raport cu valorile lui m € R, determinati semnul expresiilor:
a) 3-m)';b) (4-5m)'7; ¢) (9-3m)"°.
Calculati:

. 1 (ahH*-@®? (@-a )y, 1 (@H?
ad-ata; b —d;0 as (@ f:?)s ;d ai.(Z*S)s’e)a4'(a8)*2' (6213)3 '

. Calculati:

a) 02 yD%: 62 )°, (g, y 2 0);
b) [@® + b + 3ab(a + b)1*: (@ + b% + 2ab)®, a + b #0;
c) (6"=4M: (3"-2M.
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16. Dezvoltati expresiile:

a) 3x-2)% b) (4a + 5b)% © (%a+y)3; d) (x—%y)g.

17. Scrieti sub forma de produs:

a) 27a® - b%; 8 + y3; 1 - 64a®b3; 36x% - 9y2;

D)X+ T X 4 10 G+ X Yy (o)

A)xMFFP 4 P 4 X PP 4 X + 3 + 1, undem, n,p € N.
18. Aritati ci numarula = 3% 2. 421 ¥3_221 1. 62143 ¢y ¢ N, este patrat perfect.
19.2) Fiem € Z, m # 0. Arétati ca nu existd k € Z astfel incat m?+1 =K.

b) Arétati ca oricare ar fin € Nnumarul 2 + 2 - 7" + 49" nu este pétrat perfect.
20. Calculati expresiile pentru k € Z:

32k+1 . 5k + (_3)2]( . 5k+1 + 15k . 3k+3

21.Fiene N,n22sia, b € (0, +x).

n n n-1 n-1
a er b . a er b . a ; b si cd egalitatea are loc dacd si numai

skl g2k+2 | 1.5k .92k | g. g2kl ck
8 . 5k+1 . 32k+2 _ 68 . 5k . 32k + 32k+1 . 5k+2 .

b)

a) Aratatica

daci a = b.

c s at+b" _ (a+b)" . s . . C s
b) Demonstrati cd ——— 2 si cd egalitatea are loc dacd si numai dacd

2 2
v a=bh.
5
g' x> )’2 x .,y
5 22.Daca x,y > 0, atunci: 2 Stz 2
= yoox) y X
=
‘U 23.Dacda, b,c > 0, atunci: (~a + b + c)(a-b + c)(a + b - ¢) < abc.
o
X
w

2.4.8. Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

loeinge

Numim partea intreagd a unui numar real x, cel mai mare numar intreg
mai mic decéat x. Acest numar se noteaza cu [x].

Prin urmare, oricare ar fi numarul real x, exista o infinitate de numere intregi mai mici
decét x. Din multimea acestora il alegem pe cel mai mare intreg, care, evident, depinde
de x si care se noteazd [x].

In baza axiomei lui Arhimede putem enunta urmatoarea definitie:
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lEsmE ]

Pentru orice numar real x, exista un numar intreg m (unic determinat) astfel incat:
m<x<m+1 (€Y
Numadrul m se numeste partea intreagé a numarului real x si se noteaza cu [x].

FEILL [x] = m, pentru m<x< m+1
" ]-m, pentru —m<x<-m+1

|| pefinigie

Oricare ar fixe R, numarulx— [x] = a.€ [0, 1) se numeste partea fractionara
a numarului real si se noteaza cu {x}.

Asadar, tinand seama de definitia partii fractionare, avem scrierea unica

x = [x] + {x} (2)

unde [x] € Z,iar 0 < {x} < 1.
Unicitatea acestei scrieri aratd cadacix=m + oacume Zsi0< o < 1, atuncim = [x]
sio = {x}.
Dacd x € R este un numar pozitiv, atunci scrierea sa poate fi pusa sub forma:
X = ay,a,a50ds5... 3
unde a, € Z reprezinta partea sa intreagd, iar 0,a;a,ds ... , cu 0 < 0,a;a,a5 ... < 1 este
partea fractionara.

In continuare vom prezenta cateva proprietéti esentiale ale partii intregi.

P1. Pentru orice x, y € R avem:
x<y=[x] <[yl

Demonstratie

Fie[x] =m, [yl =n,m,ne Zsim<x<m+ 1,n<y <n + 1, si va trebui sd ardtam ca
m < n. Presupunem prin absurd cdm > n,adicim>n + 1. Deducem cix>m=>n + 1 >y, adica
x >y, contradictie. Prin urmare, presupunerea facuta fiind falsa avem m <n, adica [x] < [y].

P2. Pentru orice x, y € R avem:
x +yl2[x] + [y]

Demonstratie
Avem x = [x] + {x},y = [y] + {y}, deci

x+y=I[x]+l+{+ {00
unde [x] + [yl € Z,iar 0 < {x} + {y} < 2.Daca 0 < {x} + {y} < 1, atunci din (2) rezulta
[x+yl=1[x] + [yl,iardacd 1 < {x} + {y} < 2,atunci{x} + {y} =1+ acu0<a<1lsi
din (2) rezultd [x +yl =[x] + [y] + 1 > [x] + [yl
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P3. Oricare ar fix € R si m € Z are loc egalitatea:

[m+x] =m+ [x]

Demonstratie
Din[x]<x<[x]+1ex]+m<x+m< [x] + m+ 1, rezultd cd x + m este cuprins
intre doud numere intregi consecutive, deci [x + m] = m + [x].

2.5. Intervale de numere reale

Intervalele sunt submultimi de numere reale, care pot fi reprezentate pe axa numerelor
ca segmente sau semidrepte.

2.5.1. Tipuri de intervale

Avem urmatoarele tipuri de intervale:

B Intervale marginite — se numesc mdrginite pentru ca orice numar real din cadrul
unui asemenea interval se afld intre cele doua margini, inferioard si superioard, care
constituie capetele intervalului.

Pe axa numerelor reale, intervalele marginite se reprezintad sub forma unor segmente
de dreaptd cu capete sau fard, in functie de tipul intervalului.

Fiea,be R, a < b. Avem:

a) interval deschis la ambele capete
(a,b)z{x€R|a<x<b} ( _ \ -
€ it 7 >
a * b
b) interval inchis la ambele capete
[a,b] ={xe R | a<x<b} . - ; R
T it T >
a * b
c) interval deschis la stinga si inchis
la dreapta , :
- € ® 1 >
(a,b] ={xe R|a<x<b} P X b
d) interval inchis la stanga si deschis
la dreapta ; R . R
[a,b) ={xe R |a<x<b} (5 X ['7 '
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Exemple:
1. (2,4) ={xe R| 2 <x < 4}este
interval deschis la ambele capete. (0] ) \ -~
0 2 4

2. [-1,2) ={xe R |-1<x < 2} este

interval inchis la stdnga si deschis ;O X -~

la dreapta. 1 0 ) g

3. [0,1] ={xeR|Ostl} este OL1 . =

2 2 01 -
interval inchis la ambele capete. b

5 5
4 —=| = — < <
4. (4, 2] {xeR| 4<x< 2} i

este interval deschis la stinga -
si inchis la dreapta.

\/

B Intervale nemarginite — se numesc nemdrginite pentru ca unul dintre capetele
intervalului nu este un numar real ci unul dintre simbolurile —eo sau + 0. Pe axa numerelor

reale, intervalele nemarginite se reprezintad sub forma unor semidrepte.
Fie a € R. Avem:

a) interval deschis la stinga
si nemarginit la dreapta
(a, +) = {xe R| x > a}

3
y

S~
=
+
8

b) interval inchis la stanga
si nemadrginit la dreapta
[a, +) ={xe R| x>a} a X +00

®
y

c) interval deschis la dreapta
si nemarginit la stinga
(-0, a) ={xe R| x < a} —%

3 )
\

=
ININ 7
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d) interval inchis la dreapta
si nemarginit la stinga

(-o;a]l = {xe R| x<a} —© X ¢
Exemple:
1. (-3, +) = {xe R| x> -3}
este interval deschis la stinga — : O : >
si nemarginit la dreapta. —© -3 0 +00

2. (-o0; 0,5] = {xe R| x<0,5}

este interval Inchis la dreapta : : O 1y >

si nemdrginit la stinga. —®© 005 t®
—co: _l) - { _l}

3. ( i3 xe R|x< 3 | . | .

—00 10 +00

este interval deschis la dreapta L

si nemarginit la stanga. 3
4. [0,2; +) = {xe R| x=>0,2}
este interval inchis la stdnga ’ -t >
; A —00 ox +00
si nemarginit la dreapta. 0,2

2.5.2. Operatii cu intervale

Deoarece intervalele sunt multimi, toate operatiile care se pot efectua cu multimi
(reuniunea, intersectia, diferenta, produsul cartezian) se pot efectua si cu intervale.

xercitiu rezolvat

Fie intervalele [-5, 3] si [0, 6]. Determinati reuniunea, intersectia, diferenta si
produsul lor cartezian. :
Rezolvare E reamunea ]
L O 1
B Reuniunea: ' —_—— 1 >
[-5,3] u [0, 6] = [-5, 6]. -5 0 3 6
Intersectia
B Intersectia: OM
[-5, 3] N [0, 6] = [0, 3]. L J [y SR NI R
-5 0 3 6

27



CAPITOLUL 1

B Diferenta:

diferenta
[-5,3]1\ [0, 6] = [-5, 0], —
[0, 6]\ [-5, 3] = [3, 6] E %#—»
-5 0 3 6
5 Ed1ferent,:a]
;
F —_—_— 1>
-5 0 3 6
Produsul cartezian al inter-
valelor este format din perechi
de numere de forma (x, y), D(=5, 6) 0 C(@3, 6)
undex e [-5, 3] siy € [0, 6].
[-5,3] %[0, 6] =
={0¢,y) | -5<x<3 \
si0<y<6}. [-5; 3] x [0; 6]
Reprezentarea geometrica
a produsului cartezian se
realizeaza in sistemul de axe _ _ =
de coordonate xOy si este A(—SI, 0)' 0(0,0) B(3, 0) x
dreptunghiul ABCD reunit cu
suprafata sa interioara.

Exercitii propuse

1.

00 N O W

. Scrieti intervalele A si B din figura

. Determinati m € R pentru care

Scrieti sub forma de interval multimile:

A={xeR|-6sx<9};B={xe R|x<5}C={xe R|-2<x<0}
D={xeR|x>4}E={xe R|-10<x<0}F={xe R|x>-1};

1

G= 3

{xe R‘—%ng

}; H={xe R| x<0,3}.

. Fieintervalele A = [-2; 3] si B = [0; 6]. DeterminatiA UB,A"B,A\B,B\A,AXB.

aldturatd, apoi calculati
AUB,AnB,A\B,B\A,AXxB,
AN (0, +o), BN (=0, 0).

A
4 5 A
%,—J

B

[-3,m] n [0, 12] = &.

. Determinati m € R pentru care [-5, 6] U [3, m] = [-5, 14].

. Fie intervalele A = [2, 4] si B = [3, 5]. Reprezentati geometric produsul A x B.
. Determinati a, b € R astfel incat [-2, a] N [b, 7] = [1, 4].

. Fie intervalele A = [-3, ), B = (-0, 5], C = [2, 7].

Calculati: AUB,AnB,AnC,BNC,B\C,Cn (AuUB).
Reprezentati geometric produsele AxB,AX C,BxC, (AnB) xCsiCx (AN B).
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9. Determinati a € R astfel incat [%, +oo) N (—o0; a] = [6,5; 18].

10. Determinati x € R astfel incat (-, 2] N [x, 5) = &.

*2.6. Inegalitati remarcabile

In functie de contextul matematic in care apar, inegalititile se impart in doui clase:

B inegalitati propriu-zise (adevdrate pentru orice valori atribuite variabilelor sau
adevarate daca intre variabile sunt anumite relatii);

B inecuatii (adevarate doar pentru anumite valori ale variabilelor).

2.6.1. Inegalitatea mediilor

Inegalitatea mediilor

2
min(a, b) < 2 <max(a, b)

Demonstratie

B Presupunem a < b = min(a, b) = a si prima inegalitate devine:

a< I 2 I < ala + b) <2ab < a? <ab < a(a-b) <0, ceea ce este adevirat.
il + -

Avem egalitate dacd a — b = 0, adica pentru a = b.

Inegalitatea 121 <ab & azflrl;) <+ab < 2ab <a+ b (Ja-+vb)?>0, ceea ce
7_'_7
a b

este evident.
[ + b2 2 2, 1.2
Inegalitatea a;b < Va ’sz & (a;b) <4 ;b od+b*-2ab>0s
< (a-b)? >0, ceea ce este adevirat.

B Avem egalitate in cazul a = b.
L . . a’ +b* a+b* _o 2_12
Avem max(a, b) = b. Ultima inegalitate devine 5 <bes 5 <b*<=a“<b?
ceea ce este adevarat pentru a < b, a, b > 0. Avem egalitate pentru a = b.
Analog pentru a > b.

* Temele marcate cu * (asterisc) sunt facultative.
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2.6.2. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwartz
. Inegalitatea lui Cauchy-Buniakovski-Schwartz

Pentru orice x, y, a, b € R avem:

(ax + by)* < (@ + bHGE + YD

Demonstratie
Tindnd seama de egalitatea Lagrange avem:

@ + b)) + ¥ = (ax + by)*(ay - bx)®
Relatia de demonstreaza prin calcul direct. Renuntand la ultimul termen pozitiv din
membrul drept se obtine inegalitatea lui Cauchy-Buniakovsky-Schwartz.

2.6.3. Inegalitatea lui Cebasev

. Inegalitatea lui Cebasev

1. Dacd a; <a,sib; <b,saua; 2a, sib; 2b,, atunci:

(a; + ay)(b; + by) £2(a;by + ayby)

2. Dacaa; <a,sib; 2b,saua; = a, sib; <b,, atunci:

(a; + ay)(b; + by) 22(a;b; + asb,)

Demonstratie

1. Avem: a,b; + a;b, + a,b; + ab, <2a,b; +2a,b, < a;b; —a;b,—asb; + ab, 20
< (a; — ay)(b; — by) 20 ceea ce este adevarat, deoarece a; < a, si by < b,

2. Analog.

2.6.4. Inegalitatea lui Minkowski

| | Inegalitatea lui Minkowski

Daca x, y, a, b € R, atunci:

\/(X+y)2+(a+b)2 S\/X2+a2 + \/y2+b2

Demonstratie
Inegalitatea este echivalenta cu cea obtinutd prin ridicare la patrat. Avem:

G+y)2+ (@+b)?<x®>+a*+ 2J(x2+a2)(y2+b2) +yY +bh e

oxy +ab< J(xz +a* )( ¥+ bz) . Ridicdm din nou la pétrat si obtinem:

X*y* + 2xyab + a®b? < (¢ + aH(? + b?) o 2xyab < xP°b* + a*y? & (xb - ay)® >0,
ceea ce este adevarat.
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xercitii rezolvate

1. Aratati ca:

a) x2+y2+22+xy+yz+zx=%[(x+y)2+(y+z)2+(z+x)2];

b) X +y* + 2 —xy—yz—2x = %[(x—y)2 + -2%+ -2
Rezolvare

A P +y +2 +xytyz+oax = %(2x2+2y2+222+2>fy+2y2+229€)=

% [+ 9%+ & + 22 + 2 +02;

b) )P+ oxy—yzome =5 (-2 + YR+ Y - 2ys 4 2 P dax o) =

% (=92 + -2+ G-02.

1

2. Arétati cd dacd x + ¥ =y+ = =z+ %,atuncixzyzz2 =lsaux=y = z.

S

Rezolvare

i 1_ 1 _y= Y% i 1_ 1 .., ., _ %=X o
D1nx+y y+Z:x y 7z (1),d1ny+z z+x=>y z = (2),iar din

x+ % =z+ % =>x-z= % (3). inmultind relatiile (1) si (2) cu relatia (3) obtinem:
_ -2)GE-0y-x - s 222 _ o
x-Ny-2)z-x) = 5 . De aici rezulta x**2* = 1saux =y = 2.
x“y°z

3. Fie a, B € R astfel incat o > > 0. Comparati numerele:

1+o . 1+
X = 2, 3 SV = E 3"
l+o+0”+o 1+B+B°+B
Rezolvare
Avem: x = 1+20L = 1+o T = 1 5 , o> 0;
l+o+o0“(1+o) A+ +a) 1+o
1+ 1+ 1
y= ZB = P S = 5> B>0;
1+B+B°(1+PB) A+pa+p) 1+
2 2 _
x-y B -o - -+ < 0, oricare ar fio. > B > 0, decix < y.

T A+ 4P A+ad)(1+pD)

4. Aratati cd oricare arfix,y, ze R avemx® + y2 + 22 + 36243 (x + y + 2).
Rezolvare
Inegalitatea se mai poate scrie (x—2v3 )% + (y =243 )* + (- 2+3 )% >0, care este evident
adevirati. Avem egalitate pentrux =y = z = 23 .
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5. Ardtati cd dacdx,y,ze€ R, atunci 30y + yz + 2x) < (x + y + 2;)2 < 3()(2 +y2 + zz).

Rezolvare
Avem:

B3y +yz+a)<(x+y+2? o % [x-y)2?+ -2)*+ (2-x)*120si

x+y+2*<30¢ +y* +2) o -+ -2+ E-x220.
Avem egalitate dacd si numai daci x =y = z.

T < . ¥z
6. Aratati cd dacdx > 0,y > 0, z > 0, atunci y7+%+% >x+y+ 2
Rezolvare
. . Xty S . 1(yz xz)., 1{xz_ X))o
Folosind inegalitatea 52X, Vv x, y 2 0 obtinem Sl 5T Y 232 5 Y t 2%

Z . . . .
l(y— + %) >y care prin adunare membru cu membru ne dau inegalitatea din enunt.

2\ x
Avem egalitate dacd si numai daci x =y = z.
7. a) Ardtati ca dacdx,y € Rsixy > Osaux,y < 0, atunci §+% > 2.

b) Aratati cd dacdx,y € Rsix > 0,y < 0, atunci §+% <=2,

c) Aratati cd dacd x, y, z € (0, +o0), atunci (%+%+ %) x+y+2)2>9.

Rezolvare

2, .2
a) Deoarece (x-¥)?>0,Vx,y e R=x*+ y?> 2xy, de unde % > 2, adici

+

=<

> 2. Avem egalitate dacd i numai daca x = y.

<=

x? +y?

Xy <20y <0)=>

b) Avandinvederecd (x +y)?20,Vx,ye R=x* +y*>-2xy, =

Y

X4+ < 2 Avem egalitate daca si numai dacd x = —y.

¢) Intr-adeviér, oricare ar fix, y, z € (0, +o), avem:

(l+l+l)(x+y+z) =3+ (£+l) + (l+5) + (§+5) >34+2+42+2=09.
X Yy z y X z Yy z X
8. Aratati cd oricare ar fix, y, z € (0, +e0) are loc inegalitatea

xyGe+y) +yz(y + 2) + xz(x + 2) > 6xy2.
Rezolvare

+ += =2,

w <

Deoarece x, y, z € (0, +), avem: §+% >2, >2,

0| =

<w
AL

X+ +z
Y YR EEX 56,
Z x y
Inmultind ambii membri ai ultimei inegalititi cu xyz, obtinem inegalitatea ce trebuia
demonstrata. Avem egalitate daca si numai dacix =y = z.

Adunénd aceste egalitati membru cu membru, rezultd

32



Elemente de logica matematica si teoria multimilor

9. Aratati c, oricare ar fix, y, z € (0, +o) are loc inegalitatea:
X Y 2z 53
y+z z+x x+y 2
Rezolvare
Inegalitatea din enunt este echivalenta cu inegalitatea:

x y 4 9 1,1 1 9
y+z+z+x+x+y+32§@(x+y+z)(y+z ZEx Xty Z 37
Sdnotiama=y +z, b=z +xsic=x+y.

Adundnd membru cu membru aceste egalititi obtinem:

1,11

si ultima inegalitate devine: (a + b + ¢) (E tpt E) >9.

_a+b+c
X+y+z= s

Cum ultima inegalitate este adevarata oricare ar fi a, b, c € (0, +<0) (vezi problema 7, c)),
cerinta enuntului este indeplinita.

10. Demonstrati si dati o interpretare geometricd echivalenteix € [1, 2] & ‘ x —%‘ < % .
Rezolvare
Avem succesiv:
3 3 3 1 3_1 ‘ 3 ‘ 1
<x< — = <x-=<2-= = <x-=< = e
xe[l,2l1<xL2s1 5 <x 2_2 5 = 5 <x ) =N 5 S5-

Sa considerdm pe axa reald punctele A(1), B(2), N(x) si M mijlocul segmentului [AB], deci

M(%) . Lungimea segmentului [AB] este AB = |2-1]| = 1.

Faptul ca x € [1, 2] inseamna ca N € [AB], iar ‘ x—% <

=

11. Se considera 0,a;a,d; ... a, ... scrierea zecimald a numarului 13"

a) Determinati d,g3.
b) Determinati suma a; + a, + ... + dygo3-

Rezolvare

a) Deoarece % = 0,(846153), iar 2003 = 6k + 5, rezultd cd a,,y; este 5.

b) Intrucat 2003 = 6 - 333 + 5, rezulti: a; + @, + ... + dypp3 = 3338 + 4 + 6 +
+1+5+3)+8+4+6+1+5=2333-27+ 24 =9015.

12. Aflati x care verificd relatia|x - 2| + |10 -x| = 8.
Rezolvare

Cum 8 = x -2 + 10 —x, relatia are forma

[x-2] + |10 -x| = |(x-2) + (10-x)| & (x-2)(10-x) >0.

Din studiul semnului produsului (x —2)(10 — x) > 0, deducem x € [2, 10].
a+b-|a-b]| a+b+|a-b|

3 5 = max{a, b}, oricarearfia,b € R.

13. Aratatica = min{a, b} si

Rezolvare
a+b—|a-b| . a+b+|a-b|
———=a§i ——— =b.

2 2
Cum in cazul considerat, min {a, b} = a si max {a, b} = b, cerinta enuntului este indeplinita.

a+b-|a-b]| . a+b+|a-b|

—Fn——— =bsi ———F—— =a

2 2
Cum In cazul considerat, min{a, b} = b si max{a, b} = a, cerinta enuntului este indeplinita.

B Fiea < b. Atunci |a-b| = b -a, de unde

Fie a > b. Atunci |a - b| = a-b, de unde
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14. Aflati x care verificd relatiile:

) [5x] = 6;b) [x + 71 = =5; &) [x + 1] + [r=2] - [x + 3] = 2; d) {x+%}=%.
Rezolvare
_ 6 7 6 7).
a) [bx] =66<5x<7< T <x< 5 S xe [5,5),
b) x+7]=-5&-5<x+7<4-12<x<-1lleoxe [-12,-11);
c) deoarece [a + m] = [a] + m, V ae R, m € Z ecuatia devine
XI+1+[x]I-2-[x]-3=2o[x]=6<xc [6,7);
_ . 1 _ 1 1 _1 1
d) cuma = [a] + {a}, Vae R, avem: x + 3 —[x+§] +{x+§} =>x—§ 3 +k(keZ)
=>x= % +k, ke Z.

15. Oricare ar fix € R are loc identitatea: [x] + [x + %] = [2x] (identitatea lui Hermite).

Rezolvare

[x] + [x+%:| = + [[x]+0c+%] = [ + [ +|:oc+%] =20 + [m%] -

2[x], daca ae [0, %)
= ,dar [2x] = [2([x]+ )] = 2[x] + [20] =

2[x]+1, daca o.e [5’ 1)

2[x], daca oce[O,%) 1
= , de unde rezulta ca [x] + [x+—] = [2x].

2[x]+1, daca oce[%,l) 2

Exercitii propuse
1. Aratati ca pentru orice x, y, z € R avem:
A c+y+2i=x2+y + 22+ 2y + 2z + 2yz;
b) (x+y+z)3—(x3 +y3 +2%) = 3+ )y + 2)(z + x).
¢) dacd (x +y + 2)° = x> + > + 2%, atunci
Oc+y + 2)>Hh = 2 4 2t 4 220 oricare ar fin e N.

2. Determinati aproximirile prin lipsa si prin adaos cu o eroare mai mici decét 10
1.7l 5.5 717,28, 13 2. 3
pentru numerele: 35 137 V25 344 11°13°°38° 3 ° 9 -
3. Calculati:
2) 11-(5-11"° -10-11') 1) (3-5+8-5°%).69 . | 3".5-5.3""1
1'% +4.11"% 7 235 7 2.3"2+3")

4. Determinati rotunjirea numaérului 2 .3 3 . 4 40

1+2 243 2+3 3+4 4+5°
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Exercitii propuse

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

- =
0 N

-
©

. Fard a efectua calculele, spuneti care este semnul expresiilor:

(=3)143, (_5)1002, (1_J§)245. (l_l_l)o_

yl=x+y+2) x(x-y+2)

. Arédtati cadacax,y,z€ (0, +oo) si = 7 > atuncix =y.
(y+2) (z+x)
. Daca pentrux,y,ze R*¥avemx +y + 2z + %+%+% = -2 sixyz = 1, atunci

1+x0+y)Q+2=0.

. Ardtaticadacdx,y,z > 0six-y-z =1, atunci

1 1 1
l+x+xy 1+y+yz l+z+2x
. Eliminati a si b intre relatiile: x = a + %,y= b+ % siz=ab + %.

2

Aratati ca fractia M este ireductibild, oricare ar fin € N.
2n® +4n+2

Aratati cé:

a) 20" — 8" — 5™ + 2" este divizibil cu 9;

b) 63" + 7"Jr1 32n+l _91m. 372 egte divizibil cu 13.

Se considera numerele reale x = 1/— + 1/a +1 siy = ,/ZI Ja +3 , unde

a € (—oo, =3) U (0, +<0). Determinati care dintre ele este mai mare.

Scrieti sub formd de fractie zecimald infinitad numerele:
20, 3. 3. 1 06
)30 50 gsd-gse) =750 13-
Scrieti sub forma de fractie ordinara urméatoarele numere rationale:
a) 0,(6); b) 1,(15); ¢) 0,(312); d) 0,5(455).
Determinati numaérul rational pe care-1 reprezintd urmaétoarele fractii zecimale:
a) 0,24;0) 1,23; ¢) 3,5;d) 0,3; €) 0,(2); ) 0,(18); 2) -1,(13); 1) 0,2(45); 1) -0,2(36).

1
Se considera 0,aa, .. . scrierea zecimald a numarului %
a) Care este a 423-a zecimali?
b) Determinati aooq-
¢) Determinati suma a; + a, + ... + dyg4-

. Demonstrati ci numdrul 3 ++/5 este irational.

. Determinati partea intreaga si partea fractionara a numerelor:

4.1, 23, _ ) o) 236
a) g,b) s ; ©) =0,256; d) -2,3(25); e) 35

. Calculati: x = (V114 [V21+[¥31+ ...+ [V151.
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Exercitii propuse

20. Calculati: [(«/r—l +n+ 1)2} .

21. Calculati suma S = [X“Ll} + [x+2}+[x+3} + ...+ [x_+k}’ stiind c&

X x+1 xX+2 x+k-1

X e (%,1) sik e N*.

22. Determinati x care verifica egalitatile:

a)[x-11=3;b) [x+ 3] -[x-5] = 8;

© [7)(5_2] 25 [?ﬂ =3 [Hl] [2)(3_1}:)(51'

23. Aratati cd dacd x, y, z sunt numere realecux +y + 2 =2sixy +yz + 2x = 1,

atuncix,y, z € [O, %J .

24.Fie x,y e R astfel incat x* + y* + 2% = 1. Ardtatici [x + y + z| < V3.

25%*. Determinati valorile lui x pentru care:

a) |x+ 1|+ |x=2|=5Db) |[x+ 1| + |[x+2|-|x+3| =2x-2;
o |x+ |x=2]| + |3x-|x-2]|| =8.

26. Aratati ca:

2

2

2

3
3

o xeyl ]
1+|x+y]|~ 1+|x]|

oricare ar fix, y € R;

b) X—}’+)’—Z+z—x
X+y Yy+2z z+X

< 1, oricare ar fix, y, z € (0, +o).

S )
1

7.Fie numerele reale x = |1

. 1
Calculati: x +y, =, -y, |x|, |¥], x x|, |x+y|, |x-y|, —, —
||||y||| | | ||x||y|
8. Aratati cd daca x > 0, atunci ﬁ % >1.
9. Arédtati ca daca x, y, z € [3, 4], atuncix +y + z + 12(%+%+%) < 21.
0. Arétati ca pentru oricea > 0,b > 0, ¢ > 0, avem | a +I b +I C_>o2
’ Vb+c VNc+a Va+b
1*. Arétati ca pentru orice a, b € Rsin € N, avem:
) d=-b'=(@-b)@ ' +d"" %+ ..+ab"" 2+ b"Y);
b) a2n+1+b2n+1= (a+b)(a2n_a2n—1b+a2n—2b2_ _ab2n—1 +b2n)
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3. Elemente de logica matematica

3.1. Enunt, propozitie, valoare de adevar

Enunturile sunt texte lingvistice elementare (rostite sau scrise) de tip narativ, declarativ,
care au intelesuri de sine stititoare: spun ceva, despre ceva (sau cineva). in terminologia
curentd ele au diverse denumiri mai mult sau mai putin echivalente (propozitii simple,
propozitii compuse, fraze, judecati, afirmatii, asertiuni etc.) in functie de contextul in
care sunt considerate. Enunturile sunt cele mai simple formatiuni lingvistice susceptibile
de a comunica, de a purta informatii.

|| pefinigie

Un enunt este un ansamblu de semne cérora li s-a dat un sens.

Pentru a opera logic cu enunturile nu este insad necesar sa intram in toate detaliile unei
analize gramaticale, ci este suficient sa distingem in fiecare enunt doua parti fundamentale,
cu functii specifice: subiectul (subiectele) si partea predicativd.

Partea din enunt care desemneazd acel (acei) ceva sau cineva despre care vorbeste
enuntul va fi numitd subiectul (respectiv subiectele enuntului respectiv).

Partea din enunt care ramane dupa eliminarea tuturor subiectelor se va numi partea
predicativa a enuntului.

Exemplu:
in enuntul ,Logicianul Gottlob Frege a fost contemporan cu matematicianul Georg
Cantor” existd doud subiecte si anume ,Logicianul Gottlob Frege“ si ,matematicianul
Georg Cantor®, iar partea predicativa consta din textul ,,a fost contemporan cu®.

Fiecare enunt are o parte predicativa, bine determinata si unica, dar poate avea unul
sau mai multe subiecte determinate sau nedeterminate.

Exemplu:

Enunturile

A;: ,Animalul x este carnivor®,

A,: ,Numdrul 60 este divizibil cu numarul m si cu numarul n“
au un subiect (,animalul x“) nedeterminat, respectiv trei subiecte, dintre care unul
determinat (,numarul 60“) si doud nedeterminate (,numéarul m“ si ,,numarul n“).

Moetnge

Prin propozitie intelegem un enunt care este fie adevdrat, fie fals. Cu alte
cuvinte, un enunt in care toate subiectele sunt determinate se numeste propozitie.
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Exemplu:
Enunturile:
B,: ,Catedrala din Koln este mai inaltd decat Domul din Milano“,
B,: ,Patratul numaérului 6 coincide cu produsul dintre numarul 4 si numarul 9“
sunt propozitii.

In cele ce urmeaza vom nota propozitiile cu literele p, g, 1, s, ..., eventual acestea vor fi
prevazute cu indici inferiori: py, py, P --s Q15 Q2> Q3 «+es T1> T95 T3 -
Sa considerdm urmaétoarele propozitii:
1. p;:,,3 < 4%
2. pyi,2+5=7%
3. ps:,, Triunghiul are patru unghiuri®;
4. p,: ,Planeta Saturn este un satelit al Pamantului®;
5. ps: ,Suma a doud numere pare este un numar par“.

Observam ca propozitiile p,, p, si ps sunt adevarate, In timp ce propozitiile p, si p, sunt false.

Socie

Oricarei propozitii i se asociaza o valoare de adevar, dupa cum urmeaza:
B daca propozitia este adevarata, atunci are valoarea de adevar 1;
B daca propozitia este falsa, atunci are valoarea de adevar 0.

Valoarea de adevar a unei propozitii p se noteaza v(p).

_ |1, pentru p adevarata
Avem v(p) = {0, pentru p falsa

3.2. Operatii logice elementare in multimea propozitiilor

«

Utilizdnd elemente de legaturd, exprimate in limbajul curent prin cuvintele ,si“ ,sau”,
prin negatia ,,nu“, prin sintagma ,, dacd-atunci®, din propozitii date se pot forma noi propozitii.

oot

Elementele de legatura ,si“, ,,sau” dintre doud propozitii, precum si negatia
,Nu‘“ care se aplica unei propozitii se numesc operatori logici (conectori logici).

Propozitia care se obtine utilizdnd conectorii logici se numeste propozitie compusa.

3.2.1. Negatia propozitiilor

| oefinitie

Se numeste negatia unei propozitii p, propozitia notata Ipsau p (seciteste
»non p“) care este adevarata cand p este falsa si este falsd cand p este adevarata.
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Valoarea de adevir al lui | p este v(] p) =1-v(p). 1
Valoarea de adevar se poate scrie si cu ajutorul unui tabel p p
al valorilor de adevir (vezi tabelul alaturat).

—_
o

Exemple:

1. Propozitia p: ,,5 il divide pe 14%, este falsd. Atunci | p: ,,5 nu il divide pe 14“ este
adevérata.

2. Propozitia p: ,,6 < 8“ este adevarata. Atunci | p: 6 > 8 este falsa.

3.2.2. Conjunctia propozitiilor

Daci p si g sunt doud enunturi, atunci notdm cu p A q enuntul care afirma ca fiecare dintre
proprietdtile exprimate de p si q are loc si care se construieste lingvistic, aldturand textele
celor doud enunturi in ordinea (p, q) si intercaland intre ele particula conjunctiva ,,si“.

. Definitie

Fie p si ¢ doud propozitii oarecare. Conjunctia propozitiilor p si q este
propozitia notata p A q (se citeste ,p si ¢“) care este adevarata cand ambele
propozitii sunt adevarate si este falsa in celelalte cazuri.

Valoarea de adevar a propozitiei p A q este
vp A @) =v(p) - v(Q).

Valoarea de adevar a propozitiei p A q este datd

p
1
1
in tabelul valorilor de adevar aladturat. 8

Exemple:

1. Fie propozitiile adevérate p: ,2 < 3“si q: ,,4 se divide cu 2“.
Atunci propozitia p A q: ,,2 < 3 si 4 se divide cu 2“ este adevarata.

2. Fie propozitiile p: .81 : 9 = 9“si,,7 nu este numar prim*“. Atunci conjunctia,,81:9 = 9“
si ,,7 nu este numar prim“ este falsa deoarece p este adevarati, iar q este falsa.

xercitiu rezolvat

S se stabileasca valoarea de adevir a propozitiei p A (p).

Rezolvare
Valoarea de adevir a propozitiei p A (1 p) este dati in ta- 1 1
belul valorilor de adevér alaturat. Din tabelul valorilor de p | p |p ~ (1p)
adevir se observi ci propozitia p A (1p) este intotdeauna 1 0 0
falsi sauv(p A (1p)) = v(p) -v(1p) = v(p) - [1-v(p)] = 0. 0 1 0

Aceastd propozitie exprima principiul non-contradictiei.
Cu alte cuvinte, o propozitie nu poate fi simultan si adevarata si falsa.
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3.2.3. Disjunctia propozitiilor

Dacd p si g sunt doud enunturi, atunci notdm cu p v q enuntul care afirma ca, cel putin una
dintre proprietatile exprimate de p si q are loc si care se construieste lingvistic alaturand
textele celor doud enunturi in ordinea (p, q) si intercalénd Intre ele particula disjunctiva ,,sau“.

Soetmge

Fie p, q doud propozitii oarecare. Disjunctia propozitiilor p, g este propozitia
notatd p v q (se citeste ,,p sau q“ ), care este falsa atunci si numai atunci cand
ambele propozitii p si g sunt false; in celelalte situatii este adevarata.

Valoarea de adevar a propozitiei p v g este

vipv g =v(p) +v(@ -v(p) - v(.

Valoarea de adevar a propozitiei p v q este data
in tabelul valorilor de adevar aldturat.

OO R R

Exemple:

1. Fie propozitiile adevérate p: ,,6 se divide cu 3“si q: ,21 = 3 - 7.
Atunci disjunctiap v q: ,,6 se divide cu 3 sau 21 = 3 - 7“ este adevérata.

2. Fie propozitiile p: ,,81 : 9 = 9% si,,7 nu este numar prim“ este adevarat deoarece
cel putin una dintre propozitii este adevarata.

Exercitiu rezolvat

Si se stabileasci valoarea de adevir a propozitiei p v (| p).
Rezolvare

Valoarea de adevir a propozitiei p v (1p) este dati in tabelul

valorilor de adevér alaturat. Din tabelul de adevar se observa p | | p | pv (1 p)
cd propozitia p v (1 p) este intotdeauna adevaratd sau 1 ‘ 0 ‘ 1
0

v(p v (1p) = v(@) +v(1p) —v(p) -v(Ip) = 1 1
=v(p)+1-vp)-v)[1-vP)I=1-v(p)-[1-v(P)] =1.

Aceasta propozitie exprimd principiul tertiului exclus,

adica orice propozitie este sau adevaratd sau falsa.

3.2.4. Implicatia propoazitiilor

| pefinitie

Implicatia propozitiilor p si g este propozitia notatd p — q (se citeste ,,p implica

q“, »q pentru ca p“, ,din p rezulta q“ sau ,,daca p, atunci q“), care este falsa atunci si
numai atunci cand p este adevarata siq este falsa; in celelalte situatii este adevarata.
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Valoarea de adevar a propozitiei p — g este N
v(p > q) = 1-v(p) +v(p) - (). P | 9 | P4
Valoarea de adevér a propozitiei p — q este data 1 1 1
in tabelul valorilor de adevér aliturat. 1 0 0
. < - Lo . 0 1 1
Daca p si q sunt doud propozitii, atunci prin definitie, 0 0 1
propozitia (1p) v q se numeste implicatia propozitiilor p si

g (in ordinea scrisa) si se noteaza cup — q.

Propozitia p — g se citeste conventional ,,dacd p, atunci g, dar, dupa cum se observa,
ea nu este decdt o scriere prescurtatd, o notatie, a propozitiei (Ip) vq si afirma, de
fapt, ca are loc, fie proprietatea exprimati de | p, fie proprietatea exprimata de q.
Aceastd conventie nu este intamplatoare, ea nu este altceva decat o precizare, facutd in
scopuri stiintifice, privind intelesul exact, atribuit in matematicé, expresiei ,,daca ...,
atunci ... “

fn cazul in care propozitia p — q este adevirati, vom nota p = q care se citeste: ,daci
p, atunci ¢“ sau ,,p este o conditie suficienta pentru q“ sau ,,q este o conditie necesara
pentru p“.

in implicatia p = q propozitia p se numeste ipoteza, iar propozitia q se numeste concluzie.

Exemple:

1. Fie propozitiile p: ,,ploud“ si q: ,,cerul este innorat“.
Atunci p — q: ,,Dacé ploud, atunci cerul este innorat”.

2. Fiep:,3 -3 = 10“-fals3; q: ,,Luna este satelitul natural al PAméantului“ - adevarata.
Atunci implicatia p — gq: ,Daca 3 - 3 = 10, atunci Luna este satelitul natural al
Pamantului“ este adevarata.

3.2.5. Echivalenta propozitiilor

| pefinigie

Echivalenta propozitiilor p si q este propozitia notatd p < q (se citeste ,p
echivalent cu q“), care este adevaratd atunci si numai atunci cand ambele
propozitii au aceeasi valoare de adevdr; in celelalte situatii este falsa.

Valoarea de adevar a propozitiei p <> q este
v(p < @) = 1-v(p) - v(@) + 2v(PIV(Q). P 1 | P4
Valoarea de adevar a propozitiei p <> q este datd in tabelul 1 1 1
valorilor de adevér alaturat. 1 0 0
Propozitia p <> g se citeste conventional ,,p daca si numai 0 1 0
dacd q“ si, prin definitie, este o notatie pentru propozitia 0 0 1

(® - @ A (@ > p). Cu alte cuvinte, echivalenta este o
prescurtare pentru conjunctia a doud implicatii de sens contrar.
intelesul exact al echivalentei este urmatorul:
Peoq e (pveallgvp.
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Exemple:

Fie propozitiile p: ,3* = 5* - falsi si

q:,4 < 3“-falsa.
Cu ajutorul lor putem alcitui doud implicatii: ,dacd 3% = 5, atunci 4 < 3“si

,daci 4 < 3, atunci 3% = 5%

Conjunctia acestor doud implicatii este ,,(daca 3% = 5, atunci 4 < 3) si (dacd 4 < 3,
atunci 3° = 5)“, care se mai formuleazi , 3% = 5, daca si numai dacéd 4 < 3“.
Cum prima implicatie este adevérata si implicatia reciproca este, de asemenea, adevaratd,
rezultd ca si conjunctia lor este adevéarata.

xercitiu rezolvat

Verificati echivalenta (p <> q) < ((p = @) A (@ = p))
Rezolvare
Completam tabelul valorilor de adevar:
p | a | poqg|poa| aop | GoDAE@oD
1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 1 1
Din tabelul valorilor de adevar se observa ca p <> q si (p — @) A (@ — p) au aceleasi valori de
adevar, deci este adevaratd echivalenta (p <> q) <> ((p > @) A (@ = p)).

Valoarea practica a teoremei precedente este considerabild. Ea aratd ca pentru a
demonstra echivalenta p < q trebuie sa demonstram implicatiile p — q siq — p.

. Definitie
O expresie care este adevarata oricare ar fi propozitiile componente se numeste

lege logica sau tautologie.

O expresie care este falsa oricare ar fi propozitiile componente se numeste
contradictie logica.

xercitiu rezolvat

Si se stabileasci valoarea de adevir a propozitiei | (p v q) <> 1p Alq.
Rezolvare
Completam tabelul valorilor de adevar:

p | alpva [Tove | Tp| 1a | Toale | Tovoelaalp

1 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 0 1 1 1 1 1

Se observa ca pe ultima coloand s-a obtinut valoarea de adevar 1, indiferent de valorile de
adevar ale propozitiilor componente.
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3.2.6. Legile lui De Morgan

Sloetmge

Fie doua expresii propozitionale o si . Spunem ca o si B sunt expresii
propozitionale echivalente daca si numai daca oricare ar fi propozitiile care le
compun, expresiile sunt echivalente; se noteaza o = f3.

Cu ajutorul unor expresii echivalente putem scrie regulile de negare a propozitiilor compuse.
Aceste reguli de negare au fost enuntate de matematicianul De Morgan.

Legile lui De Morgan dau urmaétoarele reguli de negare:

1. Oricare ar fi propozitiile p si g avem:

lorg e lpvig

2. Oricare ar fi propozitiile p si g avem:

Tove e lpalg

Altfel spus:
B negatia unei conjunctii este echivalentd cu disjunctia negatiilor,

iar . o . . “ . . ..
B negatia unei disjunctii este echivalentd cu conjunctia negatiilor.
Intrucat conjunctia si disjunctia sunt operatii interne pe multimea propozitiilor, putem
scrie cu ajutorul unor expresii echivalente proprietdtile conjunctiei si disjunctiei.

Proprietatile conjunctiei:
1. p A g <> q A p, oricare ar fi propozitiile p si q;
2. (p AqQ) AT <>p A(qAT),oricare ar fi propozitiile p, g sir;
3.pa(@vr) e (P Aq v (pAar),oricare ar fi propozitiile p, g sir.

Proprietatile disjunctiei:
1. pv g« qvp, oricare ar fi propozitiile p si q;
2. (pvq)vrepv(qyvr), oricare ar fi propozitiile p, g sir;
3.pv@ar) e (v A(pvr),oricare ar fi propozitiile p, g sir.

Exercitii propuse

1. Decideti care dintre enunturile de mai jos sunt propozitii:
a) Citeste, te rog, prefata din aceasta carte!
b) Nu este rau daca citesti prefata din aceasta carte.
c) 3+5=8.
d) Liceul la care invat este renumit.
2. Aflati valoarea de adevér a propozitiilor:
a) Toate numerele prime sunt impare.
b) Toate numerele impare sunt prime.
¢) Existd doud numere consecutive prime.
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Exercitii propuse

3.3.

. Aflati valoarea de adevar a propozitiilor:

a) Daca4 =5, atunci 7 > 9.

b) Dacé triunghiul are patru laturi, atunci si patrulaterul are patru laturi.
c) Daca patrulatrul are patru laturi, atunci si triunghiul are patru laturi.
d) Daca 2 > 2, atunci 8 se divide cu 3.

e) Daca 2 > 2, atunci 8 se divide cu 3.

. Considerdm propozitiile p:,Orice romb este paralelogram® si

q: ,,Orice paralelogram este romb*.
Precizati valoarea de adevér a fiecareia dintre propozitiile:
Apb)gAapagdpvgep->gHgopgpeoghgolpdlp-oa

. Aratati, folosind operatiile logice, ca urméatoarele formule sunt tautologii:

a) lldpvilgepagh) lap v« pvigalrn
D> PAP->))eoPo2q9ar); D> vp—->r)eo@—oqvn.

. Verificati, folosind tabele de valori, urméatoarele echivalente:

a) pvgeqvps;b)pagegap;apv@vrnyeo v vr,
A PpAagpar o pa@an;e)pv@ganopvalpvn;
Dpal@gvn e @rdvpan;g leag e lpvig
Dlevpelpalgd o> opalg

Predicate. Cuantificatori

3.3.1. Predicat

Despre enunturile care contin necunoscute printre subiectele lor nu putem spune daca

sunt adevéarate sau false.

Exemple:
In enuntul ,x + 3 = 7“Intalnim necunoscuta x din R. Dacd inlocuim aceasta necu-
noscutd x cu diferite numere reale obtinem propozitii. Pentru x = 4 obtinem propo-
zitia adevaratd ,,4 + 3 = 7%, iar pentru x = 1 obtinem propozitia falsa , 1 + 3 = 7.

Un enunt care are, printre subiectele sale, cel putin unul nedeterminat este un predicat.
Numarul subiectelor nedeterminate dintr-un predicat se numeste numarul locurilor (libere).

1.

In enuntul ,,Alina a primit nota 9 avem mai multe necunoscute care trebuie precizate
pentru a da acestui enunt o anumita valoare de adevar. Trebuie precizat cine este
Alina, la ce materie a primit nota 9 si cand. Ludnd iIn considerare toate elevele cu
numele Alina si toate notele lor (din toti anii), atunci cu sigurantd, numai pentru
anumiti elevi din aceastd multime si numai pentru anumite note din anumite

perioade enuntul ,,Alina a primit nota 9“ este o propozitie adevarata.

Exemplu:
Enunturile

A;: ,Persoana cutare locuieste pe strada cutare®,
A,: ,Animalul x este carnivor”

sunt predicate, avaAnd doua locuri, respectiv un loc liber.

44



Elemente de logica matematica si teoria multimilor

Orice propozitie poate fi privitd conventional ca fiind un predicat cu O (zero) locuri.
Subiectele nedeterminate dintr-un predicat se numesc variabilele predicatului respectiv.

Prin urmare, un predicat cu doua locuri contine doua variabile; o propozitie nu contine
nici o variabila.

Variabilele unui predicat se mai numesc si variabile libere si se noteaza, de obicei, cu
simboluri literale (ca a, b, c, x, y, z etc.). Astfel, enuntul A; se poate scrie:

A;: ,x locuieste pe strada y.“

Daca precizam intr-un fel oarecare subiectele nedeterminate ale unui predicat (adica,
daca Inlocuim toate variabilele sale prin subiecte determinate), atunci obtinem o propozitie.
Asadar, avem urmaétoarea definitie:

Soetnge

Fie o multime E si fie x un element oarecare (o variabild) din multimea data.
Numim predicat unar (cu o variabild) un enunt care depinde de variabila x si
in care, dacd se inlocuieste variabila x cu orice element din multimea E, se
obtine o propozitie.

Multimea E in care variabila ia valori se numeste domeniul predicatului.

Predicatul unar se noteaza prin ,x € E, p(x)*“.

Atunci cind se d& un predicat trebuie sa precizam si valorile pe care le pot lua variabilele.
Predicatele pot fi: unare, binare, ternare etc. dupa cum depind respectivde 1, 2, 3, ...
variabile. in general, daci predicatul depinde de n variabile se numeste predicat n-ar.
Predicatele se noteaza astfel:
B predicatul unar: ,x € E, p()“;
B predicatul binar: ,x € E,y € F, p(x, y)*;
B predicatul ternar: ,x<€ E,y € F,z€ G, p(x, Y, 2)
B predicatul n-ar: ,a; € By, a; € B, ..., a, € B,, p(a;, a,, ..., a,)“.
m

Exemple:
1. Enuntul ,x € Z, x— 3 = 2“ este un predicat unar (p(x): ,x — 3 = 2).

2. Enuntul ,x, y oameni, x tatdl lui y“ este un predicat binar (p(x, y): ,x este tatal lui y*).

e ]

Pentru un predicat unar ,x € E, p(x)“, multimea A(p) a elementelor a € E pentru
care p(a) este o propozitie adevdratd se numeste multimea de adevar a predicatului.

A(p) = {a € E | p(a) adevarata}

Pentru un predicat binar ,x € E,y € F, p(x, y)*“ multimea A(p) a perechilor (a, b)
cua € E, b € F pentru care p(a, b) este o propozitie adevarata se numeste
multimea de adevar a predicatului.

A() ={(a,b) € EXF | p(a, b) adevirati}

Analog pentru predicatele ternare, n-are etc.
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Exemple:
1. Multimea de adevér a predicatului ,,x € Z, x - 5 = 1“ este a(p) = {6} deoarece
propozitia p(x): ,x— 5 = 1“ este adevdratd numai pentrux = 6 € Z.

3n +15 e Z“este A(p) ={-7,-3,-1,0,

2. Multimea de adevar a predicatului ,x € Z,

3n+5
n-1

2, 3, 5, 9} deoarece propozitia p(x): ,, € 7Z* este adevarata numai pentru

3n+5 _ 8 8
n-1 =3+ n-1 €le n—-1

<neA0,2,-1,3,-3,5,-7,9}.

eZosn-1e{£1,+2, 14, 18} <

3.3.2. Cuantificatori

Unele enunturi se refera la toate elementele unei multimi.

Exemple:

1. Toti copacii din parc au inflorit.
2. Pentruorice x € R, avemx® + 1 > 0.

3. Existd cel putin un n € N astfel incét - 3’_ 1€ N.

Expresiile toti, orice, existd, care se afld In continutul predicatului, se numesc cuantificatori.

Inainte de a trece la definirea cuantificatorilor facem observatia ca dacé p este un predicat
care contine, de exemplu, variabilele x, y, z, atunci, In functie de situatie, putem pune in
evidenta una, doud sau toate trei (sau chiar nici una) dintre variabilele lui p si putem scrie:

p=p0) =pl,y)=plx,y, 2).

Observatie: Semnul ,=" utilizat anterior este numit simbolul egalitatii semantice si se
citeste ,,egal“ sau ,,Inseamna“.

In general, scrierea p = p(x) nu exclude posibilitatea (daci acest lucru nu este specificat
in mod expres), ca p sa contina si alte variabile.

Fiind dat un predicat ,x € E, p(x)“, care contine variabila x si care afirma ca obiectul
desemnat cu x are proprietatea p, putem construi enunturile notate simbolic cu 3 xp, V xp
(saudxp(x), V xp () sau xp(x, y), V xp(x, y) etc., in functie de situatie) si numite respectiv,
cuantificarea existentiald si cuantificarea universald a enuntului p, n raport cu variabila sa x.

oo

Fie predicatul unar ,x € E, p(x)“. Enuntul
»existd cel putin un x din E pentru care are loc p(x)“, notat ,,3 x € E, p(x)“,

este o propozitie adevarata atunci $i numai atunci cand exista cel putin un element
X, din E astfel incat propozitia p(x,) este adevarata si falsa cand nu existd nici
un x, din E astfel incat p(x,) sa fie adevarata.

46



Elemente de logica matematica si teoria multimilor

Semnul 3 se numeste cuantificator existential.

Propozitia ,,3 x € E, p(x)“ este adevdratd dacd multimea de adevar a predicatului este
nevida (A(p) # &) si falsd daca multimea de adevar a predicatului este vida (A(p) = ).

Propozitia ,, 3 x € E, p(x)“ se citeste si ,,existd x din E, p(x)“ sau ,,se afla x in E cu p(x)*“.

Exemple:
1. Considerdm predicatul ,x € Z,x -2 = 3 cup(x): ,x -2 = 3“
Propozitia ,,3x € Z, x — 2 = 3 este adevaratd, deoarece pentru x, = 5 propozitia
p(5):,5 -2 = 3“ este adevarata.
2. Fie predicatul p(x): ,,xz + 4 = 0“
Propozitia ,,3 xe R, x? + 4 = 0“ este falsi, deoarece nu existd nici un numir real
x, astfel incat si avem x5 + 4 = 0.

I —

Fie predicatul unar ,x € E, p(x)“. Enuntul
yoricare ar fi x din E are loc p(x)“, notat ,,Vx € E, p(x)“,
este o propozitie adevaratd daca pentru orice element x;, din E, propozitia p (x,)
este adevarata si este falsa in cazul cand exista cel putin un x, din E pentru care
p(x) este falsa.

Semnul V se numeste cuantificator universal.

Propozitia ,,V x € E, p(x)“ este adevdratd dacd multimea de adevar a predicatului este
multimea E (A(p) = E) si falsd dacd multimea de adevér a predicatului este diferita de E
AQ) #E).

Propozitia ,,V x € E, p(x)“ se citeste si ,,pentru orice x € E, p(x)“, toate elementele
multimii E au proprietatea p“.

Exemple:

1. Fie predicatul ,x e Z,x-2 = 3% cup(o): ,x—2 = 3%
Propozitia ,,V x € Z, x — 2 = 0“ este falsa, deoarece, de exemplu, pentru x, = 6
propozitia p(6): ,,6 — 2 = 3“ este falsa.

2. Consideram predicatul ,x € R, (x + 2)% =% 4 4x + 4% cu
p): 0 + 2)2 = % + 4x + 4“. Propozitia ,,Vxe R, (x + 2)2 = x% + 4x + 4“este
adeviratd, deoarece pentru orice numar real x, avem (x, + 2)* = x5 + 4x, + 4.

xercitiu rezolvat

Fie predicatul unar ,x € E, p(x)“, E # &. Atunci avem implicatia:
(Vxe E,p(x)) > (dxeE, px)).
Rezolvare
Valoarea de adevér a propozitiei ,,V x € E, p(x)“ este v(V x € E, p(x)) = 1 deoarece
E # Q. Rezultd A(p) = E, adicd A(p) # J, decisiv(TIx e E, p(x)) = 1.
In concluzie, (V x € E, px) > (3 xe E, p()).
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3.3.3. Echivalenta predicatelor

Toenie

Douad predicate ,x € E, p(x)“ si,x € F, q(x)“ se numesc echivalente daca si
numai daca E = F si propozitia ,,V x € E, p(x) <> q(x)“ este adevarata.

Cu alte cuvinte, oricum am alege valorile variabilei x,,, propozitiile p(x,) si q(x;) au
aceeasi valoare de adevar.

Exemplu:
Consideram predicatele ,x € R, p()“, cup(): ,x=20“si,xe R, q(x)“, cugq(x): ,x < 0“
Se observa ci | p(x) & q(x) deoarece propozitia ,V x € R, x < 0 ¢ x < 0“ este
adevirata si | q(x) < p(x) deoarece propozitia vV x € R, x> 0 <> x > 0“ este adevarat.

3.3.4. Reguli de negatie
Fie predicatul unar ,x € E, p(x)“. Atunci:
1. |@xeE px) < (VxeE |p();
2. [(VxeE px) o @xekE IpX).
Demonstratie

1. Demonstrdm ca cele doud propozitii au aceeasi valoare de adevar. Urmatoarele
afirmatii sunt echivalente: v(l@xe E,p(x)) =1;v(dxe E,p(x) =0; A(p) = O,
v(VxeE, Ip()) = 1. Am obtinut ci | (Ix e E, p()) & (¥ x € E, 1 p(x)).

2. Demonstram ca cele doud propozitii au aceeasi valoare de adevar. Urmétoarele
afirmatii sunt echivalente: v(l(Vxe E,p(x))) =1L;v(Vxe E,p(x)) = 0;A(p) #E;
v(3xeE, Wp(x)) = 1. Am obtinut ci|(VxeE, pb)) & (JxeE, ]p(x)).

Exemplu:
Sa considerdm predicatul ,x € Z, p(x)“, cu p(x): ,x+ 5 = 7% Propozitia ,,Ax € Z,

p0)“ este adevarata intrucat pentru x, = 2 propozitia p(xy): ,2 + 5 = 7“ este
adevirata. Atunci propozitia ,, | (3 x € Z, p(x)“ este falsa.

Pe de alti parte, predicatul L xe 7z, p())“ este echivalent cu predicatul

X € Z,x + 5= 7“ Propozitia .,V x € Z, x + 5 # 7“ este falsd, deoarece pentru x, = 2
propozitia ,,2 + 5 # 7“ este falsa.

Prin urmare, am verificat cil@xe Z,x+5=7)¢< (VxeZ, loc+5=7).
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3.4. Echivalenta si corelarea operatiilor
cu operatiile si relatiile cu multimi

Fie o multime nevida E fixata. Toate multimile le vom cons

E si toate elementele x la care ne vom referi vor fi din E.

3.4.1.Corespondenta dintre negatia unei propozit
unei multimi

Vom ,,identifica“ orice multime A cu propozitia p(x): ,x € A“.

Complementara multimii A In raport cu multimea E este
multimea Cz(A) = {xe E | x¢ A}.

Prin urmare, complementara multimii A In raport cu E
este multimea elementelor din E care nu apartin lui A, adica
este similard cu | p(0): ,x & A“

Cz(A) = {x | 1p() adevirata}

3.4.2. Corespondenta dintre conjunctia propozitiilor

Fie A si B doud multimi. Intersectia multimilor A si B
este ANB = {x|xe AnB}.

Fie propozitiile p(x): ,x € A“si q(x): ,x € B“.

Conjunctia propozitiilor p si g este p(x) A q(x): ,x € Asi
x € B adicap(x) Aq(x): ,,xe AN B“

Prin urmare ANB = {x | xe AAxe B};

ANB ={x|pk) A q(x) adevarata}.

3.4.3. Corespondenta dintre disjunctia propozitiilor si reuniunea multimilor

Fie A si B doud multimi. Reuniunea multimilor A si B
este AUB = {x | xe AUB}.
Fie propozitiile p(x): ,x € A“si q(x): ,x € B“.
Disjunctia propozitiilor p si g este p(x) v q(x): ,x € A
sau x € B“, adica p(x) v q(x): ,x € A U B“.
Prin urmare AUB = {x | xe Av xe B};
AUB =A{x | p() v q(x) adevarata}.

3.4.4. Corespondenta dintre implicatia propozitiilor s
Fie A si B doua multimi, A c B.
Fie propozitiile p(x): ,x € A“siq(x): ,x € B“.
Incluziunea A ¢ B, adicd x € A = x € B, se identificd in
mod evident cu implicatia p = gq.
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3.4.5. Corespondenta dintre echivalenta propozitiilor si egalitatea multimilor

Fie A si B doud multimi egale (A = B).

Fie propozitiile p(x): ,x € A“si q(x): ,x € B“.

Avem echivalentele: A = B; x € A< x € B; p(x) & q(x).

Prin urmare, egalitatea multimilor A = B se identifica
cu echivalenta propozitiilor p(x) <> q(x).

Paralelismul intre algebra operatiilor cu

multimi si algebra operatiilor cu propozitii este

evidentiat de tabelul aldturat. Multimi Propozitii
Observatii: Complementara Negatia
1. Datoritd acestui paralelism, teoremele I . Coni .
din logicd au corepondente in teoria ntersectia onjuncia
multimilor si invers. Reuniunea Disjunctia
2. Orice proprietate pe care o au operatiile . L
cu multimi introduse pe multimea P(E) Incluziunea Implicatia
a partilor unei multimi E se intalnegte si Egalitatea Echivalenta

la operatiile logice si invers.

Exercitii propuse

1.

fie propozitiile p(x): ,,9 divide x*; q(x): ,,ultima cifrd a numarului 4* este 6.
In multimea numerelor naturale definim predicatele ,x € N, p(0)“si,x € N, g0)“.
Determinati valoarea de adevér a propozitiilor: p(135); q(135); p(400); q(400).

. Fie predicatul ,x € Z, p(x)“, cu p(x): ,,4 divide numéarul 16 — 8x + 2% —x*,

Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor: 3x € Z, p(x); Vx € Z, p(x).

. Stabiliti care sunt multimile de adevar ale predicatelor urmétoare:

AxeRx+1=4 bxeZ x*+3x-4=0; c)xe N, 3 <x?<5;
DxeN, |x| +|x-1] =3; e)xeR,x*-1<0;
HDxeRyeR ¥+ (¥-1)?%<0; 9)xeR yeR, x-1)2+ (¥ + 1)?>0.

Care dintre urmdatoarele propozitii sunt adevarate si care sunt false (rdspundeti
prin ,,adevérat” sau ,,fals*):

a) Vxe R,xz—l =0+ 1D0c-1);

by dxeR,x+1<2;

c) Vxek, (x—l)(x2+x+ 1) =x-1?

. Stabiliti care dintre urmétoarele propozitii sunt adevarate si care sunt false:

AVxeNX*+1eN;b)IxeN,x¥*+1=0;0)IxeN,x¥*>+1=0.

. Se dau predicatele:

a)  xeR,yeR,AQ, y) cuAlx, y): ,x <y

b) ,x e R,y € R, B(x, ), cu B(x, y): ,x +y = 10%

o) ,xeR,yeR, Cl,y)* culClxy): ,xdivide y*;

d),xe R,y € R, D(x,y)“, cuD(x,y): ,x + y este un numar prim®.

Stabiliti valoarea de adevar a propozitiilor: A(1, 3); A(2, 2); B(1, 3); C(4, 2); D(5, 6).
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7. Se da predicatul ,x € R, A, cu A(X): 2+ 1> 04
Completati randul al doilea al tabelului de mai jos cu valorile de adevar ale
propozitiilor scrise in primul rand:

AW | 2@ | 4@ | aw | a®) | a6 | am) | a®) | a©)

Folositi cuantificatorul V pentru a exprima valoarea de adevér a acestor propozitii.

8. Se dau predicatele ,,Q patrulater, A(Q)“, cu A(Q) = {Q este un romb}, si,,Q patru-
later, B(Q)“, cu B(Q) = {diagonalele patrulaterului Q sunt perpendiculare}.
Stabiliti valoarea de adevér a propozitiei A(Q) = B(Q).

9. Se considerd multimea M = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7} si predicatul ,xe M,y € M, E(x,y)*,
cu E(x, y): ,x +y € M“ Gasiti toate perechile de numere (a, b) € M x M astfel
incat propozitia E(a, b) sa fie adevéarata.

10. Folositi cuantificatorii V si 3 pentru a scrie simbolic propozitiile:
a) Orice numar natural x verificd inegalitatea x> x.
b) Exista numere naturale care se divid la numarul natural 5.
¢) Exista triunghiuri care au cele trei laturi egale.

Exercitii propuse

3.5. Conditii necesare, conditii suficiente
Propozitiile care intervin In matematicd sunt: definitiile, axiomele, postulatele si teoremele.

B In matematica, prin axioma se intelege o propozitie ce exprima un adevar
matematic si care, datorita experientei sociale foarte indelungate, a devenit
evidentd si este acceptata fard demonstratie.

B Postulatele sunt propozitii care stau la baza unei teorii si constituie punctul
de plecare sau de capat in demonstrarea altor propozitii; acestea se admit
fard demonstratie.

B Teorema este o propozitie adevarata care stabileste faptul cd unul sau mai
multe obiecte matematice au o anumita proprietate.
O teorema arbitrard notatd cu T este constituita din doud parti: o propozitie
numita ipoteza teoremei si o propozitie numita concluzia teoremei. Teorema
stabileste o relatie de implicatie intre cele doud propozitii. Daca ipoteza este
adevarata, atunci concluzia se poate verifica. Notand cu p ipoteza teoremei
T si cu g concluzia acestei teoreme, vom spune cd propozitia T este adevarata
daca p implica g. Vom nota T: p — q.

Sa luam doua propozitii matematice arbitrare p si q. Este adevérata propozitia T: p — q?
Pentru a dovedi ca aceastd propozitia este adevarata, se cautd o demonstratie a ei. Daca se
gaseste o astfel de demonstratie, propozitia este numitd teoremd. Dacéd o astfel de
demonstratie nu existd, nu putem trage nici o concluzie; sunt posibile ambele alternative:
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propozitia sa fie adevarata (p implica q) sau sa nu fie adevaratd (p nu implica q). Pentru
a dovedi ca propozitia T nu este adevaratd se cautd un sistem se obiecte matematice
pentru care si fie adevédrata propozitia p, dar sa nu fie adevarata propozitia q.

oetmge

Un sistem de obiecte matematice ce stabileste ca o propozitie nu este adevarata
se numeste contraexemplu.

In concluzie, faptul ci o propozitie este adevirati se stabileste printr-o demonstratie,
faptul ca ea este falsd, printr-un contraexemplu.

Teorema T: p — q poate fi exprimata in unul dintre urméatoarele 4 moduri:
a) Din ipoteza p se deduce concluzia q.
b) Ipoteza p implicé (are drept consecintd) concluzia q.
c) Propozitia p este o conditie suficienta pentru ca propozitia q sa fie adevarata.
d) Propozitia q este o conditie necesara pentru ca propozitia p sa fie adevarata.

Teoremei T: p — q i se pot asocia, in unele cazuri, doua noi propozitii: reciproca
teoremei si teorema contrara.

Reciproca unei teoreme este enuntul care se obtine luadnd drept ipotezad concluzia
teoremei si drept concluzie ipoteza teoremei.

Atentie! Reciproca unei teoreme poate sd nu fie adevarata.

In cazul in care reciproca este adevaratd, se numeste teorema reciproca si se noteza T,;
vomaveaT,:q—p.

Teorema contrard a teoremei T, notatd cu T,: Ip = g, este propozitia adevarata ce se
obtine luand drept ipotezd contrara ipotezei teoremei T si drept concluzie contrara
concluziei teoremei T (cu | p am notat propozitia obtinuta prin negarea propozitiei p).

Se poate vorbi, de asemenea, de teorema contrara reciprocei.

Pentru teoremele T, si T,, teorema T se numeste teorema directd. Avem relatiile:

a) Teorema reciproca a teoremei reciproce este teorema directa.

b) Teorema contrara a teoremei contrare este teorema directa.

¢) Teorema contrard a teoremei reciproce coincide cu teorema reciproca a teoremei
contrare.

Simbolic se scrie: (T,), = T; (T). = T; (T,), = (T,

Exemple

B Propozitia ,,Orice paralelogram are unghiurile opuse congruente este o teoremd.

Reciproca este ,Dacd un patrulater are unghiurile opuse congruente, atunci
patrulaterul este paralelogram; reciproca este adevarata.

B Teorema contrard este ,Dacd un patrulater nu este paralelogram, atunci nu are
unghiurile opuse congruente”; teorema contrara este adevarata.

B Teorema contrard reciprocei este ,Dacad unghiurile opuse ale unui patrulater nu sunt
congruente, atunci patrulaterul nu este paralelogram®; teorema contrara reciprocei
este adevarata.

Consideratiile facute aici pot fi generalizate in urmatorul sens: ipoteza si concluzia
unei teoreme sunt constituite, In general, dintr-un ansamblu de propozitii. Obtinem atunci
mai multe teoreme reciproce si contrare pentru o teorema data.
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Studiul legdturilor logice dintre aceste teoreme constituie o generalizare a celor expuse

mai sus.

Daca o propozitie T: p — q este adevarata si este adevarata si reciproca ei T,: g— p sau

contrara T.: |p — |g, atunci acest lucru poate fi exprimat in mai multe feluri:

a) Propozitiile p si g sunt echivalente.

b) Propozitia q este adevaratd dacd si numai dacd propozitia p este adevarata.

¢) Propozitia q este adevarata atunci si numai atunci cand propozitia p este adevarata.

d) Conditia necesard si suficientd ca propozitia q sa fie adevarata este ca propozitia
p sa fie adevarata.

In toate aceste exprimiri, locul propozitiilor p si q poate fi schimbat. Spunem ci

propozitiile p si g sun echivalente si scriem p < q.

Exemple

1. Daci propozitiile p(Ax): ,,x2 -3x-10 = 0“siq(): ,,(x = =2) v (x = 5)“ sunt definite

pe R, atuncip < q. Intr-adevadr, p este o conditie necesara si suficienta pentru g, asa
cum q este o conditie necesara si suficienta pentru p.

. Exista propozitii de tipul urmator: ,,Multimea M de puncte constituie locul geometric

al punctelor care au de proprietatea P“.
Pentru a demonstra cd aceasta propozitie este adevarata trebuie stabilite doua implicatii:
I,. Dacé punctul M apartine multimii M, atunci are loc proprietatea P.
Simbolic vom scrie: M € M — P(M) adevarata.
I,. Daca punctul M are proprietatea P, atunci el apartine multimii M.
Simbolic vom scrie: P(M) adeviarat - M e M
Observam imediat cd prima implicatie este o teorema T a cérei ipotezd este propozitia
M e M, iar concluzia, adica propozitia P(M), este adevarata.
Implicatia a doua este teorema reciprocé a teoremei T.

Probleme propuse

Probleme propuse

1. Dintre urmaitoarele enunturi, alegeti-le pe cele care sunt axiome:

a) Doud puncte distincte determind o dreapta.

b) Trei puncte distincte determina un plan.

¢) Orice triunghi isoscel are doud mediane congruente.

d) Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o singura paralela la
dreapta data.

. Pentru teoremele de mai jos construiti reciproca, teorema contrara si teorema

contrard reciprocei si precizati valorile lor de adevér:

a) Doua drepte paralele determind un plan.

b) in orice romb diagonalele sunt perpendiculare si se impart in parti congruente.
¢) Orice triunghi isoscel are doud unghiuri congruente.

d) Orice dreptunghi are diagonalele congruente.

. Demonstrati echivalenta urméatoarelor propozitii:

p: »,Triunghiul ABC este echilateral.”
q: ,AA’ = BB’ = CC’, unde A’, B, si C’ sunt picioarele inaltimilor din varfurile
A, B, respectiv C ale triunghiului ABC.“
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4. Tipuri de rationamente logice

4.1. Legea dublei negatii

Fie propozitia p. Legea dublei negatii spune ca
propozitia p este adevdrata daca si numai daca p
negatia propozitiei care neagd propozitia p, adica 1
11p, este adevirati. Avem echivalenta | |p < p. 0
Tabelul valorilor de adevar este cel reprezentat alaturi.

Valoarea de adevir este: v(] [p) = 1-v(lp) = 1-[1-v(p)] = 1 -1 + v(p) = v(p).

Exemple:
1. Fie propozitia p: ,Luna iunie este o luna de vara“. Avem 1p: ,Luna iunie nu este o
luné de vara“ si 11p: ,Este fals ci luna iunie nu este o lund de vard“.
vip) =1 §ivﬂ]p) =1, decﬂ]p < p.

RRARYT:
0 ‘ 1 ‘ 1
1

0

2. Fie propozitia p: ,,Suma mdsurilor a doud unghiuri suplementare este 180°“. Avem
1p: ,Suma misurilor a doud unghiuri suplementare este diferita de 180°“ si
11p: ,Nu este adevirat ci suma mésurilor a doud unghiuri suplementare este diferita
de 180°“. v(p) = 1siv(l 1p) =1, deci | Ip < p.

4.2. Legea tertiului exclus

Fie propozitia p cu orice valoare de adevar. p | 1Ip | pvip
Avem ci propozitia p v |p este intotdeauna adevarat. 1 0 1
Tabelul valorilor de adevir este cel reprezentat alaturi. 0 1 1

Valoarea de adevir este:
vp v 1p) =v(p) +v(p) -v() - v(lp) =v(p) + 1-v(p) + v(p) - v(Ip) = 1

Exemple:
1. Fiep:,10-6 = 4“. Avem |p: ,,10-6#4“pv |p:,10—6 = 4 sau 10 — 6 = 4“ este
adevarata.

2. Fiep: ,Afari ploui“. Avem |p: ,Afari nu ploud; p v |p: ,Afari ploud sau nu ploui“
este intotdeauna adevarata deoarece ori ploud, ori nu ploud intr-un anumit loc, la
un anumit moment.

4.3. Reducerea la absurd

Demonstratia prin reducere la absurd implicé si principiul ,tertium non datur” —
principiul tertului exclus — dupa care o propozitie este sau adevarata sau falsa. O altd
situatie nu este luata in considerare.

De multe ori, In matematicd mai ales, se demonstreaza adevérul unei propozitii p
aratand ci daci ea nu este adevarati, adica dacd |p este adevarati, se obtine o contradictie,
adici o propozitie q despre care se arati ci atat ea, cét si negatia ei |q sunt ambele adevirate.
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De aici se trage concluzia cé p este adevarata.
Acest mod corect de rationament se obtine combindnd cu modus ponens observatia ca formula
(p—>@alg)—p
este o tautologie.
Indati ce am reusit s3 demonstram ci propozitia |p — (q A 1q) este adevarati, modus
ponens ne aratd cd p este adevaratd (modus ponens este un rationament corect care se
poate enunta astfel: daca p — g si daca p este adevaratd, atunci q este adevarata).

Metoda reducerii la absurd
Fie propozitiile p si . Avem echivalenta (p — q) < (1q — |p).
Tabelul valorilor de adevar este:

p g | poq | lg—1lp P-q < (ge1p

1 1

Y e )
= O~ O
R W

1 1
0 0
1 1

Valoarea de adevar este:
v(lg—>1p) =1-v(Q + v v(lp) = 1-[1-v(] + [1 -v(@I[1 -v(p)] =
=1-1+4+v(@ +1-v(p)-v(g +v(@ -v(p) =1-v(p) +v(p)-v(q) =vip - q).

Exemplu:

Fie urmatoarea teorema din geometria plana:

,Doud drepte distincte paralele cu a treia sunt paralele intre ele.

Din teorema desprindem:

Ipoteza p:  (d; || da) A (dy Il d3) A (d; # dy).

Concluzia q: d; || d.

In loc s demonstram implicatia p — q, demonstram |q — |p.

Fie | q : ,3 un punct M astfel incat d, N d, = {M}“sir: ,prin M trec doud paralele la d,“.
Din |q adevirati rezulti r adevarata (1q — r), iar din r adevarati, rezulta |p adevirata
(r — |p), ceea ce este fals pentru cé altfel se contrazice axioma paralelelor pe care am
admis-o ca fiind adevarata.

4.4. Inductia matematica

Metoda inductiei matematice mai este cunoscuta sub denumirea de ,,rationamentul din
aproape in aproape”. Aceastd metoda se aplicd pentru a demonstra cd anumite predicate
P(n), unde n € N, sunt adevarate pentru orice n 2 a (a € N). Dezavantajul acestei metode
constd In faptul ca relatia care trebuie demonstrata trebuie cunoscuté dinainte. Sunt situatii
cand prin analiza unor cazuri particulare se ,intrezareste” relatia dorita.

Procesul prin care se deduce aceastd relatie poartd numele de inductie matematica
incompleta. Relatia insa nu poate fi acceptatd decat pe baza unei demonstratii prin inductie
completd. Unele dintre probleme vor fi tratate in doua etape:

1. inductia matematicd incompletd;

2. demonstratia prin inductie matematicd completd.
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Principiul inductiei matematice complete se enunta astfel:
Fie ,n > a, P(n)“ un predicat. Daca
1. propozitia P(a) este adevaratd
si 2. oricare ar fi k > a, implicatia P(k) — P(k + 1) este adevarata,
atunci propozitia ,,V n > a, P(n)“ este adevarata.

Observatie:
Etapa (1) poartd numele de etapa de verificare. Propozitia de la etapa (2) se scrie
prescurtat: P(k) = P(k + 1) (k > a). Pentru a verifica implicatia din etapa (2) se arata ca
in toate cazurile in care P(k) este adevarata (V k > a) rezultd ca P(k + 1) este adevarata.

In practici se parcurg urmitoarele etape:

Etapa I: Verificim dacd propozitia initiald P(a) este adevarata.

Etapa II: Presupunem cd P(k) este adevératd pentru un anumit k, k > a, si vom demonstra
ca si P(k + 1) este adevérata.

Pentru verificarea implicatiei de la punctul (2) (adica parcurgerea etapei II) se exprima
int&i P(k + 1), inlocuindu-se k cu k + 1 si apoi se cauta ,,prelucrari“ ale lui P(k), astfel incat
din P(k) sa rezulte P(k + 1) pentru acel k, k > a — tehnica numita recurenta.

Variind k € N, k > a, obtinem P(k) adevératd V k > a, cu alte cuvinte P(n) este adevarata
vVnza.

Observatie:
In cazul in care se cere si se deduci o formula si apoi si se demonstreze formula gasita
prin inductie matematica, etapa I cuprinde mai multe ,,verificéri“, adica se calculeaza
P(a), P(a + 1), P(a + 2), ... pana cand se poate deduce o formuld, dupa care se trece
la etapa II.

Problemele care urmeaza vor fi astfel selectate incét sd ilustreze cdt mai bine tehnica
demonstratiei prin recurentd, fara a fi necesare cunostinte specializate din alte capitole.

xercitii rezolvate

1. Sa se arate ca pentru orice n > 1 avem:

12224324 4+ ()"l = vt n(n2+ 1) _

Rezolvare
Notdm cu P(n) egalitatea din enunt. Membrul sting al egalitatii contine n termeni.

Etapa I: Avem P(1): 12 =(-1)°- % ,adica 1 = 1. P(1) este adevarata.

Etapa IL:Fie P(K) adeviratd, adica: 122 + 3% + . + (-D*1 - n? = ()R g
Vrem sd demonstram cid P(k + 1) este adevarati, adica:

k
12224 32 4 4 (DI 4 (D (ke + 12 = LD

Adunénd in ambii membri ai egalitdtii (1) pe (-1D¥(k + 1)? (aceastd adunare este sugerata
de forma lui P(k + 1)), obtinem:

12222434 4+ DM IR+ CDF - (k+ 12 = (-1)"'1@ CEDM K+ 1) =
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_ k-1 (—k-2) _ k-1 k+2 _ (-D*k+D(k+2)
= (D + DS = (D DEDTSE = - :
adica P(k + 1) este adevarata.

Asadar, P(k) = P(k + 1), V k 2 1. Prin urmare, P(n) este adevdratd V n > 1.

2. Arétati cd oricare ar fi numarul natural n > 1, 9 divide (4" + 15n - 1).

Rezolvare
Notdm cu P(n) propozitia ,,9 | (4" + 15n—1)“. Aceasta inseamna ci existd k € N, astfel inct
4" +15n-1 = 9k.
Etapa I: Propozitia P(1): ,9 | 4 + 15— 1“ este adevirati deoarece 9|18.
Etapa II: Avem P(k + 1):,9 | (4! + 15(k + 1) - 1) adica ,,9 | (4°*! + 15k + 14)“.
Presupunand P(k) adevirati, deducem ci 4° = 9k — 15k + 1 si tinAnd seama ci
451 4 15k + 14 = 45 4 + 15k + 14, rezulta:
41 4 15k + 14 = (9m —15k + 1) - 4 + (15k + 14) = 9 - 4m — 45k + 18 = 9(4m — 5k + 2),
adica (4! + 15k + 14) se divide cu 9 si deci avem P(k + 1) adevdrata.
Prin urmare, P(n) este adevarata V n > 1.

3. Aratati cd orice numar natural n > 2 poate fi scris sub forma n = 2k; + 3k,, unde
ke Nsik, e N.
Rezolvare
Notdm cu P(n) propozitia din enunt.
Etapa I: Propozitiile P(2), P(3), P(4), P(5), P(6) sunt adevarate deoarece:
2=2-14+3-0(k;=1,k;,=0)
3=2:04+3-1(k;=0,k;=1)
4=2-24+3-0(; =2,ky,=0)
5=2-143"1(k =1k =1
6=2-0+3-2(k;=0,k,=2)
Etapa II: Vom demonstra in continuare prin inductie matematica faptul ca implicatia
P(k) — P(k + 1) este adevaratd pentru orice n > 2. Avem P(k + 5): ,k + 5 = 2kj + 3k,
unde ki € Nsi kj e N.“
Daca propozitia P(k) este adevaratd, adica k = 2k, + 3k,, atunci cu k7, kj € N,
k+1=2k +3k,+1=2k;+3k,+3-2=2(k;-1)+ 3k, +1) =2k + 3k3,
unde ki =k, —1si kj = k, + 1. Rezulta ci P(k + 1) este adevarata.
Deci P(k) = P(k + 1), de unde rezulta ci P(n) este adevarata V n>2,ne N.

(1—%)(1—%)(1_%).... [Lﬁ].

4. Calculati produsul P,

Rezolvare
_ 3 _4 5. . 3_1+2 4_ 2+2 5_ 342 . . o
Deoarece P; = 4,P2 6’P3 8,1ar 4°21+2°6 - 2.2+2° 8—2.3+2,1ntu1mca
n+2

nT onta’ Vv n e N*. Fie P(n) aceasta propozitie.

Etapa I: Evident P(1) este adevérata.

Etapa II: Si presupunem ci P(k) este adevirati. In aceasti ipotezi

P =Pl1- 1 _ k+2 .k2+4k+3: (k+1)(k+3) _ k+3 _ (k+1)+2 , ceea
(k +2)% 2k +2 (k +2)? 20k +1)(k+2) 2k+4 2(k+1)+2

ce arata cd P(k + 1) este adevirata.

n+2

2n+2,Vne N*.

Deci P(k) = P(k + 1), de unde rezultd ca P(n) este adevarata. Asadar, P, =
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5. Aritatica £.2.2. 2n-1. 1

2467 2n T B3n+1

,Vne N*,

Rezolvare

Fie P(n): , 552 Y ne N

46 2n Bn+1

Etapa I: Intrucét rezultd ca P(1) este adevarata.

11
V3-1+1 27
Etapa II: Sa presupunem ca P(k) este adevarata.

135 [ 2k-126k+D-1__ 1 2k+1
246 T2k T 2k+D Bkl 2k+2°

Tindnd seama si de faptul ca N Ij = glﬂ; < \/3k1+4 (deoarece oricare ar fi k € N*

In aceastd ipoteza

avem (2k + 1)2 (3k + 4) < (2k + 2)%(3k + 1) adevirati, deducem ci
135 20k+D-1___ 1

2467 2k+D T B+D+1
Rezulta ca P(k) = P(k + 1) si deci P(n) este adevaratd pentru orice n € N*,

ceea ce aratd ca P(n + 1) este adevérata.

Exercitii propuse

1. Sa se precizeze dacd implicatia urmatoare este adevarata:
,Daca un patrulater are doud laturi paralele, atunci el este trapez*.
Implicatia reciprocd este adevarata?

2. Precizati dacd urmaétoarele implicatii sunt adevarate:
a) ,DacaAuUB =Au C, atunci B = C“.
b) ,DaciANB =An C, atunci B = C“.

3. Se stie ca paralelogramul este patrulaterul cu laturile opuse paralele doué céte doua.

Completati:

a) Conditia necesard si suficientd pentru ca un patrulater sa fie paralelogram
este ca laturile opuse s fie ...

b) Conditia necesara si suficienta pentru ca un patrulater sa fie paralelogram
este ca doud laturi opuse si fie ...

c) Conditia necesara si suficientd pentru ca un patrulater sa fie paralelogram
este ca unghiurile opuse sa fie ...

d) Conditia necesard si suficientd pentru ca un patrulater sa fie paralelogram
este ca diagonalele lui sa fie ...

4. a) Arétati ca o conditie necesara pentru ca numarul a, = 2" + 3"(n € N) sé fie
prim este si existe k € N astfel incat n = 2.
b) Este conditia de la punctul a) si suficienta?

5. Scrieti in limbaj logic (pundnd in evidenta ipoteza si concluzia) teorema lui
Pitagora, reciproca ei, contrara ei si contrara reciprocei. Care sunt valorile lor
de adevér? Prin ce fel de rationament se demonstreaza fiecare dintre ele?

6. Demonstrati ¢ numarul ¥3 nu este rational.
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Exercitii propuse

7. Folosind metoda inductiei matematice, demonstrati ca, pentru orice numar
natural n, sunt adevarate egalitatile:

D) 1+2+3+..+n= ”("2”);

D) 12+ 22+ 32+ .. +n2 = MHDCRED),
cee 6 5

O 13+2°+3%+ . +n°= [”('HDT-
ok

d)1-2+2-3+...+n-(n+1)=w;

e)1+2-1+2)+3-A+2+3)+..+n-1+2+...4+n)=

_ nn+1)(n+2)(3n+2) .
B 24 ’

-2 2) b 2 [t

8. Aritati cd, pentru orice n € N*, au loc egalitatile:

2
DA VA S 1n-3 __ sn*+n,
162>  (6-11)°  (11-16) [Gn-4Gn+DP  Gn+l)
3 7 . 11 a2 4n-1 a1_ _ 4n+5 o0 5
Digtag 3t 3T an® T TSCES) 4

9. a) Arataticd 17 | (3- 52+ 14 93+ oricare ar fin € N.
b) Aritati cd 24 | (13""! + 63" + 5), oricare ar fin € N.
c) Demonstratica 5 | (11" - 6" — 1), oricare ar fin € N.

22 +4% +6%+...+(2n)°
12+3%2+52 +...+(2n-1)?
11. Arétati ca, pentru orice n e N*, au loc inegalitdtile:

an+l-D<1+ L + L 4+ L cofnon.

V2 V3 Vn

12. Demonstrati c& dacd n > 5, atunci 2" > n’.

10. Simplificati fractia:

13. Demonstrati inegalitatile urméatoare:

1 1 1 13 . o
et = > = >2;
a) —] + — + ...+ o 54 pentru orice numaér natural n > 2;
b) 1 1 + ...+ 1 > 1, pentru orice numar natural n > 1.

n+1l n+2 3n+1
14.Fie a € R*. Folosind metoda inductiei matematice complete, aratati cd daca

a+ 1 € 7, atunci a” + in € Z, oricare ar fin € Z.
a a
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Test de evaluare

[1p] 1.
[1p] 2.
[1p] 3.

[1p] 4.

Calculati produsul xyz dacd: x* + y¥* + 22 =x* + y* + 22 =x+y + z = 1.
Fiea, b € R astfel incata + b = 2. Demonstrati ca a* + b* > 2.
Rezolvati inecuatia: |x| + |x—2| < 2x.

2x5+ 1] _X—a ; 2 , unde [a] reprezinta partea intreaga a

Rezolvati ecuatia [

numarului real a.

. Se considera predicatul binar P(x, y): ,x(2 —x) + y(4 —y) > 5% unde

x,y € R. Stabiliti valoarea de adevar a propozitiei:
a) (Vx), (Vy), P(x, y);
b) (3x), (3y), P(x, y).

. Se dau multimile:

3n
n+l’

Determinati: A, B, AN B,A\B,AXB.

4n+5
2n+3’

A={xeN‘x= neN}g,iB:{er‘x: neN}.

. Folosind metoda inductiei matematice, demonstrati ca au loc relatiile:

2
—n(4n3 —1) ,Vne N¥

a) 12+ 32+52+ ...+ (2n-1)%=
b)2">n+1,Vne N;

¢c)@"+2n-1):4,Vne N.

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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-1 Functii definite pe multimea
St NUMerelor naturale: siruri,
progresii. Probleme de numarare

[
1. Modalitati de a defini un sir;
siruri maginite, siruri monotone

1.1. Siruri; generalitati

Multimea numerelor naturale N = {0, 1, 2, 3, ..., n, ...} poate fi privité ca o succesiune
de numere 0, 1, 2, 3, ... careia i se mai spune sirul numerelor naturale.

Analog, multimea numerelor naturale nenule N* = {1, 2, 3, ..., n, ...} poate fi privitd
ca o succesiune de numere 1, 2, 3, ... céreia i se spune sirul numerelor naturale nenule.

Elementele componente ale unui sir se numesc termenii sirului.

Intuitiv, prin sir de elemente intelegem o succesiune de elemente, fiecare element
avand o pozitie bine determinata.

Exemplu:

In succesiunea %, %, é s 41} s %, %, %, ey %, ... pe prima pozitie avem fractia cu
numitorul 1, pe pozitia a doua fractia cu numitorul 2 s.a.m.d, pe pozitia a n-a este
fractia cu numitorul n.

Observam ca se realizeaza o corespon- 1, 2, 3, . on,
denta de tipul celei din figura aldturat, 1L L 1
corespondenta care se poate scrie

1 1 1 1
concentrat k — % . 1’ 27 3 > n’

Considerand functiaf : N* - R, f(x) = %,
putem spune ca termenii sirului sunt de forma:

a, = f(1) = 1,a, = f(2) = % na = fln) = %

Soemue

Daca E este o multime, prin sir de elemente din E vom intelege o functie
f: N* — E. Valorile functiei f corespunzatoare elementelor 1, 2, 3, ..., n, ...
se numesc termenii sirului derang 1, 2, 3, ..., n, ...
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Dacd notdm f(1) = a,, f(2) = a,, f(3) = a,, ..., f(W) =a,, ... sirul se scrie:
a,a,, a, ..., d, ..
Termenul a, se numeste termenul general al sirului.
Sirul de numere a,, a,, a, ..., a, ... se noteaza prescurtat (a) _,.sau(q), .-
Numaérul natural n reprezintd rangul termenului a, i indica pozitia ocupata de a, in
succesiunea data.

1.2. Modalitati de a defini un sir

Deoarece sirul este o functie, modalitdtile de a defini un sir sunt generate de cele ale
definirii unei functii.
1.2.1. Siruri definite descriptiv
Definirea descriptiva a sirului presupune descrierea fiecdrui termen al sirului.
Exemplu:
a, =2,a,=22,a,=222,.,a = w,

n cifre
Acest sir se poate descrie astfel: fiecare termen se scrie cu ajutorul cifrei 2, iar numaérul
cifrelor este egal cu rangul termenului sirului.

1.2.2. Siruri definite prin formula

Definirea prin formula a sirului presupune exprimarea termenului general printr-o
anumita expresie.

Expresia care determind fiecare termen al sirului (a ) _,. folosind rangul sau n se
numeste formula termenului general q,.

Exemplu:

Fie sirul (a,), _. astfel incat pentru fiecare n € N¥, termenul general a, este dat de
formulaa, = n*> + n + 1. Aceastd formula exprima fiecare termen al girului in functie
de rangul sdu n, astfel: pentru n = 1 obtinem primul termen a, = 3, pentru n = 2
obtinem al doilea termen a, = 7, pentru n = 3 obtinem al treilea termen a, = 13 etc.

Observatie: Termenul general al unui sir poate fi exprimat si prin mai multe formule.

Exemplu:

n+1, pentru n impar

Fie sirul (a ) ., al carui termen general este dat prina =
’ n n 2n, pentru n par

ne N*

Obtinema, =1+1=2,a,=2-2=4,a,=3+1=4,a,=4-2=8etc.
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1.2.3. Siruri definite recurent

Definirea prin recurenta a sirului presupune exprimarea oricdrui termen al sirului,
incepand cu un anumit rang, in functie de unul sau mai multi termeni precedenti.
In aceasta situatie trebuie si se cunoasci:
B primii sau primul termen al sirului (sau sa se poaté afla);
B relatia de recurentd (formula care permite determinarea fiecarui termen al sirului
in functie de cei precedenti).

Exemplu:

Fie sirul (a ), _,. definit prin: a = 1;a, ,, = a, + 2, n > 1. Cunoscand primul termen al
sirului a, = 1 si legétura dintre termenul de rang n + 1 si termenul de rang n, data prin
formulaa ,, =a, + 2,n > 1, putem gasi oricare termen al sirului dupa cum urmeaza:
a=1
=q +2=1+2=3
a,+2=3+2=5
a,+2=5+2=7etc

a2
as
a,

1.3. Siruri marginite

| Definitii
W Sirul (a,), _,. se numeste marginit dacd existd un numar real M, M > 0,
astfel incét |a | <M, oricare ar fin e N*.

W Sirul (@), _,. se numeste marginit daca existd numerele reale o §i B, o < 3,
astfel incat o < a, <, oricare ar fin € N*.

Observatie:

Sirurile care nu sunt mérginite se numesc siruri nemarginite. Un sir este nemarginit daca

nici un interval marginit nu contine toti membrii sirului. Sirurile nemarginite pot fi:

B Nemarginite superior — oricare ar fi numarul real M > 0 existd cel putin un termen
a, al sirului astfel incata, > M.

B Nemarginite inferior — oricare ar fi numarul real M > 0 existd cel putin un termen
a, al sirului astfel incAta, < -M.

B Nemarginite superior si inferior — oricare ar fi numdrul real M > 0 existd cel
putin un termen a, al sirului astfel incAt a, > M si exista cel putin un termen q,_ al
sirului astfel incata, < -M.

Exemple:
1. Sirul (a), _ . definit prin termenul
1 . . a, ds d 4
generala = -, este marginit deoarece s ] >
. .o s 01 11 1
toti termenii sdi sunt cuprinsi in inter- T 375
valul (0, 1], adicd 0 < a, <1,n € N*,
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2. Sirul (a), _ . definit descriptiv prin
1,2,1,2, .., 1,2, ... este marginit
deoarece termenii sai sunt numai
numerele 1 si 2 astfela,, |, =1, |
a, =2, ke N*. Avem: 1 <q <2, 0
n e N*,

a; =03 =...= Ay 4
raz :Cl4 :...:azk

»
'

2

o

3. Sirul(a) definit prin formulaa, = (—1)" V n e N* este marginit deoarece

neN*

1 >

<1, adicd existd M = 1 > O real astfel incét |a | <M,

-n"-
vV n e N*,

4. Sirul numerelor naturale este nemarginit superior deoarece V M > 0O real exista n € N*
astfel incdtn > [M] + 1 (avem [M] <M < [M] + 1sin > [M] + 1 > M).

5. Sirul numerelor intregi este nemaérginit atat superior, cat si inferior deoarece vV M > 0
real, existd n € N* sim € Z \ N astfel incatn > [M] + 1 sim < —-[M] - 1 (avem
[MI<M < [M] + 1,decin > [M] +1>Msim<-[M]-1<-M).

6. Sirul (a), _ . definit descriptiv prin 2, 4, 8, ..., 2%, ... este nemadrginit superior
deoarece V M > O real, existd n € N* astfel incat 2" > [M] + 1 > M.

|a"|= n+1 n+1

7. Sirul patratelor numerelor naturale nenule este nemarginit superior.

1 2 3 4 n n+1
NN N { d d N
12 ¥ 4 n? (n + 172
ooo o
oo O Oooo o
0ooo
000 0ooo n+l
00 000 0000
0 OO0 OO0 0ooo oo O Oooo O
\—,—J T
n n

1.4. Siruri monotone

Monotonia unui sir se refera la aspectul termenilor sirului: daca termenii sunt intr-o
anumita ordine (si atunci avem crescitoare, descrescitoare sau constante) sau daca nu
au nici o ordine (si atunci avem siruri alternative).

oot

.+ 2@, oricare ar fin € N*,

Sirul (a,)

se numeste crescator dacd a

n e N*

Exemplu:
Sirul (a,), _

. dat descriptivprin 1, 2, 2,3, 3, 3,4, 4,4, 4, ..., n,n,...,n, ...
—
n ori
este crescdtor deoarece a, = 1,a, = a, = 2,a, = a, = a, = 3 etc. §i
a,<a=a,<a,=a,=0a,<4a,..
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sG]

Sirul (a), _ . se numeste strict crescator dacd a, , > a , oricare ar fin € N*.

Exemplu:

Sirul (a,), _,. dat descriptiv prin 1, 3,
5,7,..,2n -1, ... este strict crescator
deoarece a, = 1,a, = 3, a, = 5 etc i a; a,

a,<a,<a,<... 01 3 .. 2n-1

\

TR

\/

| oefinitie

Sirul (a), _ . se numeste descrescator dacd a,,, <a,, oricare ar fin € N*.

Exemplu:
. .. . 1 1 1 1 1 11 1 =
Sirul (a), _,. dat descriptiv prin 1, 50903030 3 este descrescator
%,._/
n ori
deoarecea=1a=a=la=a =a=letc ia,>a,=a,>a,=a.=a, >
1 272 3 2’ 4 5 6 3 '$ 1 2 3 4 5 6

Soeiie

Sirul (a,), . . se numeste strict descrescator dacaa,,, < a,, oricare ar fin e N*.

Exemplu:
Sirul (a,), _ . dat descriptiv prin -
1, %, %, ey %, ... este strict descrescator a, as a, a,
_ _1 1 01 11 1
deoarecea, = 1, a, = 5505 = 3 etc. )
sia, >a,>a,> .. .

| pefinitie

Sirul (a,), _,. se numeste constant dacd a ,, = a,, oricare ar fine N*.

Exemplu:
Sirul (a,), _ . dat descriptiv prin 2, 2, 2, ..., 2, ... este constant deoarece
a, =a,=..=a, = 2pentru orice n € N*.
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Observatie:

Pentru a studia monotonia unui sir (a,)
cu zero.

W Dacda,,, —a, >0, oricare ar fin € N*, atunci (a ), _ - €ste sir crescator.

W Dacda, 6 —a, > 0,oricare ar fin € N*, atunci (a ), _ \ €ste sir strict crescator.

W Dacda,,, —a, <0, oricare ar fin € N*, atunci (a,), _,. este sir descrescator.

W Dacda, 6 —a <0, oricare ar fi n e N*, atunci (an) este sir strict descrescator.

se calculeaza diferentaa_ . —a_sise compara
n+1 n

ne N*

ne N*

rezolvate
1. Fiesirul (a), _,.datprinformulaa = # , oricare ar fin € N*. Studiati monotonia.
Rezolvare
n+l n _ (n+1)2—n(n+2)_ 1

Avema, —a, = - > 0, deci sirul

" n+2 n+l 0 m+DM+2) T (m+D(m+2)
(a),. . este strict crescator.

2. Fiesirul (a ), _,.datprinformulaa = ;lzi % , oricare ar fin € N*. Studiati monotonia.

Rezolvare
. n+3 n+2 -1 s o .
Dina . -a = - = < 0 deducem ci sirul (a . este strict
nkl T n+2 n+l M+D{n+2) i @), <
descrescitor.
Observatie:
Pentru a stabili monotonia sirurilor (a ), _ . cu termeni pozitivi, in anumite cazuri,
o . Al - o o
este convenabil sa studiem raportul = si sd comparam acest raport cu 1.

n
Pot apdrea urmatoarele situatii:

. a . . . .. .
® Daci —**L > 1, oricare ar fi n € N¥, atunci sirul (a,) este crescator.

ne N*
an
. a . . ., .. . o
® Daci —**L > 1, oricare ar fi n € N*, atunci sirul (a,), _ . este strict crescator.
an
. a . . .\ .. o
® Daci —**L <1, oricare ar fi n € N*, atunci sirul (a,), _ . este descrescdtor.
aTl
o Qniq . . .. . o
W Dacd —= < 1, oricare ar fin € N*, atunci sirul (a,), _,. este strict descrescator.
aTl
3. Fiesirul (a,), _ - datprina, = 1sia,,, =a, - (n + 1), n > 1. Studiati monotonia.
Rezolvare
an+1 . d X
Avem —— =n+ 1> 1,n2>1, oricare ar fi n € N*.
a

n
Deducem cé sirul (a,), _ . este strict crescitor.
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e ]

Fie sirul (a) Definim suma S, = a, + a, + ... + a, pentru orice n > 1.

n’ne N**
AvemS -S  =a,Vn2=2.
. n n_l n . . . . .
Sirul (S), _ . se numeste sirul sumelor partiale asociat sirului (a,)

ne N**

Exercitiu rezolvat

Fie sirul (a), _ S ) sirul sumelor partiale asociat lui (a,), _ - Determinati

formula care defineste termenul general al lui (a ) _,.dacdS =n*n=1.
Rezolvare

S =a +a,+..+ta,Vnx1,deciS -S _ =a,VnzLl

Avemcda, =n*-(n-12=2n-1,Vnx1.

Exercitii propuse
1. Scrieti:
a) primii cinci termeni ai sirului numerelor naturale impare;
b) primii sase termeni ai sirului numerelor naturale pare;
c) primii sapte termeni ai sirului numerelor prime;
d) primii patru termeni ai sirului numerelor nenule multipli de 3; 4 si, respectiv; 5.

2. Scrieti primii cinci termeni ai sirului cu termenul al n-lea, n € N*, dat de formula:

Ma,=2m+3; ba =205 a = (D + DY

da =3" e)a,=nl=1-2-3-
3. Scrieti primii cinci termeni ai sirului definit prin formula de recurenta:
aa,=1;a,, =2a +1,nz21;b)a, =1;a,=2;a,,,=a,, +2a +3,n=1;

1-a, n=1.

— — a, . —0- —
Ada =-l,a, =2 ,nZl,d)al—O,anH—“_a
n

4. Fiesirul (a ), _,. cu termenul general dat prin formulaa = 2-3n,n>1.
Precizati care dintre numerele -7, -8, 27, -28, -297, =298, -2097, —2098 sunt
termeni ai sirului si stabiliti rangul acestora.

5. Se considera sirurile (a,), _,.si (b)), _,. definite prin formulele:
a =n*+n+1,vnx1lsib =2n*-3n+5,Vn=1.
a) Scrieti primii sapte termeni ai fiecarui sir.
b) Determinati termenii comuni ai celor doud siruri.

6. Fie sirul (a ), _,. dat prin formulaa, = n ;1 , oricare ar fin e N*,
n

a) Determinati rangul termemlor , 0,99; 2(1) ; 0,9999.

b) Calculati produsul a, - a, - ... -azz.
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Exercitii propuse

7.

10.

11.

12.

. cu termenul generala = 1= 1 , oricare ar fin € N*,
ne N n n

Fie sirul (a,)

a) Determinati sirul (b ), _ \ CU proprietateaa, | = a, + b,vnx1.
b) CalculatisumaS =b, +b,+ ..+b,Vn=1.

- Fiesirul (a,) _,. definit recurent astfel: a, = 1;a, = 13; a +6a,Vnx1.

ne N X 1 22 2 n+2 n+1
a) Determinati numerele reale o si  pentrucarea = o- 3" + - (-2)", Vne N*,

b) Demonstrati ca a =3"+ (-2)", Vne N*,

- Gasiti formula care defineste termenul general al girului (a), _,

a)a=1a, ,=a +1,Vnz1; b)a,=0,q,,,=a +nVnzl;

¢ a=3,aq, =a+2n+3,Vnzl; d)a1=a,an+1=a3,Vn21;
e)a,=1,m+Da,, =n-aq,vnz1; Ha=1a,=M0+1a,Vn=1;
ga=1,0+1a,,=q,vnz1; h)a=1,n-01+a)a,_  =1,Vnx1;
0 a=2aq,=42+a,,vnzl; jJa =1a,=2,a, , =a +2a ,Ynz1;
k) a=1a=4%4a, +a_=2(1+a),Vnz1; 1)a1=2,an+1=2—ai,Vn21;

1
n

n+1l

m)a, =1,a, =3, a,=9a,,=qa.,+3a, +%,vn21l.

Se considera sirul (a,), . si (S), _ . sirul sumelor partiale asociat lui (a,)_ _ ..
Determinati formula care defineste termenul general al sirului (a,), _ . stiind ca:
n(3n+5)

a)§ =n*+n,Vnx1;b) S = 5

vnz=1;

2
C)Sﬂ: %’VHzljd)snz w’vnzl;

2 2
e)gﬂ:@,v,gl;f)gnzW,VHzl;g)snzwiszl_
Studiati marginirea sirurilor (a,), _ - unde:

n—1 2n+1 n
= — = > : = > N
a)a, 1,Vn_l b)a, = 3n_’_z,Vn_l,c)an n2+1,Vn_1,
2 n
d)an=nz_—m,Vnzl;e)anzl+(—1)”,Vn21;f)an=M,Vnzl;
n“+n+1 n
n n n
ga = M,Vnzl;h)an= 2 +1,Vn21
3" 2" +2
Studiati monotonia sirurilor (a,) _,., unde:
a)a = 3n+2,Vn21;b)a = n+1 ,Vn>1;c) 5n+4 ,Vn21;
n 4Tl+3 n n +1
2 n
d)a, = nz+—n+1,Vn21;e)a _3'+2 ,Vnx1;f)a, = 4 +1,‘v’n21;
n“-n+1 3"+1’ 4" 42
n
g)an=a—+b, vnzl,a>1sib>0;h)a =n+ (-, Vn=1.
a®+b+1
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2. Progresii aritmetice

2.1. Definirea progresiei aritmetice
Exemple:

B Fie sirul numerelor naturale O, 1, 2, 3, ..., n, ... . Se observa cé fiecare termen al
sirului, Incepand cu al doilea, se obtine din termenul precedent prin addugarea
numadrului 1.

B Fie sirul numerelor naturale impare 1, 3, 5, 7, ..., 2n — 1, ... . Observam ca fiecare
termen al acestui sir, incepand cu al doilea, se obtine din termenul precedent prin
addugarea numarului 2.

B Fiesirul (a) . definitprina, =2sia  , =a +3,Vn>1.
n‘neN 1 n+1 n
Deducemcda, = 2,a, =5,a, =8,a, = 11, a, = 14 etc.
Observam, ca sila exemplele anterioare, ca fiecare termen al sirului, cu exceptia primului,
se obtine din termenul precedent prin addugarea unui acelasi numar si anume 3.

Asemenea siruri de numere se numesc progresii aritmetice.

Soetinge

Un sir de numere cu proprietatea ca fiecare termen, incepand cu al doilea, se
obtine din termenul precedent prin addugarea aceluiasi numdr se numeste
progresie aritmetica.

Reformulare

Un sir de numere (a ), _,. este o progresie aritmetica dacé pentru orice k > 1

are loc relatia

ak+1=ak+r

unde r este un numar real dat.
Numaérul r se numeste ratia progresiei aritmetice.

r>0 r<o

a, a, a; a, as dag ag a5 a, ds A, a;

\/
\/

~_— ~_
+r +r +r +r +r +r +r +r +r +r

Observatii:
1. Intr-o progresie aritmetica, diferenta dintre orice termen si precedentul sdu este
aceeasi, si anume ratia r:
a.,-a=a +r-a =r,vnx1

n

2. O progresie aritmeticd (a ), ., este bine determinata daca se cunosc primul termen a,

siratiar.
a,=a, +r
a,=a,+r=a +r+r=a +2r
a4=a3+r=a1+2r+r=a1+3r
a =a + m-Dr
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3. Spunem ca numerele a,, a,, ..., a, sunt in progresie aritmetica daca sunt termeni
consecutivi ai unei progresii aritmetice.

Exemple:

1. Numerele 3, 5, 7 sunt In progresie aritmetica deoarece sunt termeni consecutivi ai
progresiei aritmetice (a ) .,:1,3,5,7,...,2n-1, ....

n>1"

2. Numerele-1, 5,11, 17 sunt in progresie aritmeticd deoarece sunt termeni consecutivi
ai progresiei aritmetice (a,) ., cu primul termen a, = -1 siratiar = 6.

nx1

Notatie
Pentru a pune in evidenta faptul ca sirul (a,), ., formeaza o progresie aritmeticd se

utilizeaza scrierea:
+a

A,y d, ...

12 722 n

2.2. Proprietatile progresiei aritmetice

1. Intr-o progresie aritmetica orice termen, incepand cu al doilea, este media aritmetica
a termenilor vecini lui.

. Proprietatea 1

Daca a, a,, ..., a,,, a, a,,, ... este 0 progresie aritmeticd, atunci pentru
. . a, ;+a
orice n > 2 are loc relatia a, = %
Demonstratie
Pentrun>2avema =a _ +rsia =a _ -r.
n n-1 ’ n n+1
A o e . Ay +an+1
Adunand cele doua egalitati obtinem 2a, =a_, +a ,, &a, = """,
7 7 — 2

Este adevarata si afirmatia reciproca, adica:

2. Daca un sir de numere are proprietatea ca fiecare termen al sdu, incepand cu al
doilea, este media aritmeticé a termenilor vecini lui, atunci acest sir este o progresie aritmetica.

. Proprietatea 2

Fiesirula ,a,, ...,a, ,a,a,,,, ... cuproprietatea ca pentru orice n > 2 are loc

n-1° " n’
q ap 1+ Ay . . 9 q o 2
relatiaa, = s Atunci sirul dat este o progresie aritmetica.

Demonstratie

an + An+1

Dina = ,Vn22,obtinem2a =a . +a .<a-a . =a  -a,Vn=2.
n 7 n n-1 n+1 n n+1 n

n-1
Ultima egalitate arata ca diferenta dintre orice termen al sirului (a,)
sdu este aceeasi, adicd (a ) _, este o progresie aritmetica.
n‘n>1

si predecesorul

nx1
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2.3. Formula termenului general al unei progresii aritmetice

Daca intr-o progresie aritmetica a,, a,, ..., ,, ... cunoastem primul termen a, si ratia r ne
propunem sa gasim o formula care sa exprime orice termen al progresiei, adica termenul general.
Din definitia progresiei aritmetice avem:
a,=a, +r
a2+r=(a1+r)+r=a1+2r
a =a3+r=(a1+2r)+r=a1+3r

Q
I

a=a +r=[a1+(n—2)r]+r=a1+(n—1)r.

n n-1

Vom demonstra prin inductie matematicd propozitia:
P(n): a =a + n-Dr,n=>1

Etapa I: P(1): a, = a, adevdrat.

Etapa II: Vrem P(k) adevéaratd implicd P(k + 1) adevarata.

Stim cd a, = a, + (k- 1)r ¢i vrem sa demonstram cd a,,, = a, + kr.

Avema,  =a, +r=[a + (k-Dr]l +r=a, +kr.

Din P(1) adevaratd si P(k) = P(k + 1), deducem ca P(n) este propozitie adevaratd
pentru orice n > 1, n natural.

Termenul de rang n al unei progresii aritmetice (a,) este dat prin formula:

n e N*

a=a+m-Dr,vnx1

xercitiu rezolvat

Fiind datd progresia aritmetica (a,)
calculatia,, a,,, a.,.

Rezolvare
Folosind formula termenului generala, = a, + (n - 1)r, obtinem (d4nd lui n valorile 10, 20,
respectiv 31):
a,=a+9r=1+9-3=1+27=28;
a,=a +19-r=1+19-3 =1+ 57 = 58;
a,=a,+30-r=1+30-3=1+90 =91

cu primul termen a, = 1 si ratia r = 3,

n =1

10°

Activitate independenta

fn cercul de centru O si razi R = 20 se construiesc, in
acelasi sens, segmentele perpendiculare doud cate doud
alaturate, cu masurile numere intregi consecutive: OA, = 1,
OA, LAA,AA =2,AA || OA,AA, LAA,AA, =3etc.
(vezi figura aldturatd).

a) Determinati n pentru care segmentul AA | are
capatul A in interiorul cercului si capdtul A , | in
exteriorul cercului.

b) Ce valori poate avea raza R dacd segmentul A A, are
un capdt in interiorul cercului si celalalt in exte-
riorul cercului?
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2.4. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii aritmetice

Ne propunem sa gédsim suma primelor n numere naturale, notata:
S =142+ 3+ ... + n, numitd suma lui Gauss.
Organizam suma in doud moduri:
S,=1+ 2 + 3 +..+n
S n+nm-D+mnN-2)+..+1,

apoi adunam cele doud sume si obtinem:
25, =(n+D+(+D+...+(n+1).

n ori

Suma va fi: . - i+ 1)

" 2
Analog se poate proceda pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii
aritmetice, demonstrand mai intai ca este adevaratd urmatoarea propozitie:

Sroponie

Suma oricaror douda numere egal departate de numerele extreme este egala
cu suma numerelor extreme.

Reformulare
Dacd numerele a , a,, ..., a, sunt in progresie aritmeticd, atunci:

=a,+a,Vke N, 1<k<n

ak + an—k+1

Demonstratie
Avema, = a, + (k- Drsia
Prin insumare obtinem: a, + a,

=a, + (n-Kkr.
=2a,+ (n-Drea +a,

n-k+1

-k+1 k+1=al+an'

Folosind propozitia anterioard avem:
S =a +a,+..+a_ +a,
S =a+a_+..+a,+a,.
Adunand cele doud egalitéti obtinem:
2§ =(a, +a)+(@+a J)+..+(@_ +a)+ (@ +a)e
<25 =(a, +a)+(a +a)+..+( +a)+(a +a)

. a, +a,)-n
Deci2S =n(a, +a) S = M
n 1 n n 2
In concluzie, suma primilor n termeni ai progresiei aritmetice (a,) ., este datd de formula
S = (g +a,)-n vn>1
n 2

xercitiu rezolvat

Fie progresia aritmetica (a,) _,.cua, =1,a  , =a +4,Vnx1.
Calculati suma primilor 13 termeni.

Rezolvare
Avema, =1,a,=5,a,=9,...,a,=a, +12-r=1+12-4=1+ 48 = 49.

S = (a; +a;3)-13  (1+49)-13  50-13 = 925.13 = 325.
. 2 - 2 T2
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Exercitii propuse

1.

10.

11.

12.

. Gasiti termenul a,, al progresiei aritmetice (a,)

. Intr-o progresie aritmetica se cunosc doi termeni si se cere sa gasiti termenii

. Intr-o progresie aritmetica (a,)

Scrieti primii cinci termeni ai progresiei aritmetice (a ) _ ., daca:
n‘ne N
1

a)a1=5,r=2;b)a1=—2,r=3;c)a1= E,r= %;d)alzo,l;r=0,2.
. Scrieti termenul al zecelea al progresiei aritmetice:
2)+1,4,7,10,..:b) +2,7,12,17, ..; &) + 3,1, =5,-9, ...; d) + 0, % 1, %

. Gasiti primii trei termeni ai progresiei aritmetice:

a)+a,a,a, 10,17,24, ...; b)+a,a,a,-3,0,3, ..
¢) +a;,a,a, 2,-5,-12, ..; d) +a,a, a,, %, 0, —% Y .

. Determinati termenii a,, a,, a, ai progresiei aritmetice:

a) + a -10, a,, -4, as, .- b) + a,, -10, a3 -16, s -
e dacé:

a) (@), 4 7,10,..;b)a =-3;a,=5;¢)a,=5;a,=13;d) a,, = 50;r =

o N

e

rang 11, 21, 31 daca:

a) a, = 16; a, = 22; b) a; =-32;a, =-197.

e S€ cunosc a, i r. Gasiti formula termenului

general a_ daca:

a)a, =-1;r=0,5n = 20; b)a, =2;r=-2,5n = 25;
n =

¢)a, =-3,5;r =-1;n = 100; d)a1=7’r:%’ 13

. Gasiti primul termen a, al progresiei aritmetice (a ), _ - daca:

a) a;, = 301, = 10; b) a, = -201;r = -5;
)y =05r=-2 d)a, =11,5r=0,5.

. Gasiti primul termen a, $i ratia r ale unei progresii aritmetice daca:

a)a, = 68; a,, = 739; b)a,, =73;a, = 37,

ca +a,=32a,-a,=30; d)a,+a,=26;aa=-56.

Demonstrati ca sirul (a ), _ . este o progresie aritmetica si determinati primul
termen si ratia, dacéd termenul general de rang n este dat prin formula:

a)a, =2n-3,Vvnx1; b)a =8-5n,Vnx1;
c)an=3n5_4,Vn21; d)an=7_34n,Vn21.

Determinati primul termen si ratia progresiei aritmetice (a ) _ . daca:
a)a, +a, +a,=30;a,+a,+a,=39 b)2a,+7a, =150;3a, + 5a, = 94;

c)S§,=9;S, =81; d)a,+S,=8;a,+S,=53.
Gasiti suma primilor 100 de termeni ai unei progresii aritmetice (a,), _ . daca:
a)a,=11,a,,,=89;b)a, =11,5;a,,, =88,5;c)a, =3;r=-1;d)a, =-2;r=1.
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Exercitii propuse

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Cunoscand suma S a primilor n termeni ai unei progresii aritmetice (an) a
se gaseasca primul termen si ratia progresiei daca:

a)§ =n*-2n,vnz1l; b)S =2n*-n,Vnx1;

nEN*S

2 2
C)Sn=nT +nVn>1; d)Sn=—nT +n,Vn=1.

Decideti daca este progresie aritmeticd un sir pentru care suma primilor n termeni
este data de formula:

a)S =n*+ %,Vnzl; b)S =2n*>+3n,Vnx1;

c)S =3n-4,vnzl; S =n*+n+1,Vnz1l

Arétati cd daca sirurile (a) _,.si(b), _ \~ Sunt progresii aritmetice, atunci sirul
(@, + b)), _,.este tot o progresie aritmetica.

Rezolvati ecuatiile:
a) 1+6+ 11+ ..+ x=235;
b) x+3)++5+0+7)+ ..+ (x+ 31) =270.

Intr-o progresie aritmetica (an)n - e Zasiti suma primilor:
a) 18 termeni, dacd a, + a, + a,, + a,, = 18;

b) 30 de termeni, dacd a,, + a,, + a,, + a,, = 30;

c) 2n + 8 termeni, dacda, +a,,+a,  +ta, ,=2n+8.

Daca intr-o progresie aritmetica (a,)  _,. calculati Sp daca:
a)§,,=100,S, =400sip =30; b)S,=169,S  =289sip=19;
S =n?S =m?’cun#m,n,me N*sipe N*

Determinati x astfel incat urméatoarele numere sa fie in progresie aritmetica:
a)2x-1,7x-3,11x-4;b)3x-1,x2+ 6,11x + 1;¢) 2x+ 1, 3x + 2, 4x + 3;
d) bx + a, cx + b, dx + ¢, unde q, b, ¢, d sunt numere in progresie aritmetica;
e)x?+x+1,2¢2-3x + 5, 3x2—-4x + 6.

Determinati formula termenului general si ratia unei progresii aritmetice daca
suma primilor n termeni ai sai verifica egalitatea:

a)§ =n*-2n,vnx1; b)S =3n*+8n,Vnx1;

c)S =5n*,Vnx1; s, _ +S ., =n+1,Vvnx1l

Fie (a,) _,. 0 progresie aritmetica si S, suma primilor n termeni ai s&i.
a) Determinati S daca a =2m+1 si a =2n+1.
b) Determinati S , dacia, =am + bsia, = an + b,undea, b e R.

Demonstrati cd daca numerele a, b, ¢ sunt in progresie aritmeticd, atunci si
urmétoarele numere sunt in progresie aritmetica:

a)a+x,b+x,c+x,Vxe R; b)a+b,c+a,b+c;

¢) a®>—-bc, b?> —ca, c>—ab; d) a®> + ab + b3 b? + bc + ¢?, c? + ca + a>.

Demonstrati cd daca a?, b? c* sunt In progresie aritmeticd, atunci si numerele
urmadtoare sunt in progresie aritmetica:

a) 1 1 1 . b) a b c_

b+c’ c+a’ a+b’ ~ b+c’ c+a’ a+b
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Exercitii propuse

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31+

32.

33.

a) Dacd a, a,, .., a, sunt numere reale nenule aflate in progresie aritmetica si

n > 2, aratati ca are loc egalitatea: L, 1, 4+t _n-1
4,0y  ayas ap1a, 44,
b) Dacaa, a,, ..., a, sunt numere reale pozitive, aflate 1n progresie aritmetica si
o .. 1 1 1 n-—1
n > 2, aratati ca: + + ...+ = .
a) Calculati suma S= %+ﬁ+ +ﬁ.
b) Calculati suma S = L+L + ...+ é.
’ 1-3 3.5 2n-1)@2n+1)
a) Calculati suma S = #+;+ et 1 .
’ 1-2-3 2-3-4 nn+1(n+2)
. 1 1 1
b = ———+—=—+... .
) Caleulati suma § = 35+ 557+ G @+ D @2n + 3)
¢) Daca a,, a,, .., a, a,,,, a,,, sunt numere reale nenule aflate in progresie
aritmetica, calculati suma S = L. 1 .
a1aa3  Apd3ay Anln1qn42

Ardtati ca solutiile urméatoarelor ecuatii sunt termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice:
a) ||x=1|-2] =2;b) ||x+3|-7| =7;0) ||x-a| -b| =b,undea e R, b > 0.

Demonstrati cd urmatoarele numere nu pot fi termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice:

a) V2,43, V5;50) V3,45, 4750 2,3, V5;d) 3, V5,47 ;e) ¥2, 43, 5.
Demonstrati cd urmdatoarele numere nu pot fi termeni ai unei progresii aritmetice:

A N2, V5,70 N2, V7, 1T 0 V3, V7, V11 d) V2, VA1, V13

Aratati cd daca doi termeni ai unei progresii aritmetice sunt numere rationale,
atunci toti termenii progresiei sunt numere rationale.

- Gasiti progresiile aritmetice (a,) _,. care verificd relatiile a, + a, + a, = 12 si
a,a,a, = 28. Determinati pentru acestea diferenta a, — a..
(Admitere Facultatea de Chimie, Cluj, 1997)

Ardtati ca sirul (an)n - Dentru care suma primilor n termeni este datd prin
formula S, = n® - 2n, este o progresie aritmetica.
(Admitere Facultatea Stiinte Economice, Oradea, 1996)

Demonstrati cd numerele (a + x)?, a®> + x%, (a — x)? sunt termeni consecutivi ai
unei progresii aritmetice. Calculati suma primilor n termeni, primul termen fiind
(a + x)2.
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3. Progresii geometrice

3.1. Definirea progresiei geometrice

Fie sirul puterilor naturale ale lui 2, adica 1, 2, 4, 8, 16, 32, ..., 27, ... . Se observa ca
fiecare termen al sirului, incepdnd cu al doilea, se obtine din termenul precedent prin
inmultirea cu numdrul 2.

Fie sirul puterilor naturale ale lui 1 , adica 1, 1 , 1 s L s 1 s ens (l)n s
’ 3 37972781 3

Se observé cd fiecare termen al sirului, incepand cu al doilea, se obtine din termenul
precedent prin inmultirea cu numarul % .

Asemenea siruri de numere se numesc progresii geometrice.

| pefinitie

Un sir de numere, cu primul termen nenul, avand proprietatea ca fiecare
termen al sau, Incepand cu al doilea, se obtine din termenul precedent prin
inmultirea cu acelasi numar real nenul, se numeste progresie geometrica.

Reformulare

Un sir de numere (b)) _,.cub, # 0 se numeste progresie geometrica daca
pentru orice n > 1 are loc relatia:

b. =b-q

n+1 n

unde g # 0 este un numar constant dat.
Numadrul nenul q se numeste ratia progresiei geometrice.

by >0 g>1 by<0 g>1
b, b, b,y b, .. .. by by b, by
0 -———  — - 0~ 0
9 g q q q q a9 g
Observatii:

1. Intr-o progresie geometrici, raportul dintre orice termen si predecesorul sau este
egal cu acelasi numar, si anume, ratia q:
bl’;—” =qVnx1
n
2. Progresia geometricd (b ), _ . este bine determinata atunci cdnd se cunosc primul
termen b, si ratia q.

2 l.q 5
b3=b2'q=b1 -q=b1-q
b:b-q:blqz-q:bl-q3
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3. Spunem ca numerele b, b,, ..., b_sunt in progresie geometricd daci ele sunt
termeni consecutivi ai unei progresii geometrice.

Exemple:

1. Numerele 1, 3, 9 sunt in progresie geometricd deoarece sunt termenii consecutivi
ai progresiei geometrice (b ) _..: 1,3,9,27,81,.,3", ...
2. Numerele %, %, %, % sunt 1n progresie geometricd deoarece sunt termenii
11 1 1
>4’ 8°16° 32 on?

1 1

N |—

consecutivi ai progresiei geometrice (b ) 1,

ne N*:
Notatie
Pentru a pune in evidentd faptul ca sirul b , b, ..., b , ... formeaza o progresie geometrica
1 - . n
se utilizeaza scrierea:
=b

b,...b,..

1 72 n
Observatii:
1. Daca ratia q a unei progresii geometrice este pozitivd (g > 0), atunci toti termenii
progresiei au acelasi semn si anume semnul lui b, .
2. Daca ratia q este negativa (q < 0), atunci termenii de rang impar au semnul lui b,

iar cei de rang par au semn contrar semnului lui b,.

3.2. Proprietatile progresiei geometrice

1. Intr-o progresie geometrica cu termeni pozitivi, orice termen incepand cu al doilea,
este media geometrica a termenilor vecini lui.

. Proprietatea 1

Dacdb,,b,,...,b,_,b ,b ., ... esteoprogresie geometricd cu termeni pozitivi,
atunci pentru orice n > 2 are loc relatia:

bn = Vbn—l 'bn+1

Demonstratie

Pentrun>2avemb =b -qsib =
n n-1 7 n

A . o s s . D12 X _

Inmultind aceste doua egalitati obtinem: b; =b_ b . b = \b,_;-b,; .

Este adevarata si afirmatia reciprocd, adica:

2. Daca un sir de numere cu termeni pozitivi are proprietatea cé fiecare termen al sdu,
incepand cu al doilea, este media geometricd a termenilor vecini lui, atunci acest sir este
o progresie geometrica.
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. Proprietatea 2
b,b
oricen>2arelocrelatiab, = \b,_; - b,,; . Atuncisirul dat este o progresie geometrica.

Fie sirul de numere pozitive b, b,, ..., b_, .+p» - CU proprietatea ca pentru

Demonstratie
Presupunem cd pentru orice trei termeni consecutivi ai sirului (b ), _ . cu termeni pozitivi

are loc relatiab, = (b, ; -b,,; . Atunci b? = b b, o bbn - blr;+1 )
n-1

n

Deoarece cétul dintre orice termen al sirului (b ) _ . si predecesorul sau este constant,
deducem ca (b)) este o progresie geometrica.

ne N*

3.3. Formula termenului general al unei progresii geometrice

Daca intr-o progresie geometricd b , b,, ..., b , ... cunoastem primul termen b si ratia q
ne propunem sd gasim o formuld care sd exprime orice termen al progresiei, adica termenul
general.
Din definitia progresiei geometrice deducem:
b,=b q
b,=b,-q=(b,-q@ -q=b, ¢
b4=b3-q= (bl'qz)'q=b1'q3

bn — bn—l q= (bl gy g = bl Sqrt

Vom demonstra prin inductie matematica propozitia:
P(n):b =b -q7,Vnz1
Etapa I: P(1): b, = b, adevarat.
Etapa II: Vrem P(k) adevirat implicd P(k + 1) adevarat.
Stimca b, = b, - ¢~ si vrem sd demonstrdm cd b, ,, = b, - ¢~.
Avemb,  =b -q=Db -qq=>b -q"
Din P(1) adevarat si P(k) = P(k + 1), deducem céd P(n) este propozitie adevarata
pentru orice n > 1, n natural.

Termenul de rang n al unei progresii geometrice (b,)

b =b-q¢,Vnz1

este dat de formula

ne N*

Exercitiu rezolvat

Fie progresia geometricd (b)), _,.cub =2siq = —% . Calculatib,, b

b,.

122
Rezolvare
Tindnd seama ci b, = b, - ¢*?, V n > 1 obtinem:
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g 1)20
b12=b1-q“=2'(—§) =2T0§ b21=b1-q2°=2-(—§) = —==.

Activitate independenta

Pe axa numerelor Ox se conside-
ra punctele A (1), A,(3), A,(5), ...,
A (2n-1). Sunt coordonatele acestor
puncte in progresie aritmeticd? Daca
da, precizati ratia.

Fie (OM o semidreaptd oarecare
din plan. Perpendicularele pe Ox
duse in A, A,, A,, ... intersecteaza
aceasta semidreaptd in punctele
B,,B,,B,, ... . Stabiliti dacd lungimile 5 ; t t ' t >
segmentelor AB,AB, AB,, .. A(D) AyB3) A3(5) A7) A,@2n-1) X
formeaza o progresie.

3.4. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice

Ne propunem sa calculdm suma primelor n puteri naturale ale lui 2, adica
S =1+2+22+23+ .. +2+! @))
Observam cd produsul termenilor egal depdrtati de extremi este egal cu produsul
termenilor extremi, adica 2*'. Inmultim cu 2 egalitatea (1) si obtinem:
25 =2+22+2°+ ...+ 2 4+ 2" 2
Scdzand egalitatea (1) din (2) obtinem:
S =21-1,vn>1
Analog se poate proceda si pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii
geometrice, demonstrand mai Intai ca este adevaratd urmatoarea propozitie:

proposige

Intr-o progresie geometrici, produsul oriciror doud numere egal depirtate
de numerele extreme este egal cu produsul numerelor extreme.
Reformulare
Daca numerele reale b , b, ..., b __, b sunt in progresie geometrica, atunci:
¥ =9 n-1> “n

bb .. =b-b,vkeN 1<k<n

n-k+1

Demonstratie
Avemb, - b
in progresie geometricd cu ratia q.

ki =b @b q*=Db -b-q"'=b, -b,undeb b, ..., b sunt numere
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FiesumaS =b, +b,+ .. +b. 3
Pentru calculul sumei distingem doud cazuri:
1. Dacdratiaq = 1, atunci S = nb,.
2. Dacé ratia q # 1, atunci iInmultim cu q relatia (3) si obtinem:
q-S,=b,+q+b,-q+b,-q+..+ b _-q+b -qo

<q'S =b,+b,+b,+..+b +Db -q 4
Scadzand egalitatea (3) din (4) obtinem:
n

bq" -b

M@S = L (deoarece

qS,-S,=bg-b, < (@-1)S, =bg-b, =S = -1 ; -1

b, =b,g™").
In concluzie, suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (b)), ., este datd de formula:
b (@" -1
sn=-i%jT33q¢1,Vnz1
xercitiu rezolvat
Fie progresia geometrica (b ) _,.cub =2,q = 3. Calculati S, S, , S,V n e N*.
Rezolvare
n_ 5
Cu formula S, = bl(q—_ll) ,q# 1, obtinem: S, = 2(3 _11) =243 -1 = 242;
_23"%-1 _ _ e L 23" -1 _ ., .
S,p= T =3°-1=9049-1=9048;5, = =5—== =3"-1,VneN-
Exercitii propuse
1. Scrieti primii cinci termeni ai progresiei geometrice (b ), . daca:
a)b1=1,q=2;b)b1=2,q=—1;c)b1=—3,q— ;d) by = 2,q-«/§

2. Scrieti primii doi termeni ai progresiei geometrice:
a) #b,b,12,24,48,..; b) b,b,,-8,16,-32,....

1) 27
3. Determinati termenul general al progresiei geometrice:
) £3,6,12, ..; b) 3,1,%, o) = 43,1, g%
d) =2, 6,342,346, ...
4. Determinati primii doi termeni ai progresiei geometrice (b ) _,. daca:
. _ _ . _ 2 _ 1
a)b,=1024,q=4; b)b, =27,b,=729; c) b, = 2—7,q =-3-
5. Scrieti formula termenului general al progresiei geometrice (b ) _,.
a)b,=3,b,, =2b; b)b, =2,b,,, =-3b;

b= 2,b,,=%b; db =-05b,, =12 b,

daca:

n+1
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Exercitii propuse

6.

10.

11.

12.

13

=Y
NN

- Determinati progresia geometrica (b,)

Gasiti primul termen b, si ratia q a unei progresii geometrice daca:

_ _p = = = 7.
a)b,—b =3sib,~b, =15;b) b+ b, = 16 sib,~b,+b, = ¢;

) b, = 545ib, = 486; d) b, = 0,10875 si b, = 0,0271875.

. Determinati suma S a primilor n termeni ai unei progresii geometrice (b ) . dacéa:
7 n n‘ne N

a)b,=2,q=3,n=5; b)b, =0,5,q=1,5,n = 6;
)b, =128,b,=2,n=7; d)b,=-2,q=-1,n=8.

. Determinati ratia si suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (b ) . daca:
n“ne N

1 _ 64
a)b, = ,b 162 "= 6; b)b,= 3,b— 3,n—8
c) b3—4,b13—4096,n= 10; d)b,=1,b,=-1,n = 12.

. Decideti dacd este progresie geometrica un sir de numere reale (b ), _ . cu termenul

general:
n

b, =3, Vn2Lib)b =4, ¥n210b, = 5, Vn2L;

d) b, = %,Vnzl;e)bn= _—Zg)n,Vnzl;f)bn=2”—1,Vn21;

g)b =2"+3,vn21;h)b =2n+1,Vvn21;0)b =n*+2n,Vnx1.

Decideti daca este progresie geometrica sirul de numere reale pentru care suma
primilor n termeni este datd de formula:

a)§ =n*+n+1,vn21; b)S =2"-8,Vnz=1;

0§ =3""-1,Vnz1; s =5"-1,vnz=1.

Determinati primul termen b, si ratia q ale unei progresii geometrice stiind ca
suma primilor doi termeni este 9, iar suma urmatorilor doi termeni este 36.

Determinati primul termen b, si ratia q ale unei progresii geometrice stiind ca
suma primilor trei termeni este 13, iar suma urmatorilor trei termeni este 351.

e daca:

a)b,~b =21sib,~b,=42; b)b _,-b sib ,~b . =2a undea > 0;

c) b, =64sib, =256; d)b, =81sib, =729; e)b b, +b,=3sib,~-b,+b,=6;
)b, +b,+b,=3 sib, +b, + b, = 12;
g)b,~-b,+b,=asib,~b, +b, =2a,undeae R, a=#0;

h)b, +b,+b,=asib, +b,+ b, =4a,undea e R, a=0.

. Determinati x € R astfel incat fiecare dintre tripletele urméatoare sa fie in progresie

geometrica:
a) 2x-1, 3x-1,5x-1; b) 4x—3, 5x-3,7x-3;¢c)x,x+ 2, x + 8;

Dx,2¢x+1,3x+ 6;e) x, X 5 5x-:13, ) Vx+1, Vx+4, Jx+16;

2) vx+1, vx+a, Vx+a®,aeR; h) Yx+1 -1, Vx+6,2Vx+1 + 5.
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Exercitii propuse

15.

16.

17.

18.

19.

20.

N
-

N
N

Calculati sumele:

D1+24+24 .. 4240143+ + .. +3%50++L + L 4 4 L.

2 T 52 T 53 510

D) - 4 O 124 2+ 295D 1-3 4+ 323 4+ 3
22 " 2 2

gl4+a+a’+..+a%aeRh)l-a+a®>-a+..+a%aeR.

Determinati primul termen, ratia si termenul general al unei progresii geometrice
(b,), _ . pentru care suma primilor n termeni ai sdi este datd de formula:

a)§ =23"-1),Vvn=1;b)§ =3(5"-1),Vn=x1;

S =a"-1),vn>1,undea > 0,b> 0.

Gasiti suma primilor 9 termeni ai unei progresii geometrice (b ), _ . daca:
a)S,=4,5,=6;b)S,=40,5=60;c) S,=4a, S, = 6a,a=0;d) S,= 400, S, = 600.

Determinati x € R astfel incit urmatoarele numere sé fie in progresie geometrica:
a)l+x,2+x,4+x; b)24+x5+x 11 +x;
A)l+x2+x3+x da+x,b+x,c+x,a,b,ceR.

Calculati sumele:
aat+a+..+avaeR;ba+a*+ .. +a™aecR;0) %+L2+.._+Ln,a e R*;
a a

4 2

2 2 2
d)%+L+...+%,aeR*;e) (a+l) +(a2+i) + ot (a”+i) aeR*,
a‘ a a" a a a"

Stiind cd numerele b, b,, ...,b ,b . suntin progresie geometrica, calculati sumele:

172
a) b—1+b—2+...+b—'b) 1,1, 41 c) S S

b, ~ b by’ " b bz +b , b b2 E’
)b—+bl+ +b ;e) b2 +b2+...+b%; 0 \/E+\/E+...+\/E,bn>0;
1 2 n
b by
) + +o.+ —X" __ b >0
N N o o o %

. Aratati ca urmatoarele numere nu pot fi termeni ai unei progresii geometrice:

a)11,12,13; ) v2, V3, ¥5;0) V2, V5, V7 ; D3, V5, V7;e) 2, V3, V6.
5a, +3

.Fiesirul (a) ., definitprina, >0sia B = n > 1. Aratati ca sirul
’ n‘neN 1 5 n+1 5 5

a, +3°
3
13

(b)), _ . definit prinb_= a"

n

V n > 1, este o progresie geometrica.
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4. Probleme de numarare

O importantd deosebitd o au problemele de completare a unui sir, de numarare a
termenilor unui sir, de determinare a formei generale sau a regulii de formare a termenilor
unui sir, de aflare a sumei primilor n termeni dintr-un sir, de determinare a termenilor de
pe locul n dintr-un sir, de aflare a pozitiei ocupate de un numaér intr-un sir, de numaérare a
aparitiilor unei cifre in scrierea unui numar, de numarare a unor numere care au o0 anumita
proprietate etc.

Existd o varietate de probleme care se pot incadra in acesta temd, dintre care vom
prezenta cateva.

4.1. Completarea unui sir cu inca p termeni, p € N*

Problema rezolvata

Completati cu inca trei termeni urmétoarele siruri:

a) 11, 13, 15, ...

b) 11, 14,17, ...

0 0,1,1,2,3,5,8, ...

d0,1,1,2,4,8,16, ...

Rezolvare

a) Numerele din sir sunt numere impare consecutive; sirul se completeazad cu 17, 19, 21.

b) Numerele din sir se formeazad dupa regula: a, = a,_, + 3, V n e N*.
Sirul se completeaza cu: 20, 23, 26.

c) Numerele din sir se formeaza dupé regulaa, = 0,a,= 1,a, = a, + a,,
a=a,+d,a,=a,+a,..; in general:a, =a, _,+a,_,VneN,nx3.
In felul acesta sirul se completeaza cu: 13, 21, 34.

d) Numerele din gir se formeaza dupa regula: a, = 0;a, = 1,a, = a, + a,,
a =a,+a,+..+a_,VneN,n>2;sirul se completeazd cu: 32, 64, 128.

n-1°

4. 2. Numararea termenilor dintr-un sir

Problema rezolvata

Determinati cite numere naturale sunt in sirurile urmatoare:

a) 20, 21, 22, ..., 50; b) 2,4, 6, ..., 60;

c) 4,7,10,..,91; d) 2,7,12, ..., 92;

Rezolvare

a) Sirul contine 50 — 20 + 1 = 31 numere naturale.

b) Sirul contine termeni de forma 2 - 1,2 2,2 -3, ..., 2 - 30, deci are 30 de
termeni. Altfel: (60-2) :2 + 1 = 30.

c) Sirul are termeni de forma3-1+1,3-2+1,3-3+1,...,3-30+ 1,
deci contine 30 de termeni. Altfel: (91-4) : 3 + 1 = 30.

d) Sirul are termeni de forma5-0+2,5-1+2,5-2+2,...,5-18 + 2, deci
contine 19 termeni. Altfel: (92-2) : 5+ 1 = 19.
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4.3. Determinarea termenului de pe locul n, n > 1, dintr-un sir

Probleme rezolvate

1. Fie sirul de numere naturale 1;2-3;4-5:6;7-8-9-10, ....
Determinati al 9-lea termen, al 50-lea si al 101-lea termen.

Rezolvare
Se observa cd termenul a, este produs de n numere naturale consecutive.
Trebuie deci s& deducem forma ultimului factor in functie de locul al n-lea din
sir. Ultimul numar din a, este numérul n(n + 1) : 2.
Prin urmare, al 9-lea termen va fi produs de 9 numere consecutive, ultimul factor
fiind 9(9 + 1) : 2 = 36, deci termenul cautat este:
28:29-30-31:32:33-34-35" 36.
Ultimul factor din al 50-lea termen va fi 50 - 51 : 2 = 1275. Termenul al 50-lea
va fi produsul a 50 de numere consecutive dintre care ultimul este 1275.
Al 50-lea termen este: 1226 - 1227 - ... - 1275.
Ultimul numar din al 101-lea termen va fi 101 - 102 : 2 = 5151. Al 101-lea termen
va fi 5051 - 5052 - 5053 - ... - 5151, produs de 101 numere consecutive.

2. Fie sirul de numere naturale 0; 2; 6; 12; 20; 30, ...
a) Care este al 2004-lea termen al sirului.
b) Este 2005 termen al sirului?
Rezolvare
a) Se observa cd termenii girului se obtin astfel: a, =0-1,a,=1"-2;a,= 2 3;
a,=3-4a,=4-5a=5-6.5a =m0-1)n;n>1
Deci a,,, = (2004 - 1) - 2004 = 2003 - 2004 = 4 014 012.
b) 2005 nu este termen al sirului deoarece nu se poate scrie ca produs de doua

numere consecutive: 44 - 45 = 1980 < 2005 < 2070 = 45 - 46.

4.4. Aflarea sumei primilor n termeni dintr-un sir

Probleme rezolvate

1. Calculati urmatoarele sume:
a) S, =111 + 222 + ... + 999;

b) SZ=9+19+29+39+...+1999;
c) 83=3+5 +7+..4+2003-2-4-6-... —2002.
Rezolvare

a) § =11101+2+ ... +9) =111-(9-10:2) = 111 - 45 = 4995.

b) S, =9+ (10-1+9)+(10:2+9) + (10-3+9) + ... + (10- 199 + 9) are 200
de termeni. Aplicand proprietdtile adunarii si grupand obtinem:
§,=9-200 +10(1 +2 + ... + 199) = 1800 + 10 - (199 -200:2) =

= 1800 + 10 - 199 - 100 = 200 800.

c) S, se poate scrie grupand termenii 2 céte 2, astfel: fiecare dintre cele 1001 numere
impare cu fiecare dintre cele 1001 numere pare si vom obtine 1001, deci:
§,=0B-2)+(5-4 + (7-6) + ... + (2003 - 2002) = 1001.
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2. Calculati urméatoarele sume:
a)S=1-2+2-3+3-4+..+19-20;
b)S,=1-2-3+2-3-4+..+18-19-20.
Rezolvare
a) Pnnmmulnreaeul%obnnem 35,=1-2-3+2-3:3+3:3:4+..+19-20-3.
in membrul drept il scriem pe 3 ca diferentd de doud numere astfel
3§, =1-2-3-0+2-3-(4- 1)+34(5 2) +..+19-20-(21-18).
Efectuand calculele obtinem:
3§,=1-2-3-1-2-0+2-3-4-1-2-3+3-4:5-2-3-4+ ...+
+19-20-21-18-19-20=S5,=19-20-21:3=S5, =19-20-7 = 2660.
b) Procedam aseméanétor ca la a):
45,=1-2-3-4+2-3-4-4+..4+18-19-20:4=1-2-3-(4-0) +
+2:-3-4-5-1)+..+18-19-20-(21-17)=1-2-3-4-0-1-2-3 +
+2-3:4:-5-1-2-3-4+..+18:-19-20-21-17-18-19-20 =
=18-19-20-21=S5,=18-19-21-20:4=18-19-21-5 = 35910.
Generalizare:
nn+DMn+2)
3 3

b)1:2-3423-44 .. +n(n+ DN+ 2) = "(”H)(":z)(mg) .

a)1-242-3+...+nn+1)=

4.5. Numararea unor numere care au o anumita proprietate

Probleme rezolvate

1. Cate numere de cinci cifre Incep si se termind cu cifra 5?

Rezolvare
Vom afla cite numere de forma 5abc5 existd. Cum cifra a poate lua 10 valori adici
pe cele din multimea {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, iar pentru o valoare fixatd a lui a,
cifra b poate lua tot 10 valori din multimea {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, existd 10 - 10 =
= 100 = 102 posibilitati. De asemenea, c poate lua la randul sdu tot 10 valori din
multimea {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,9} si deci exista 10?- 10 = 10° = 1000 de numere
care incep si se termind cu cifra 5.

Comentariu:
1. Faptul cd numerele Incep si se termina cu cifra 5 nu este esential. Acelasi rezultat il

obtinem dacé se cere sé afldm cate numere de 4 cifre existd, stiind ca prima cifra
este data.

2. Cate numere de n cifre de forma a,a,_a,_, ... 30,4, exista?
Cifra a, poate lua 9 valori din multimea: {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Oricare alta cifra
a numarului poate lua 10 valori din multimea {0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9}. Fiecare
cifra ia aceste valori indiferent de ce valori au luat celelalte.
Deci, numarul numerelor de n cifre este: 9 - 10-10-...-10 =9 - 10™,

n-1

3. Problema dati poate fi rezolvat si astfel: abc poate avea oricare dintre formele

000, 001, 002, ..., 998, 999, in total 1000 de posibilitati.
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2. a) Céte numere naturale nenule, mai mici decit 100, nu sunt divizibile nici cu 2,

b)

nici cu 3?
Cate numere naturale nenule, mai mici decit 1000, nu sunt divizibile nici cu 3,
nici cu 5, nici cu 7?

Rezolvare

a)

b)

Pentru ca numerele cerute sunt mai mici decat 100, vom considera primele 99
incepand cu 1, dintre care vom exclude, in primul rand, numerele divizibile cu 2.

Acestea sunt 2, 4, 6, ..., 98, adica [%] = 49 de numere. Excludem, apoi,

numerele multipli de 3, care sunt 3, 6, ..., 99, adica [99] = 33 astfel de numere.

S-ar pérea cd raman 99 — (49 + 33) = 99 — 82 = 17 numere care nu sunt
divizibile nici cu 2, nici cu 3. Se observi insa cid anumite numere au fost numaérate
de douad ori, de exemplu 6, 12, 18, ..., adic acele numere care se divid si cu 2 si cu

99
6
divizibile cu 2 sau cu 3 sunt in numar de 49 + 33 - 16 = 66.

Numerele mai mici decat 100 care nu sunt divizibile nici cu 2, nici cu 3 sunt in
numdr de 99 — 66 = 33.

Folosind acelasi procedeu ca la a) obtinem cd numadrul celor divizibile cu 3 este

999
5

3, deci si cu 6. Acestea sunt in numar de [ :| = 16. Rezultd astfel ca numerele

[w] = 333, al celor divizibile cu 5 este [

2 } — 199, iar al celor divizibile

cu 7 este [999] = 142. Am obtinut astfel 333 + 199 + 142 = 674 de numere in

care le-am numérat de doud ori pe cele divizibile cu 3 §i 5, cu3 §i 7 sicu 5 i 7. Numarul

999 999 999 9991 _ _9=
acestoraeste[15]+[21]+[35] [105] 66 + 47 + 28 -9 = 132.

999
105
cu cel mai mic multiplu comun al numerelor 3, 5 si 7 luate doua cate doud, adica
pe cele divizibile cu 15 si cu 21 si cu 35.

Astfel, numerele naturale nenule mai mici decit 1000, care nu se divid nici cu 3,
nici cu 5, nici cu 7 sunt in numar de 999 — (674 — 132) = 457.

Am scazut [ ] pentru cd altfel am fi numarat de doua ori numerele divizibile

Comentariu:
Problema admite si alte variante de rezolvare. Astfel:

on=o-[7]-[2] [ 2]

on-m-[]-(2)- 7]+ )+ () - (%) [38)
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4.6. Aflarea pozitiei ocupate de un numar intr-un sir

Probleme rezolvate

1. Se scriu numerele rationale pozitive sub forma urmaétorului sir:
1 2,1,3,.2,1,4.3.2,1,
120172030 123

Rezolvare
impartim numerele in grupe in felul urmitor:

In grupa k (k > 2) intra numerele pentru care suma dintre numérator si numitor este k.

2003 .,

Al catelea termen al sirului este 1999

) .1, .2 1, .32 1
Avem: Grupa 2: 1’ Grupa 3: 1720 Grupa 4: 1’9737
Grupa k: k-1 k-2 k-3 2 1 i grupa k vor fi k — 1 numere.

17 27 377 k=27 k-1
Ordinea lor in aceasta grupa este datd de numaérul de la numitor.

2003
1999

In cazul problemei propuse, k este 2003 + 1999 = 4002. Numirul este al

1999-lea in aceastd grupi. in grupa 4001 vor fi 4000 de numere.
Péna la primul numar din grupa 4002 vor fi:

142434 ...+ 4000 = w = 2000 - 4001 = 8 002 000 de numere.

2003
1999
Comentariu:

Se observé ca, 1n sirul considerat, dintre doud numere, Inainte este acela in care
suma dintre numadrétor si numitor este mai micé, iar dacé acestea sunt egale, primul
este acela cu numitorul mai mic.

Numaérul va fideci pe locul 8 002 000 + 1999 = 8 003 999 in sirul considerat.

2. Consideram toti multiplii lui 5, Incepand cu 0, in ordine crescatoare. Al citelea este
cel mai mic dintre acestia daca suma cifrelor sale este egald cu 45?

Rezolvare
Astfel de multipli exista. Exemplu: 919 191 915.
Sa-l aflam intéi pe cel mai mic cu proprietatea ceruta. El se afla printre multiplii cu
6 cifre, pentru ca cel mai mic numar cu suma cifrelor 45 este 99 999, dar acesta nu
este multiplu de 5. Singurul multiplu de 5 cu sase cifre care se termind in O i are
proprietatea ceruta este 999 990.
Vom cauta acum pe cel mai mic multiplu de 5 cu 6 cifre care are suma cifrelor 45 si
se termind In 5. Daca ultima cifra este 5, atunci celelalte 5 cifre au suma 40, iar cel
mai mic numar de 5 cifre cu suma 40 este 49 999. Rezulta ca cel mai mic numaér cu
proprietatea cerutd este 499 995. Rdmane sa vedem al catelea este acesta in sirul
multiplilor lui 5, incepand cu 0. Pana la el, inclusiv, sunt 499 995 : 5 = 99 999
multipli nenuli ai lui 5. Intrucit numiritoarea o facem de la 0, rezulti ci cel mai
mic multiplu de 5 cu proprietatea ceruta este al 100 000-lea in succesiunea ceruta.
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4.7. Numararea aparitiilor unei cifre in scrierea unui numar

Probleme rezolvate

1. Care este exponentul lui 2 in descompunerea in factori primi a lui 100!?
Rezolvare
Din sirul de numere 1, 2, 3, ..., 100, fiecare al doilea numar se divide cu 2. Cum
100 = 2 - 50 + 0, rezultd cid de la 1 la 100 sunt 50 de numere divizibile cu 2. Dintre
acestea, fiecare al doilea este divizibil cel putin cu puterea a doua a lui 2, adica cu 22.
Cum 50 = 2- 25 + 0, rezulta ca sunt 25 astfel de numere. Dintre acestea 25, fiecare
al doilea este divizibil cel putin cu puterea a treia a lui 2, 23. Cum 25 =2-12 + 1,
rezultd ca sunt 12 astfel de numere. Dintre cele 12 numere, fiecare al doilea este
divizibil cu 24, decidin 12 = 2 - 6 + 0 rezulta ci sunt 6 astfel de numere, iar 3 dintre
acestea sunt divizibile cel putin cu 2°. Dintre aceste 3 numere, cum 3 =2 -1 + 1,
unul singur este divizibil cu 2°. Nu exista nici un numar divizibil cu 27 pentru ca
27 =128 > 100.
Fie acum produsul 1-2-3-...-99 - 100 = 100!
Exponentul lui 2 din descompunerea acestui produs in factori primi este numarul
50 + 25 + 12 4+ 6 + 3 + 1 = 97 deoarece fiecare factor al produsului 100! divizibil
cu2k insanusicu2t ke {1,2,3,4,5, 6}, se socoteste, iIn modul indicat, de k ori
ca fiind divizibil cu 2, 22, 23, 24, ..., 2k,
Comentariu:
1. DelaImpadrtirile efectuate am retinut numai caturile, nu si resturile. Aceste caturi

100 100 100 100 ..

ZJZT;ZT’ 24

Deci, exponentul lui 2 din descompunerea in factori primi a lui 100! este:

PRI} (] )

=50+25+12+6+3+1=97.
2. Folosind acelasi rationament se poate ardta ca exponentul numaérului prim p din

reprezintd, de fapt, partile intregi ale numerelor:

descompunerea in factori primi a lui n! este egal cu: [%] + [nz] + [13:| + ..

p b

Aceasta suma este finitd pentru cd 3 a € N astfel incdt n < p®si deci I:Lb] =0,
p

pentru oriceb e N, b>a.

2. In cate zerouri se termini 1 000!?
(Observatie: Prin n! am notat produsul 1 - 2 - 3 - ... - n si citim ,,n factorial®.)
Rezolvare
Pentru a afla cu céte zerouri se termind 1000! vom observa cd numarul zerourilor
este dat de exponentul lui 10 din acest produs. Cum 10 = 2 - 5, exponentul lui 10
este dat de exponentul lui 5 din descompunerea in factori primi a lui 1000! pentru ca
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exponentul lui 2 din aceastd descompunere este mai mare decat cel al lui 5. Pentru
aflarea acestuia folosim procedeul indicat in comentariul punctului a).
Astfel, vom avea:

1000 . 10001, 11000}, [1000 | _ 200 + 40 + 8 + 1 = 249.
5 5 5° 5

Rezultd cd 1000! se termind in 249 de zerouri.

Probleme propuse

Probleme propuse

1.

Completati sirurile care urmeaza cu incé trei termeni:
a) 13,14, 15, ...

b) 10, 12, 14, ...

) 112 3 4

. Fie sirul de numere naturale: 1, 5, 9, 13, ....

a) Completati sirul cu incé trei termeni.

b) Gasiti al 150-lea, al 505-lea, al 2004-lea termen.

c) Care dintre urmatoarele numere fac parte din sir: 491, 1012, 2003, 2006,
3007, 4008, 5009? Precizati locul in sir, dacd este cazul.

d) Calculati suma primilor 26 de termeni.

3. Aflati suma tuturor cifrelor numerelor naturale de la 1 la 1 000 000 000.

. Fie numarul N = 123456789101112131415... 200220032004.

a) Aflati cate cifre are numarul N.
b) Care este a 2005-a cifrd a numarului?
c) Determinati cifra de pe locul 34 788 .

. FienumarulA = 9 + 99 + 999 + ... + 999...99 . Cate cifre de 1 are A?

2004 cifre

. Cate numere pare de trei cifre se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3?

Care este suma lor?

7. Cate numere de patru cifre divizibile cu 4, se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5?

9.

. Pentru numerotarea paginilor unei carti (dictionar enciclopedic) s-au folosit

3829 de cifre. Céte pagini are dictionarul?

Cate numere naturale, mai mici decat 1331, sunt prime cu numarul 1331?

10. Cate numere naturale, mai mici decat 4500, sunt prime cu numarul 4500?
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Test de evaluare

1. Priviti desenul de mai jos si stabiliti daca masurile u,, u,, u,, u, formeaza o

progresie. Dacd raspunsul este afirmativ, stabiliti tipul progresiei, apoi calculati
ratia si determinati masura u, — 2.

(5 (=2 (9D

. Fie (a,)

5. Determinati progresia geometrica (b )

6. Fie (b)

. Fie (b)

2. Determinati progresia aritmeticd (a ) _.stiindcda, + a, + a, = a,a,a, = 6.

17273

3. Rezolvatiecuatiax + (2x+ 1) + 3x+ 2) + ... + nx + n—1 = n% unden € N*

fixat.

. 0 progresie aritmetica si S suma primilor n termeni ai sai.
neN 3 n
DacdS =nsiS =m,n#m,calculatiS _, .

stiindcdb, + b, +b,=bbb,-1=7.

neN*
. 0 progresie geometrica si S suma primilor n termeni ai sai.

neN 3 | n

Dacd S, = 4n i S, = 6m, calculati S,..

. Determinati x > O astfel incat numerele 1 + Vx,2 4+ Jx+1, %+ Jx sifie

in progresie geometrica.
0 progresie geometrica cu ratia q.

ne N*

Calculati suma S = b;? +b,* +...+b;2.

. Demonstrati cd numerele a, b, c sunt In progresie geometricd daca si numai

= 1 1 1 n . . ..
daca numerele ——, =, —— sunt in progresie aritmetica.
b-a’ 2b’ b-c prog

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Functii, lecturi grafice

1. Reper cartezian, produs cartezian

1.1. Reper cartezian

. Definitie

Prin reper cartezian sau sistem ortogonal de
axe intelegem un sistem (ansamblu) format din doua Y T

axe de coordonate perpendiculare, cu originea
comuna O, pe care se considerd aceeasi unitate de
masura in sensurile conventionale. Reperul cartezian
se noteaza xOy.

_ 9
% |

Consideram un sistem ortogonal in plan xOy.

Orice punct M din plan se poate proiecta pe cele doud axe astfel:

B proiectia lui M pe axa Ox este punctul M, cdruia i se poate asocia numdrul real a;

B proiectia lui M pe axa Oy este M,, cdruia i se poate asocia numarul real b.

Prin urmare, oricarui punct M din plan i se asociaza in mod unic o pereche ordonata
de numere reale (a, b).

Notdm M(a, b) si citim M de coordonate a si b.

Numerele reale a si b se numesc coordonatele YA
carteziene ale punctului M: M, M(a, b)

B g este abscisa punctului M,

B b este ordonata punctului M. b

1. Punctele de pe axa Oy au abscisa 0.
2. Punctele de pe axa Ox au ordonata 0.
3. Originea O are si ordonata si abscisa 0.

Un reper cartezian xOy intr-un plan determina
impartirea planului in patru cadrane definite astfel:

I ={M(,y)|x>0,y>0},

I ={MG@,y)|x<0,y >0},

Il = {M(x,y)| x <0,y <0},

IV={M@,y)| x>0,y <0}

<V

Observatii: OTM X
y
I
o)
v
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Exemple:

a)

b)

1. In figura aliturati punctul A se afla
in cadranul I si are coordonatele 5 si
3; punctul B se afla in cadranul II si
are abscisa -2, iar ordonata 2; punctul
C de coordonate —4 si -3 se afld in
cadranul III, iar punctul D(4; -2) in
cadranul IV.

2. Punctul M(2x + 7, y — 3) este situat
in cadranul III dacd indeplineste
conditiile 2x + 7 < 0siy—-3 < 0,
adicd dacd x < —% siy < 3.

YA
A(5, 3)

__________________ 3
B-22)_ |, |
4 2 0 45 X
i Y B :
I L, D(4,-2)
C(-4,-3)

3. Punctul N(5 - x, y* + 1) avand ordonatay? + 1 > 0, V y € R, poate fi situat in
primul sau in al doilea cadran. Daca x < 5, punctul N apartine primului cadran, iar
dacd x > 5 punctul N apartine celui de-al doilea cadran.

xercitiu rezolvat

In reperul cartezian xOy se consideri punctul M(-3, 2).
a) Reprezentati In acest reper punctele M’ — simetricul lui M fata de Oy, M” — sime-

tricul lui M fatd de O, M"” — simetricul lui M fatd de Ox si scrieti coordonatele

acestor puncte.

Construim MA L Oy, A € Oy

= MA|| Ox, OA = 2; prelungim MA
dincolo de A cu AM’ = MA = 3.
Ducem M'B L Ox, B € Ox = AM’'BO
dreptunghi = M'B = AO = 2.

In concluzie, coordonatele lui M’ sunt
3 si 2. Analog se obtine M”(3, -2),
M (=3, -2);

Din AMAO = AM”CO (C.C.), unde
M"”C L Oy, Ce Oy, rezultd ca OM = OM”
si cd punctele M, O, M” sunt coliniare.

b) Aratati cd punctele M si M” sunt simetrice fata de originea O.
Rezolvare

M3, 2)

____________________ -

M (_3’ _2)

4
M"(3, -2)

<Y

1.2. Produsul cartezian a doua multimi

In cele ce urmeazd, reamintim si aprofunddm notiunile privind produsul cartezian.

Fie multimile A# &, B= J,ae Asib € B.
B Cu elementele a si b putem forma o multime ordonata (a, b) pe care o numim pereche.
Elementul a se numeste prima componenta, iar elementul b a doua componenta a

perechii (a, b).
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| pefinige

Perechile (a, b) si (o, B) se numesc egale daca si numai dacda = asib = B.
Scriem (a, b) = (o, B).

Exercitiu rezolvat

Determinati x, y € R, stiind ca (2,y + 1) = (x + 4, 6).
Rezolvare

_ 2=x+4 X =-2
(2,y+1)—(x+4,6)<:>{y+1=6 @{y=5 .

Observatie: (=2, 5) # (5,-2) in timp ce {-2; 5} = {5; —2}. Altfel spus, perechea este diferita
de multime.

| [oefintge |

Se numeste produs cartezian al multimilor A si B multimea tuturor perechilor
(a,b),cua e Asib e B. Se noteaza A x B. Avem:

AxB={(a,b)|ae Arbe B}

not.

Observatie: AXxA ={(a,b)|ac Arbe A} = A2

Exemple:
1. Dacd A = {a, b, c} si B = {x, y}, atunci y
AxB ={(a,x), (a,y), (b,x), (b, y), (c,x), (c, )}

2. Daca A = {0, 1}, atunci
A?=AxA=A(0,0),(0,1), (1,0, (1, D}
Tindnd seama de faptul ca oricérei perechi (x, y) € R? 0
1i putem asocia in mod unic in plan, raportat la un
sistem de axe ortogonale, punctul M(x, y) (si
reciproc), rezulta reprezentarea geometrica alaturata YA
a produsului cartezian A X A. 51--

3. DacdA =1[1,3]siB =[2,5],atunciAxB = {(x,Y) |
1 <x<3 A2<y<5}. Reprezentarea geometricad a
produsului cartezian A x B este suprafata dreptun- 9 4--
ghiului MNPQ. (Observatie: Dacd A siB ar fi fost inter- 1 EM

1

—a——-—-—----9
<Y

vale deschise, atunci reprezentarea produsului
cartezian A x B ar fi fost suprafata dreptunghiului 0
MNPQ fara contur.)

I Y A
=Y

Exercitii (oral)
Studiati si reprezentati produsul cartezian A x B In cazurile:
a) A=R,B=R;b)A=R,B={0}; c)A={0},B=R.
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Notatie
Dacd A este o multime finitd vom nota numaérul elementelor sale cu n(A) sau |A| sau
card A.

Observatie: Dacd |A| = m si |B| = n, atunci |[AxB| =m-n.

1.3. Drepte in plan de formax =msauy = m, m e R

Reprezentand in plan punctele M (2, -3),
M,(2,0), M,(2, 2), M,(2,4) observidm c, datoritd Y4 x =2
faptului céd au aceeasi abscisa 2, acestea sunt situ-
ate pe o dreaptd paraleld cu axa Oy, dusd prin
punctul M, (2, 0). Aceasta dreaptd este formata din
toate punctele M(2, y), ¥ € R, si i se asociaza
ecuatia x = 2.

Reprezentand in plan mai multe puncte cu
aceeasi ordonatd, cum ar fi N (-2, 3), N,(0, 3), YA
N,(4, 3), N,(5, 3), observam cd acestea sunt situ- 3 y=3
ate pe o dreapta paraleld cu axa Ox, dusé prin N,.

Tragem concluzia ca toate punctele de forma
N(x, 3), x € R, se afla pe dreapta paralela cu Ox,
dusa prin punctul N, (0, 3). Asociem acestei drepte >
ecuatiay = 3. 0 X

In general, pentru un numir m e R, avem:

B dreapta care este reprezentarea geometrici a multimii {(m, y) | y € R} are ecuatia
X = m, este paraleld cu Oy si trece prin punctul de coordonate (m, 0);

B dreapta care este reprezentarea geometrica a multimii {(x, m) | x e R} are ecuatia
y = m, este paraleld cu Ox si trece prin punctul de coordonate (0, m).

Dacéd reprezentdm intr-un reper cartezian YA
dreptele d , de ecuatie x = m, sid,, de ecuatiey = n,
. T ’ ] 0, n) y=n
punctul de intersectie a dreptelor d, si d, este
punctul M(m, n). M(m, n)
@) (m,0) x
X=m
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2. Functii

2.1. Notiunea de functie

Notiunea de functie a devenit familiard matematicienilor pe la sfarsitul secolului al
XVI-lea si inceputul celui de-al XVII-lea, o datd cu cercetdrile lui Neper, Descartes si Fermat.
Termenul de functie apare in lucrdrile lui Leibniz, In anul 1694. Trebuie sa evidentiem
insa faptul ca matematicienii au folosit corespondenta dintre méarimi incd din antichitate.
Ideea de functie s-a clarificat treptat, in secolul al XVII-lea prin lucrérile lui Leibniz si
Newton, astfel incat pe la sfarsitul secolului al XVII-lea, Jean Bernoulli, elevul lui Leibniz,
a introdus pentru prima datd in terminologia matematica definitia notiunii de functie si,
in acelasi timp, simbolul pentru desemnarea functiei de o variabild reald. Lui Leonhard
Euler, elevul lui Jean Bernoulli, {i apartine simbolul f(x), introdus in anul 1740.

ey o]

Fie A si B doud multimi nevide. Prin functie definitd pe multimea A cu valori
in multimea B se intelege orice lege f (procedeu sau conventie etc.) prin care
oricdrui element x € A i se asociaza un unic element, notat f(x), din B.

Multimea A se numeste domeniul de definitie al functiei, iar multimea B se
numeste codomeniul (domeniul valorilor) functiei.

f
O functie definitd pe A cu valori in B se noteazd f : A —» B sau A — B si se citeste
f definit pe multimea A cu valori in multimea B.

xercitiu rezolvat

Fie multimile finite A = {a, b, ¢}, B = {1, 2, 3, 4} si corespondentele indicate prin
sageti din figurile a)—f). Care dintre corespondentele date defineste o functie pe A
cu valori in B?
Rezolvare

Evident, schema din figura a defineste o
functie definitd pe A cu valori in B,
deoarece oricarui element din A fi
corespunde in B un element si numai
unul; schema din figura b nu defineste o a
functie deoarece elementului b € A 1i
corespund in B elementele 2 si 4; schema
din figura c defineste o functie constanta
deoarece f(a) = f(b) = f(c) = 3 si avem
f(A) < B; schema din figura d nu
defineste o functie deoarece elementul
¢ € A nu are imagine in B; schema din
figura e defineste o functie si avem
f(A)  B; schema din figura f descrie o func-
tie definitd pe A cu valori in multimea A.
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Retineti! O functie este determinatd de trei elemente:
B domeniul de definitie A;
B multimea 1n care functia ia valori B;
B legea de corespondenta.

Slbsfine

Fief:A — B o functie. Dacd x este un element oarecare din A, iary este elementul
f(0), atuncivom scrie y = f(x). Aceastd egalitate se numeste dependenta functionala
asociata functiei f, iar x se numeste variabila sau argument.

2.2. Modalitati de a descrie o functie

Functiile pot fi definite in mai multe moduri, dar, de fiecare datd, indiferent de modul
cum este descrisa functia, trebuie s precizdm cele trei elemente care o caracterizeaza.
2.2.1. Functii definite sintetic

O functie f : A — B poate fi definita precizand pentru fiecare element din A ce element
i se asociaza din multimea B.

Exemplu:
FieA={1,2,3,4},B={qa,b,c,d,e}. Definimf:A—>B
astfel: f(1) = a, f(2) = b, f(3) = b, f(4) =d. A

Legea de asociere a acestei functii poate fi reprezentata
printr-o diagrama Venn Euler, ca cea de alaturi, sau
printr-un tabel, ca cel mai jos:

A | o1 2 3 4

B | a b b d

2.2.2. Functii definite analitic

O functie f : A — B poate fi definita specificAnd o proprietate (sau relatiile) ce leagd un
element oarecare x din A de elementul f(x) din B.

Exemple:

1. Consideram functia f: R — R, f(x) = x°, care asociaza fiecarui numar real x cubul
sau, x3.

2. Dandu-se o formula (sau o expresie algebricd) E(x), putem sa-i asociem o functie
sau mai multe functii care vor avea domeniul si codomeniul submultimi ale lui R.
De exemplu, fie expresia E(x) = x> + 4. Putem defini functia f : R — R astfel incat
fO) =x*+ 4.

Dar putem asocia aceleiasi expresii E(x) = x> + 4, functiag: Z -> R, g(x) = x> + 4,
care este diferitd de functia f definitd mai sus, deoarece cele doua functii nu au
acelasi domeniu de definitie.

In concluzie, unei expresii sau formule i se pot asocia mai multe functii.
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Cand definim o functie cu ajutorul unei expresii algebrice trebuie s punem conditii
astfel Incat expresia respectiva sa aiba sens pentru orice element din domeniul de definitie.

Exemplu:
Dacda E(x) = i—jg , acestei expresii 1i putem asocia functia f: R\ {3} - R,
fOo) = i—irg ,darnusifunctiag: R > R, glx) = ;—J_rg , deoarece expresia

E(x) nu are sens pentru x = 3.

O functie definita prin mai multe formule se numeste functie multiforma.
Exemplu:

x—-3, daca x <1

Functiaf: R — R, definita prin f(x) = x2+1,daci1< x <5 esteo functie definita
%, dacd x > 5

cu ajutorul mai multor formule, adicé o functie multiforma.

In cazul unei functii multiforme trebuie sd avem in vedere faptul cé fiecare dintre formule
este valabild pentru o anumitd submultime a domeniului de definitie, iar doua dintre
formule nu pot fi folosite pentru determinarea imaginii unuia si aceluiasi element.

2.3. Functii egale

Totme

Fie A, B, A’, B’ multimi nevide. Doua functiif: A — Bsig: A’ — B’ se numesc
egale dacd si numai dacd A = A, B = B’ 5i f(x) = g(x), V x € A.

Dacd exista cel putin un element x € A astfel incat f(x) # g(x), atunci functiile
fsi g nu sunt egale si se noteaza f # g.

Exemplu:

1. Functiilef,g: R > R, f(x) =x*>-3x + 2, g(x) = (x-1)2(x + 2) sunt egale intrucat
au acelasi domeniu de definitie, acelasi codomeniu si f(x) = g(x), V x € R.
x -4, x e{2,3}

2. Fie functiile f: {2, 3, 4, 5} - {-2,-1, 8, 12}, f(x) = {xz 5x 412, x € {4.5) si

x* -4x+2, xe{2,3}

4x-8, xe{4,5}"
Se observa cd f si g au acelasi domeniu de definitie, acelasi codomeniu si
f2) = g(2), f(3) = g(3), f(4) = g(4), f(5) = g(5). Prin urmare, f = g.

3. Fie functiilef,g:A > R, f(x) = SX—4 gl = 25x—+4 . Se constata ca nu exista

241’ X +x+1

5x—-4 5x+4
2 3
x“+1 X +x+1

g:{2,3,4,5} > {-2,-1, 8,12}, glx) = {

nici o submultime A c R astfel incat f = g, deoarece ,VxelR.

Asadar, f # g.
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2.4. Prelungirea si restrictia unei functii

Floeimige

Fie o functief: A > BsiX c A.

Functia g: X — B, g(x) = f(x) pentru orice x € X, se numeste restrictia functiei
fla submultimea X.

Functia f se mai numeste prelungirea functiei g la multimea A.

Exemplu:

Sa consideram functiile: f: [-1, 1] > R, f(x) = V1-x* ,sig: R > R,
\/1 x? , pentru x € [-1,1]

() =
& 2, pentru x e R\[- 11]
Functia f este, in acest caz, restrictia la intervalul [-1, 1] = {x e R|-1<x <1} a
functiei g, iar g este prelungirea la multimea R a functiei f.

2.5. Graficul unei functii

esgme ]

Fie o functie f : A — B. Se numeste graficul functiei f multimea

G, = {(x, f()) | x € A}

Observatii:
1. Graficul G, este independent de codomeniul B §i G, c A x B.
2. Un punct I(/[ (., B) € A x B apartine graficului G, dacd o € A si B = f(o). Putem scrie

G =1{(o,p)| (o, B) e AxB, B = flo)}

Exemplu:
Fie functia f : A — B definitd prin diagrama alaturata.
Graficul functiei f este multimea

G ={(a D), b, D), (c,2)}.

2.6. Imaginea si preimaginea unei functii

|| pefinitie

Fie functia f : A — B. Multimea tuturor valorilor pe care le ia functia se
numeste imaginea functiei si se noteaza Imf. Putem scrie:

Imf = {y € B| 3 x € A astfel incat f(x) =
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Observatie:
Se observa cd Imf este o submultime a codomeniului. Deci, se impune a se face distinctie
intre codomeniul B (multimea in care functia ia valori) si multimea valorilor functiei,
care este Imf.

Exemple:
1. Fief:42, 3,4} —> {6,9,12, 15, 18}, f(ox)) = 3x.
Avem Imf = {f(2), f(3), f(4)} = {6, 9, 12} c B, dar Imf # B.

2. Functiaf: R > R, f(x) = -2 are Imf = {-2} ¢ R.
3. Functiaf: R > R, f(x) = x + 1 are Imf = R.

e ]

Daca X este o submultime a lui A, notam cu f(X) multimea valorilor pe care
le ia f(x) atunci cand x € X. Multimea f(X) se numeste imaginea multimii X
prin functia f. Putem scrie:

fX) = {y € B| 3x e X astfel incat f(x) = y}

Exemple:

1. Consideram functia f: R —» R, f(x) = 3x. Fie X = {2, 4, 6, 8}.
Avem f(X) = f({2, 4, 6, 8}) = {f(2), f(4), f(6), f(8)} = {6, 12, 18, 24}.

2. Fiefunctiaf: A — {a, b, ¢, d, e}, cuA = {1, 2, 3, 4}, definita prin tabelul:
x |1 2 3 4
f) | a b c e

Avem f(A) = f({1, 2, 3, 4}) = {f(1), f(2), f(3), f(D)} = {a, b, ¢, e} = Imf.

| pefinitie

Fie functiaf: A — B si C c f(A) o submultime a multimii valorilor functiei f.
Multimea {x € A| f(x) € C} se numeste preimaginea multimii C prin functia f.

Observatie:
Preimaginea multimii C prin functia f este o submultime a domeniului de definitie al
functiei f.

Exemple:

1. Fie functia f: {0; 1; 2; 3} — {-8; -6; —4; -2; 0; 2}, f(2) = —2x.
Fie multimile C = {-6; —4; -2; 0}, D = {-4; 0}, E = {-4; -2; 0}. Obtinem ca:
m {0; 1; 2; 3} este preimaginea multimii C prin functia f;
m {0; 2} este preimaginea multimii D prin functia f;
m {0; 1; 2} este preimaginea multimii E prin functia f.
2. Fie functia f: [-2; 2] - R, f(x) = x— 1. Preimaginea intervalului [-1, 0] prin functia

feste intervalul [0; 1] deoarece {x € [-2; 2]| f(x) € [-1; 0]} =
={xe [-2;2]] -1<x-1<0} = {xe [-2;2]] 0<x<1} = [0; 1].
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2.7. Functia identica

| pefinitie

Functia 1, : A — A, definita prin 1,(x) = x pentru orice x € A se numeste
functia identica a multimii A.

Exemple:

1. Functia 1, : R = R, 1,(x) = x pentru orice x € R, este functia identicd a multimii
numerelor reale.

2. Functiae:{1,2,...,n} > {1, 2, ..., n}, definitd prin e(i) = i pentru oricei € {1, 2, ..., n},
unde n € N*, este functia identica a multimii {1, 2, ..., n}.

2.8. Lecturi grafice

Pentru prezentarea unor fenomene, tendinte din natura si societate, de multe ori se
recurge la o reprezentare geometrica a graficului fenomenului sau procesului respectiv.
Pentru simplificarea limbajului (si dacd nu existd pericol de confuzie) vom numi
reprezentarea geometrica a graficului tot grafic. Studiind graficul putem sa Intelegem
comportamentul unei functii chiar si fira sa analizdm in amanunt toate corespondentele
pe care functia le realizeaza.

Exemple:
1. Graficul aldturat prezinta rezultatele

unei probe de evaluare la matematica ell\i:r\}i“

la sfarsitul semestrului I. Pe axa

orizontala au fost (reprezentate) 10 7=y

fixate notele, iar pe axa verticala 8+

numadrul de elevi. Lo ] -

De pe grafic citim unele informatii

precum: ol A— N

B nota 6 a fost luatd de 4 elevi; 2 ':::““[“1 """ T “:|'“]

B nota obtinutd de cei mai multi ! — >
elevi a fost 7, iar cea obtinuti de 3 456 7 8 9 10Not

cei mai putini a fost 3;
B sunt mai multi elevi care au luat note de la 7 la 10 (10 + 6 + + 3 + 2 = 21) decat
cei care au luatnotesub7 (1 + 2 + 3 + 4 = 10 elevi).

2. in figura urmitoare este redat prin grafic modul cum un autoturism a parcurs 400 km
in intervalul de timp de la ora 5 la ora 12. Pe axa orizontald (axa absciselor) este
reprezentat timpul, iar pe axa verticald (axa ordonatelor) distanta exprimatd in km.
Graficul ne oferd observatii precum:

B plecarea s-a facut la ora 5;
B pand la ora 7 fusesera parcursi 150 km si incepand cu ora 7 face o pauzi de o
jumatate de or3;
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B in primele doué ore a

- . km A

mers cu viteza medie 400 -
150-0 1
v=—— =75km/h; 350
7-=5 300 1

B traseul este strabdtut cu 250 -
doud pauze: una de o 200 1

jumaétate de o ord intre
orele 7si7:30sialtadeo
ord intre orele 9 si 10.

150 1
100 1
50 1

O -mmmmmmmmm e

10 11 12 ora

3. Fiefunctiaf: R > R, f(x) = |x-2]| + 1, care se mai
x-1, x=22

-x+3, x<2

carei grafic este prezentat in figura aldturata.

Desprindem urmatoarele caracteristici:

B functia este descrescatoare pe intervalul (—ee, 2]
si crescdtoare pe intervalul [2, +o0);

B are toate valorile mai mari sau egale cu 1, deci
Imf = [1, +); In concluzie, functia este
marginitd inferior de valoarea 1 si nemadrginita superior;

B jmaginea geometrica a graficului este constituitd din doud semidrepte [AC si
[AB (se prezintd sub forma unui unghi drept), unde A(2; 1), B(3; 2) si C(0; 3);

B graficul este simetric fatd de dreapta de ecuatie x, = 2.

Intr-adevar, considerand doua valori x, six, simetrice fatd de x, = 2, de exemplu,
X, =2-msix, =2+ m,me R, m > 0, functia are valorile:

-pentrux, =2-m<2=f(x)=-x, +3=-2-m)+3=m+1;
-pentrux,=2+m>2=f(x)=x,-1=2+m-1=m+ 1.

Rezulta f(x)) = f(x,) =m + 1.

poate scrie si sub forma f(x) = { al

4. Considerdm functiaf: (0; +e) —» R, f(x) = 1 ,al
carei grafic este prezentat in figura aléturatg.
Se observa cd daca x creste foarte mult (spre +oo),
punctele graficului G, ,se apropie“ din ce in ce mai
mult de axa Ox fara, insa, a o intersecta. Spunem
cd axa Ox (sau dreapta y = 0) este asimptotd
orizontald (la +e) pentru graficul functiei f.
Asemanator, daca x ia valori cat mai apropiate de
valoarea 0, graficul functiei ,,se apropie“ din ce in
ce mai mult de axa Oy (fird a o intersecta). Spunem
cd axa Oy (sau dreapta x = 0) este asimptotd
verticald (la dreapta) pentru graficul functiei f.
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Din grafic mai citim despre functia f urméatoarele insusiri:

B este descrescitoare;

B f(x) >0,Vxe (0, +);

B nu intersecteaza axele de coordonate;

B este marginitd inferior de O si nemarginitéd superior, adicd Imf = (0, +0);

B esteimpard, f(-x) = L _ _l =—).
-X x

Observatie: Dacd prelungim functia

datd f la functia g : R\ {0} —» R, data

YA

prin g(x) = 1, atunci graficul functiei feob-- A
x

aratd ca In figura aldturata si este sime-
tric fata de origine. Pe intervalul (—es, 0),
functia g este descrescitoare. Observam
ca dreapta y = 0 este asimptota
orizontald pentru graficul functiei g atat
la +eo, cét sila —o. De asemenea, axa Oy
(dreapta x = 0) este asimptota verticala
pentru graficul functiei g, atat la stanga,
cat si la dreapta.

xercitiu rezolvat

Se considerd functia f: R — R, f(x) = x*® + x, al 7

cérei grafic este prezentat in figura alaturata.

Analizati graficul si precizati:

a) monotonia functiei f;

b) semnul functiei f;

c) punctele de intersectie ale graficului functiei 17
cu axele de coordonate;

d) imaginea functiei f;

e) paritatea functiei f;

f) daca functia are punct sau axa de simetrie.

Rezolvare

a) feste crescitoare pe R;

b) f(xX) < Opentruxe (—,0, | [ F—2
f) > 0 pentrux € (0, +o0),
f(x) = 0 pentru x = 0;

¢) graficul intersecteazi axele de coordonate in
punctul 0O(0, 0);

d) Imf = R;

e) Vxe Ravemf(—x) = (=) + (=) = 2 —x = -0 + x) = (%), deci feste impara;

f) graficul lui f este simetric fatd de punctul O(0, 0)

=Y

0 x

f=)=-f(x)

SN
A

[ L
=Y

102



Functii, lecturi grafice

Observatie: Orice dreaptd de ecuatie y = m intesecteaza graficul lui f intr-un singur
punct. Exemplu: y = 10. Punctul de intersectie dintre graficul lui f si aceastd dreapta
este solutia ecuatieif(x) =y =x*+x =10 +x-10=0x>-2°+x-2=0&
Sk-2(¢+2x+DH+(x-2)=0=x-2)*+2x+5)=0=x-2=0=x=2.
Ecuatia x* + 2x + 5 = 0 nu are solutii reale deoarece x* + 2x + 5= (x + 1)+ 4 > 0.

In concluzie, pentru x = 2 obtinem f(2) = 10, rezulta punctul M(2, 10) € Gf.

Exercitii propuse
1. Pentru fiecare dintre functiile definite pe R cu valori in R reprezentate grafic

Exercitii propuse

mai jos, precizati:
a) monotonia; b) semnul;

c) coordonatele punctelor de intersectie a graficului cu axa Ox si cu axa Oy.

YA YA

3 2
-2 )
3N\ x 9] X

ol

YA YA

]

-3

2. in figura aliturati este repre-
zentata grafic functia
£ [0, +0) > R, f(x) = Jx .
Precizati urméatoarele
caracteristici:
a) monotonia; b) Imf;
c) cititi (cu aproximatie) de pe
grafic:
i) f(2); ii) f(3);

iii) x pentru care f(x) = 0,5.

3. Figura alaturata prezinta gra-
ficul functiei parte fractionara
f:R >R, f(x) = {x}.

Analizati graficul si raspundeti

urmadtoarelor cerinte:

a) precizati semnul functiei;

b) precizati monotonia functiei;

c) ardtati ca functia este periodica
si determinati perioada.

5

|

N

|

—

@)

—_

C) A
w

=V
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3. Functii numerice.
Operatii cu functii numerice

B

O functie f : A — B pentru care A, B c R se numeste functie numerica sau
functie reald de argument real.

Exemple:
Urmaétoarele functii sunt functii numerice:
1. f: RS> R, f(x) =x+ 3; 2.f:[1, +0) > R, f(x) = vx-1;

3. fi1[-0,0) > R,f0) =3x-1; 4.f:[-2,2] >R, ) = v4—x>.

3.1. Operatii cu functii numerice

Cu functiile numerice se pot realiza aceleasi operatii care se pot realiza si cu numere,
rezultatele fiind tot functii numerice.

| pefinitle

Fie functiile numerice (saureale) f: A > Rsig:A—>R,AcR.

1. Functias =f+ g:A— R, s(x) = f(x) + g(x), pentru orice x € A, se numeste
suma dintre functia f si functia g.

2. Functiad =f-g:A > R, d(x) = f (x) — g(x), pentru orice x € A, se numeste
diferenta dintre functia f si functia g.

3. Functiap =fl1g:A > R, p(x) = f(x) - g(x), pentru orice x € A, se numeste
produsul functiilor f'si g.

4. Functiah = g (A >R A = fE ;,pentruorlcexeA ={xeA| gb) =0},

se numeste catul functiilor f si g.

3.2. Graficul unei functii numerice
Graficul unei functii numerice f: A — R, A < R este multimea G = {0, fO | x € A}.

Observatii:
1. M (a, b) € G, dacd si numai daca b = f(a).
2. Putem scrie G {(a, b) | ae A; b = fla)}.
3. Putem reprezenta geometric graficul unei functii numerice prin raportarea acestuia
la un sistem de coordonate, adica asociind fiecdrui element al graficului functiei un
punct din plan.
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Multimea {P(x,y) € R | (¢, y) € G} se numeste reprezentarea geometrica a

graficului functiei f; pentru simplificarea limbajului (si dacé nu exista posibilitatea

unei confuzii) aceastd reprezentare geometricd se numeste tot graficul functiei f.
4. Orice paraleld la axa Oz taie graficul functiei f in cel mult un punct.

Exemplu:
Fie functia datd prin tabelul urmaétor: VA
x | -1 0 1 2
5t------ *
feo | 31 2 5 4l

Graficul functiei este multimea:
Gf = {(_15 3)7 (O) 1)7 (1: 2)) (27 5)}'

T

' olmy
Reprezentind perechile de numere din G, intr-un sistem : 17

1

de coordonate carteziene, obtinem 4 puncte din plan
(figura aldturatd). Prin urmare, reprezentarea geome-
tricd a graficului functiei f este formaté din patru puncte.

NG Y

@)
[ S —
=V

3.3. Intersectia graficului cu axele de coordonate
Fief: A — R, A c R o functie numerica.

B Intersectia cu axa Ox este multimea G, N Ox = {(x, f()) | f(x) = 0}. Deci, pentru
a determina intersectia graficului cu axa Ox trebuie sd rezolvam ecuatia f(x) = 0, x € A.

B Intersectia cu axa Oy este multimea G, N Oy = {(0, f(0) | 0 e A}. Deci, pentru a
determina intersectia graficului cu axa Oy trebuie sa verificdm daca O € A si apoi, dacd 0 € A,
sé calculdm f(0); dacd 0 ¢ A, atunci intersectia graficului cu axa Oy este multimea vida.

Exemplu:
Fie functiaf: (-4, 5) »> R, f(x) = =x + 1.
Intersectia graficului cu axa Ox este Gf N Ox = {(1; 0)}, deoarece ecuatia f(x) = 0 are
solutia x = 1.
Intersectia graficului cu axa Oy este multimea G, N Oy ={(0; D}, deoarece 0 € (—4; 5)
sif(0) = 1.

3.4. Functii marginite

oot

FieAcRsif:A — R o functie numerica si m, M € Imf.

Numarul m se numeste minim al functiei f dacd f(x) >m , V x € A.

Numaérul M se numeste maxim al functiei f dacd f(x) <M, V x € A.

O functie f: A — R se numeste marginita daca existd m, M € Imf astfel incat
m<f) <M, V xe A
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3.5. Functii pare si functii impare

Fie A c R o submultime simetrica fata de origine (adicd Vxe A = —x € A)
sif: A — R o functie reala.

B fse numeste functie para daca f(—x) = f(x), V x € A.

B fse numeste functie impara dacd f(-x) = —f(x), V x € A.

Exemple:

1. Fiefunctiaf: (-0, 1] U [1,) - R, f(x) = |x|- x% =1 .Luim xe (~o0,-1] U [1, +0)
siavem —x € (—o0, =11 U [1, o0); f(=x) = |-x|" \/(—x)2 -1 = |x| N = f(x), deci
f este para.

2. Functiaf: R — R, f(x) = x° este impara deoarece f(-x) = (=x)® = - x* = —f(x),
Vxe R.

2
3. Functiaf: R > R, f(x) = xz T nu este nici para, nici impara.
X+

3.6. Simetria graficului unei functii fata de drepte de forma
x = m, m € R, sau fata de puncte oarecare din plan

3.6.1. Simetria fata de origine

Fie functia f: A — B. Multimea G, = {(x, f(x)) | x e A} ¢ R xR este graficul functiei.

Un punct P(a, b) € R xR este punct de simetrie pentru graficul functiei f daca pentru
orice M € G., simetricul M” al lui M fata de P apartine lui G, .

Altfel spus, P(a, b) este punct de simetrie pentru graflcu[l functiei f daca, pentru orice
x e A, avem:

B 2aq-x e A (punctul a € R este punct de simetrie pentru multimea A c R);

B f(2a-x) = 2b - f(x).

In particular, originea O(0, 0) este punct de simetrie pentru G, daca pentru oricexe A
avem —x € A sif(—=) = —f(x). In acest caz se spune ci functiaf: A —>é este impara si ca G, este
simetric fata de originea O.

3.6.2. Simetria fata de axa Oy

Axa Oy, de ecuatie x = 0, este dreapta de simetrie pentru G, daca, pentru orice x € A,
avem -x € A (O este punct de simetrie pentru A) si f(—x) = f(x)
In acest caz se spune ca functiaf: A — B este paré sicd G, este simetric fata de axa Oy.

3.6.3. Simetria fata de o dreapta paralela cu Oy

Dreapta d Il Oy, de ecuatie x = a, este dreapta de simetrie pentru graficul functiei f
dacd pentru orice M € G simetricul M al lui M fata de dreapta d apartine lui G,. Altfel spus,
X = a este dreaptd de simetrie pentru graficul functlel fdaca, pentru orice x € A, avem:

B 2a-xe A (punctul a € R este punct de simetrie pentru A c R);

B f(2a-x) = f(x).
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3.7. Functii monotone

Fie A si B submultimi ale lui R si functia numerici f : A — B. in cazul unor functii
numerice ne intereseaza ce se Intampld cu sirul valorilor corespunzétoare ale functiei,
dacd vom considera un sir oarecare strict crescator sau strict descrescator de valori ale lui
x din submultimea A” a lui A.

| pefinigie

Spunem ca f este strict crescitoare (respectiv crescatoare) pe multimea A’
daca pentru orice x;, x, € A’, x; < X,, are loc inegalitatea f(x;) < f(x,) (respectiv

f(x1) Sf(xz))-

Cu alte cuvinte, dacd argumentul x ,creste“ de la x, la x,, atunci si valoarea functiei
~creste” de la f(x,) la f(x,).

oeimge

Spunem ca functia f este strict descrescatoare (respectiv descrescatoare) pe
multimea A” dacd pentru orice x;, x, € A’, X; < X,, are loc inegalitatea f(x;;) > f(x,)
(respectiv f(x;) = f(x,)).

Daca functia f este strict crescatoare sau strict descrescatoare pe A" spunem ci este
strict monotona pe A’.
Analog, functia f este monotona pe A" dacd este crescatoare sau descrescédtoare pe A”.
Exemple:

1. Functiaf: {0, 1, 2} »> R, f(0) = 1, f(1) = 1, f(2) = 3 este crescatoare, deoarece
pentru orice x;, < x, din {0, 1, 2} avem f(x) < f(x,).

2. Functiaf: R — R, f(x) = —3x este strict descrescatoare, deoarece pentru orice x, < x,,

avem -3x, > -3x,, deci f(x,) > f(x,).
Observatii:

1. Despre functia crescatoare se spune ca ,,pastreaza sensul inegalitétilor”, adica in cazul
cand f : A — B este crescatoare, atuncix, <x, < f(x,) <f(x,), ¥ x,, x, € A. Spre deosebire
de functiile crescatoare, functiile descrescétoare ,,schimba sensul inegalitatilor”, adica
dacd f: A — B este descrescatoare, atunci x, <x, < f(x,) 2f(x,), V x,, x, € A.

2. Putem studia monotonia unei functii numerice cercetand semnul raportului

x1)— f(x .

fe) = flxp) ,unde x, x, € A, x, #X,. Deci:

Xp =Xy

fOx) = f(xy)
Xp =Xy

fOx) = f(x3)

Xy =X

B feste crescatoare < 20,Vx,x, €A x #X,;

B feste descresciatoare < <0,Vx,x, €A, X #X,;
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fle) = f(x3)

B feste strict crescidtoare < >0,Vx,x, €A x #X,;

Xp =Xy
B feste strict descrescédtoare < M <0,Vx,x,€AXx #X,
Xp =X
Exemplu:
2
Fief: [1, ) > R, f0) = £ 2; L Studiem monotonia acestei functii.
2 2 2 2
xi-1 x5-1 X{ Xy —Xo —X5X] + X
A _ _ X _ X _ XiXo =Xy m XXy +X _
vem flx,) = flx,) 2x; 23, 2x, X,
_ X000 —x)+ 00 —xp) O —x) (g x, +1)
2x;%, 2x;%,
fO)—flx) _ xxp +1

Deci

> 0, deoarece x., x, € [1, +o0).
X — Xy 2x7%, ’ 2 ’

Prin urmare, functia f este strict crescdtoare pe [1, +oo).

3.2. Functii periodice

Moetge

Fief: A —> R, A c R,o functie. Functia f se numeste periodica daca 3 T € A,
T # 0, astfel incat f(x + T) = f(x), V x € A.

Numaérul T, dacé existd, se numeste perioada functiei f.

Cel mai mic numar cu aceastd proprietate se numeste peroada principala
a functiei f.

Exemplu:

. 2004, xe R\ Z o L
Functiaf: R - R, f(x) = 3. xeZ este periodicd si are ca perioada

orice numar intreg nenul.

Contraexemplu:

Functiaf: R — R, f(x) = 2x + 3 nu este periodica.
Demonstratie
Presupunem cé f este periodica cu perioada T > 0.
Atunci fx + T) =2(c+ T) + 3 =2x + 2T + 3.
Conditia de periodicitate: f(x + T) = f(x) & 2x+ 2T+ 3=2x+3 < T =0,
contradictie.

108



Functii, lecturi grafice

4. Compunerea functiilor

Coefnige

Fie A, B, C trei multimi nevide si functiile

f:A— B sig:B— C (putem scrie A i) B E) 0).

Functia h : A — C definitd prin h(x) = g(f(x))
pentru orice x € A se numeste compunerea
functiilor g si f si se noteaza h = g o f.

Exemple:

1. Fie functiile f : {x, x,} — {y,,¥,, y,}, definitd prin y, = f(x)), y, = f(x,), si
&V Yy Yot = {2, 2, 2, 2,}, definitd prin g(y)) = 2z, g(,) = z,, 8(v,) = 2.
Atuncigof: {x, x,} = {2, 2,, 2,, z,} este definita prin (g o f) (x) = g(f(x))) =gl =z,
@ °N) = g(flx) = g(,) = 2,

2. Fie functiile f, g : R — R definite prin f(x) = 3x + 2 5i g(x) = x2 pentru orice x € R.
Deoarece domeniile si codomeniile celor doud functii sunt R sunt posibile compunerile
fog gof fofsigeg. Avem functiile:
gofiRo R, (goHM) =g(f()) = (fOx))2 = Bx + 2)2 =9+ 12x + 4;
feg:R-oR, (fog)l) = flglx)) = 3g0) + 2 = 3x* + 2;
fofiRSR, foHO) =fF0)) =3f(x) +2=3Bx+2)+2=9x+8§;
g8 :RoR, (go8)0) = ggl)) = gl)) = gGI)?* = ()? = x*.

3. Fiefunctiaf: R - R, f(x) = {_i’ );ee% \Q " Atunci exista functia f o f.

) _ _ ] fG), foeQ@  _
fof R R Gepw =ifey = { 00 SR,
x, xeQ, fG)=xeQ
-x, x eR\Q, f(X)=-x€Q _|x, xeQ
-x, xeQ, f(x)=x eR\Q {x, x eR\Q
—(-x), x eR\Q, f(x)=—x eR\Q
Rezultd fof=1,.

xercitiu rezolvat

Fie functiile f, g : R > R, date prin expresiile:

_ [ 2x+1, xe(-»,3] . _ ] -5x -2, x e(-x,1]
fo) = 4x-20, x €(3,+) sigl) = { —x+9, xe(,+0)
Determinati functia g o f.

Rezolvare

=x,Vxel

Metoda L gof: R - R, (g0 N = g(f0)) = {j{i’)ﬂ‘gz ]{((J’:)) 5=
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-fO)+9, (x>0/\x£3)v(x>

)

4

_5£(x)-2, x € (—,0]U (3, 2l

—f(x) +9, xe(o,?,]u(%

Metodaall-a.gof:R >R, (gof) (x) = g(f(x)) = {

Alcétuim tabelul de monotonie al functiei f.

X ‘—oo 0 ?:‘ % +00
| o1l T, s

’m) | -x+D+9,
—-(4x-20)+9, xe(

-5f(0)-2, Cx+1<1Ax e(-0,3Dv(4x-20<1AXx>3) _
fO)+9, Cx+1>1Aax e(-0,3Dv(@x-20>1Ax>3)

—-5f(x)-2, (xSO/\XSB)v(xﬁ%/\x>3)

2/\x>3)
-52x+1)-2, x e (—»,0]
—5(4x—20)—2,xe(

21
3, 7
x € (0, 3]

21

]

4

=5f(x)-2, f(x)
-f00)+9, f(x)

-, +w)

<1
>1°

-52x+1)-2, x e (—0,0]

5f()-2, xe(0,000(3, 2| |-54x-20-2xe(3, 2]
—f0)+9, x €(0, 3]u(%,+oo) —2x+D+9, xe(0,3]
_@x+D+9, xe (% +oo)
-10x-7, x e (-x,0]
—2x+8, xe(0,3]
= {-20x+98, xe (3, %} :
-4x+89, xe (%, +oo)
A B
Proprietatile compunerii functiilor x >+ (%) A f,.B
1. Compunerea functiilor este asociativa. \ ho(go f)i o ig
f h D C 2
DaciA 5B 5 C > D, atunci \ & \4 D C
ho(gof) = (hog) of. hg(f00)) \g(f(x)
Demonstratie A B
Intr-adevir, exista h o (gof):A—>D, x oy f
21y 70 A J,B
(he(@e NG = h((g-NEI) = h(gf))), 5
(hog)of:A—>D,((hog) o) = D C (h°g)°fi“ ig
= (h o @) (f(x)) = h(g(f(x))) pentru orice \ \4 1)) D<h— C
x€A,deunderezultd ho (gof) = (hog) of. hg))
Din acest motiv are sens scrierea h(g(?(x)))

hogof=ho(gof) = (hog)of.
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2. Dacdf:A—B,atuncifol, =fA 1, of=f.
Demonstratie
Intr-adevar, fel,:A—B, (fol)() =f(1,x) =f(x), Vxe A
1,0f:A—=B, (1,200 = 1,(f()) = f(x), Vxe A.
Rezultdcd fol, =fsil of=f.

f g
3. Dacd A —»BsiC— D, atunci g o f are sens In cazul in care f(A) = Imf c C.

4. Este posibil ca fiind date doua functiif: A — B, g: C — D, g o f sd aibd sens, iar fo g sa
nu aiba sens.

Exemplu:
Pentru functiile f : [0, 1] — [2, 3], f(x) = x + 2, g: [2, 3] — [4, 9], g(x) = X2, are sens
gof:[0,11 >[4, 9], (g°H) = g(f(x) = (F0))? = (x + 2)?> = x*> + 4x + 4, dar nu are
sens compunerea functiei f cu g, deoarece Img = g([2, 3]1) = [4, 9] nu este inclus in
domeniul de definitie [0, 1] al functiei f.

5. Compunerea functiilor nu este comutativa.
Exista functiif: A — B, g : C — D astfel incat sd aiba sens go fsifog, dargof#gof.

Exemplu:
Pentru functiile f, g : R > R, f(x) = x + 251 g(x) = x?, avem
gofiR-R, (goN0) = g(fl)) = (F0))?* = (x + 2) = + 4x + 4;
fog:R-R, (fo)(x) = f(gl) = g + 2 =x2+ 2.
Cum (fog)(0) = 25i(gof)(0) =42, deducem cadfog#gof.

xercitii rezolvate

1. Fie functiile f: R — I:%,+oo:|,f(x) =x*+x+2sig:R->R, gb) =x+ 1.

Determinati f o g, dacd exista.
Rezolvare

Existih =fog:R — [%:"“”:I, a carei expresie se calculeaza astfel:
hC) =fgb)) =+ 1)*+ (x+ 1) +2=x*+ 3x + 4; deci h(x) = x* + 3x + 4.

2. Fie functiile f: [1, 400) 5> R, f(0) = x>+ 1sig: R - [1, ), g(x) = x* + 1.
Determinati f o g, dacd exista.

Rezolvare
Existdih = gof: R — [2,0), unde h(x) = g(f0)) = 02+ 1)2+ 1 =x*+ 22 + 2.

3. Fiefunctilef: R > R, f(x) =x + 2sig: R > R, gl) = x>+ 3.
Determinati f o g, dacd exista.
Rezolvare
Existah = gof: R—> R,datd prin (g N0 =g(f0)) = x+ 2> +3 =2+ 4x + 7.
3x+1,x<1 . _ JAx+3,x<-1
2+l x21 sig:R-R g0 = {2x+1,x>—1'

Determinati functia f o g, dacd exista.

4. Fie functiile f: R > R, f(x) = {
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Rezolvare
Evident, fog : R > R, (fo 2)(0) = f(g(x) = { 30 +1, g <1l _

(g(x))* +1, g(x) =1

12x +10, ¥ <—,x <L

6x +4, ¥ >—1,x <0 12x+10, xe (—oo,—1]
= | 2 e =1 6x+4,  xe(-1,0)

16x* +24x +10, x<—l,x 2—5 4x* +4x+2, xe[0, =)

k4x2+4x+2, x>—1,x =0

[ - -
*5. Inversa unei functii

Se considerd o multime oarecare A. Vom nota cu 1, : A — A functia definitad astfel:
1,(a) = a, (V) a € A. Reamintim cd o astfel de functie se numeste functia identica a
multimii A.

. Teorema

Fie A o multime si 1, functia sa identica. Atunci:
1. Pentru orice multime B si pentru orice functief: A — B, avem fo 1, = f.
2. Pentru orice multime C si pentru orice functieg: C - A,avem 1,0 g = g.

Demonstratie

1. Functiile f i fo 1, au acelasi domeniu si codomeniu. Pentru a avea egalitate intre
fo1,sifvatrebuisd ardtdm ca pentru orice a € A avem (fo 1,)(a) = f(a).
Intr-adevir, (fo 1)(a) = f(1,(a)) = f(a).

2. Funtiile 1, o g si g au acelasi domeniu si codomeniu. Va trebui sd ardtdm ca are loc
egalitatea 1, o g = g. Intr-adevar, V c e Cavem (1, 0 g)(c) = 1,(g(c)) = g(o).

| pefinitie

O functie f : A — B se numeste inversabila daca existd o functieg: B — A
astfel incat gof = 1,sifo g = 1. (@)

Se observa ca functia g definitd de relatiile (1) este unica. Pentru a demonstra acest
lucru folosim metoda reducerii la absurd.

Presupunem cd exista si o altd functie g’ : B— A astfel incat g’ o f =1, sifo g’ = 1,(2)

Atunci obtinem: g =1,0g = (g'cf)og=g"o(fog) =g -1 =g"

Prin urmare, functia g este unica.

Dacd f este o functie inversabild, atunci functia g definita de relatiile (1) care este unic4,
se numeste inversa functiei f si se noteaza f.

*Temele marcate cu asterisc sunt facultative.
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xercitiu rezolvat

Arétati ca functiaf: R\ {-1} >R\ {3}, f(x) = 3;;11

este inversabild si determinati

functia inversa.

Rezolvare

Fie y € R\ {3} oarecare; ardtam ca existd un unic x € R \ {-1}, astfel incat

fOx) =y. Intr-adevar ecuatia f(x) = y cu necunoscuta x se scrie succesiv:

1+y

3-y°

Se observa ca x obtinut are sens deoarece y # 3 si mai mult, x # -1, adicd x € R\ {-1}.
Asadar functia f este inversabild si inversa functiei f este:

FUERNA{3} > R\{-1},f'() =

3x-1
x+1

=yeodx-l=xy+yeo@B-y)x=1+yeox=

1+y
3-y

Exercitii propuse

1.

. Fief,g:R> R, f(x) =3x-4,gx) =

. Fiefunctiile f: R > R, f(x) = {

. Se considera functia f: R —> R, f(x) ={

Se considera functiile:

. _]2-3x,xe(-»0,2) . | ) x-1, xe(~»,0)
FiRoRf00 = { x-1, xe[2, +oo) HE RO = {23(—4, x [0, +o0)°
f

Determinatif + g,f—g, f-g si ra

. Efectuati compunerile f o g si g o f pentru functiile f, g : R — R definite astfel:
a) flx) =2x +4,g(x) =-3x + 2; b) f(x) = 2x + 4, glx) = x> + 5x + 1;
0 f) =, 800 = 4x =5, ) (9 = 2x- 1, g) = L.

. Pentru fiecare dintre urmétoarele functii h : R - R, determinati doud functii

f,g:R—> Rastfel iIncath = go f:

a) hGd) =3+ 2)2-2(x+2) +5;b) h() = (2x*-4)3% ¢c) h(x) = 5x* - 2x*> + 3;

ADh)=-02+x+1)2+202+x+1)-4;¢e) h(0) = (c2-4x + 3)5

) h() = 2(x-2)>+30c-2) + 1.

x+4
3

.Ardtaticifog=gof.

. Fie functiilef, g : R > R, date prin f(x) = 3x + 1, g(x) = -2xsi h(x) = —4x + 2.

Determinati functia fo g o h.

. Fieh:R—> R, h(x) = (x-1)(x-2)(3 —x)(4 —x). Determinati doud functii

f,g:R—> Rastfel incath = gof.
3x+lx<1 . _ [4x+3,x<-1
x2+1,x21,§1g.R—>R,g(x)— 2x+1, x>-1"
Determinati g o f.

x+1, x<0

l1-x. x>0 Determinati fof.
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9. Se considerd multimile A = R\ {2}, B = R\ {1} si functiile

f:A—>B,flx) = ﬁ,g:B%A,g(x) = 3-1

2x
-1

a) Determinati functiile f o g si g o f. b)* Precizati inversele functiilor f si g.

10. Arétati ca functiaf: N - N, f(x) = {

0, x par S TIR .
» X P este periodica avand perioada
1,x impar

principald egala cu 2.

11. Studiati paritatea sau imparitatea functiilor:

Exercitii propuse

a) frR>R,f)=x>+2x+1; b)f:[-3,4 >R, f(x) =x*>+1;
) f1R-R, flx) =5+ x; A f:R->R,f0) = |x*+ 2x2| + 1.

1, x>0

12. Arétati ca functia sgn (x) = { 0, x=0 este impard si marginita.

-1, x<O0

Functia sgn x se numeste signum de x sau semnul lui x.

Test de evaluare

[e] 1.
[20] 2.

[1p] 3.

(=1 K=] = Ko
ollt o o
a-d | k-] = =

Se considerd multimile A = {-1, 0, 1, 2}, B = {-2, 0, 1}. Reprezentati intr-un
plan raportat la un reper cartezian xOy produsul cartezian A X B.

Fie functiaf: {-1, 0, 1, 2} — {-2, 0, 1} definita prin f(-1) = -2; f(0) = 0;

f(1) =0, f(2) = 1. Reprezentati diagrama Venn Euler si apoi graficul functiei.

Reprezentati intr-un plan raportat la un sistem de axe ortogonale urmétoarele
perechi de puncte ordonate de numere reale A(-2, 1), B(-1, 2), C(0, 3),D(1, 4).
Definiti o functie care sd aibd ca grafic multimea perechilor ordonate de mai sus.

. Fie functia f: R — R, f(x) = |x|. Graficul functiei este unghiul cu varful in

originea sistemului de axe si avand ca laturi semidreptele ce sunt bisectoare
ale primelor doua cadrane. Realizand lectura grafica precizati:

a) multimea valorilor functiei;

b) monotonia;

¢) coordonatele punctului de minim,;

d) zerourile functiei;

e) axa de simetrie;

f) paritatea functiei;

g) numadrul de solutii ale ecuatiei f(x) = m; discutie dupa m € R;

h) multimea solutiilor inecuatiei f(x) < 1.

. Se considerd functilef, g: R > R, f(x) = {2x ~Lx<0 o) = {2x +1L,x<0

3x-2,x>0 3x+2, x>0

Calculatigofsifog.

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Functia de gradul intai

Obiectele si fenomenele din naturd depind unele de altele, astfel incat, de multe ori,
una dintre marimile ce caracterizeaza din punct de vedere cantitativ un fenomen este
complet determinatd de valorile celorlalte. Studierea acestor interdependente a aratat
necesitatea trecerii de la diferite dependente concrete la forma lor generald, cu care
opereazd teoria matematica. Astfel, legaturile dintre lungimea cercului si diametrul sdu,
dintre fortd si acceleratie, dintre dilatarea unei bare si cresterea temperaturii, dintre
cantitatea de materie prima folosita in procesul de fabricare a unui produs si cantitatea
fabricatd, toate acestea au ceva comun: reprezinta dependente direct proportionale. Ele se
pot scrie, matematic, cu ajutorul formulelor: L = n D; F = m - a; Al = [, - o - At, respectiv
Q = q - C. Aceste formule se pot reuni intr-una singura, de forma y = kx, relatie studiata
matematic, independent de interpretarea marimilor variabilelor y si x.

[
1. Definitia functiei de gradul intai si
reprezentarea geometrica a graficului

Fiea, b e Rsifunctiaf: R > R, f(x) = ax + b.

Dacd a # 0, atunci f se numeste functie de gradul intdi cu coeficientii a si b;
ax se numeste termenul de gradul intdi, iar b termenul liber al functiei.

Dacd a # 0 si b = 0, atunci f se numeste functie liniara (f(x) = ax).

Dacé a = 0, atunci functia f se numeste functia constanta (f(x) = b).

Ecuatia ax + b = 0 se numeste ecuatia atasata functiei f.

Exemple:
1. Functiaf: R — R, f(x) = 2x + 3 este o functie de gradul Intai.

2. Functia f: R — R, f(x) = 5x este o functie liniard, iar f : R - R, f(x) = 1 este o

2
functie constanta.
. Propozitie y &X«O
g . o a.q =
Reprezentarea geometricd a graficului functiei de %Qb
gradul intdi este o dreapta de ecuatiey = ax + b,
numita si dreapta solutiilor ecuatiei y = ax + b. O‘ i
Demonstratie

Fie (¢;, f0¢))), Oy, f5)), (s, f(X3)) trei puncte ale graficului.
f(xz)_f(x1) — f(x3)_f(x1) — f(x3)_f(x2)

Aratam ca =a,
Xy T X X3 =X X3 =X
de unde rezulti ca punctele sunt coliniare.
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CAPITOLUL 4

Deducem cd procedeul practic de a reprezenta grafic o functie de gradul intéi este
urmadtorul: atribuim lui x doud valori distincte x; si x,, calculam valorile corespunzétoare
flx;) si f(x,) si apoi reprezentdm punctele A(x;, f(x;)) si B(x,, f{x,)) in plan, obtindnd
astfel dreapta AB care este tocmai graficul functiei £.

Intersectia cu axele de coordonate
Fie functia de gradul intdi f: R > R, filx) = ax + b,a#0, a, be R.
B Intersectia cu axa Ox este multimea G;n Ox = {(x, f{x)| fix) = 0}. Rezolvand
ecuatia ax + b = 0, obtinem x = —g, deci G, Ox = {A(—S,O)} .

B Intersectia cu axa Oy este multimea G, Oy = {(0, f{0)| 0 € R} = {B(0, b)}.
Observatie: Cele doud puncte ale graficului functiei de gradul intai folosite pentru trasarea
dreptei care reprezinta graficul functiei se pot lua astfel incat s fie punctele
de intersectie a graficului cu axele de coordonate. Astfel, graficul functiei
f(x) = ax + b, a# 0, este dreapta AB neparalela cu axele de coordonate, de
ecuatie y = ax + b.

Exemple:

Reprezentati grafic functia f: R — R definita prin: y

a) f(x) =3x-5;b) (x) =-2x+ 1;¢) f(x) = 2.

Rezolvare T / d

a) Alcatuim tabelul de valori al functiei: : >
x = 0= f(0) = -5 = dreapta dde ecuatie y = 3x-5 o] 1 A(é, 0) X
intersecteazd axa Oy in punctul B(0, -5).

f(X)=0<:>3X—5=O<:>X=%:>

= dreapta dintersecteazd axa Oxin punctul A (%, 0) .
B(0, -5)
5}
X 0 3 &
) | <~ -5

b) f(0) = 1 = dreapta d de ecuatie y = -2x + 1
intersecteazd axa Oy in punctul B(0, 1). d y

o

—+co

(X)) =0 -2x+1=0x= % = dreapta d
O

intersecteaza axa Ox in punctul A(%, 0) . >
Alcétuim tabelul de valori al functiei: O‘ \ X
1
X 0 5 +
(%) +o0 1 0 —oo YA

¢) Alcatuim tabelul de valori al functiei:
X —o0 0 oo

fx) 2 2 2 [0}

Dreapta d de ecuatie y = 2 este paralela cu axa Ox.
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Functia de gradul intai

Exercitii propuse
5x+3, xe (-, 0]

1. Fie functia f : R — R, definita prin f(x) = _33’_ 4 ii g)’ ;}
4,  xe(5,)

Determinati f(-1), f(0), f(1), f(2), f(5) si f(6).

2. Reprezentati geometric dreptele de ecuatii:
aA)4x+y-6=0;b) 3x-y+4=0;0)x=1;
Dx=0e)x=-10Dy=1gy=0hy=1

3. Fie functiilef, g: R > R, f(x) = 3x-2,g(x) = 5x + 4.

Determinati functiile: f + g, f— g, fg, 3f, -5, g , % f2 &

)
(7]

3

Q . .. 10x-1,x<2 —-6x+4,x<5
[<) . . = 2 = > .
3.4 Fie functiile f, g : R —» R, f(x) {—3x+7,x>2’ ) {2x—9,x>5
"é- Determinati functiile: f + g, f— g, fg, 2f, —4q, g ) % f 2, gz.

%

w

[ ]

2. Monotonia si semnul functiei
de gradul intai

Referitor la monotonia functiei f(x) = ax + b, a # 0 are loc urméatoarea teorema:

. Teorema

Functia de gradul intdif: R — R, f(x) = ax + b, a # 0, este:
= strict crescatoare daci a > 0;
= strict descrescatoare daci a < 0.

Demonstratie

S ()= f(x)

Xy =X

Pentru a > 0 avem > 0, prin urmare functia este strict crescdtoare (vezi

S()— f(x)

Xy =X

capitolul 3), iar pentrua < 0 avem < 0, deci functia este strict descrescétoare.

Exemple:

1. Functiaf: R — R, f(x) = 2x — 4 este strict crescitoare deoarece a = 2 > 0.

2. Functiaf: R - R, f(x) = —x + 1 este strict descrescétoare, deoarece a = -1 < 0.
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In cele ce urmeazi vom stabili semnul functiei de gradul intai.

A stabili semnul functiei f : R - R, f(x) = ax + b, a # 0, Inseamna a determina
valorile lui x € R pentru care f(x) > 0 si valorile lui x € R pentru care f(x) < 0. Pentru
aceasta vom tine seama de monotonia lui f si de solutia ecuatiei atasate lui f.

Urmatorul rezultat stabileste ,regula“ dupa care se determind semnul functiei de gradul intéi.

. Teorema

Functia de gradul intéif: R — R, f(x) = ax + b, a # 0, are zeroul x = —% ,lar
semnul sdu este semnul contrar lui a pe intervalul (—oo, —%) , respectiv este

semnul lui a pe intervalul (—%, + oo) .

Demonstratie

A . < . b
Rezolvand ecuatia atasata ax + b = 0, obtinem x,, = -
Presupunem cd a > 0. In acest caz, functia este strict crescatoare, deci:

B pentrux < —g = f(x) <f(—g) = 0; asadar, Vx € (—oo,—g) ,avem f(x) <O,

adica semnul lui f este contrar lui a;
—g) = 0; asadar, V x € (—g, +z>o), avem f(x) > 0,
adicad semnul lui f este semnul lui a.
Analog se procedeaza 1n in care cand a < 0.
Pentru a afla semnul functiei de gradul intdi se parcurg urméatoarele etape:
B se afla solutia ecuatiei atasate;
B se alcatuieste un tabel cu semnul functiei.

B pentrux > —g = f(x) >f(

Exemple:

1. Pentru a studia semnul functieif: R —» R,
f(x) = 2x - 6, vom determina zeroul functiei Y4
rezolvand ecuatia atasatd. Avem 2x—6 = 0
=x=3. 0
Tabelul de semn al functiei este: I

X | —oo 3 +oo
foo | ——— 0+ ++
Prin urmare avem:
f&x) < 0o xe (—,3); (0, -6)
fo) =0 xe 3% /
f0) > 0 xe (3, +).
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Functia de gradul intai

2. Studiem semnul functieif: R —» R,
fG) ==+ 2.
Cum ecuatia atasata are solutiax = 2sia=-1 <0,
0 ; . g ©0,2)
tabelul de semne al functiei f este:

X | —o0 2 +oo : >
O |+ ++ 0 ——— O‘ Noox

Decif(x) > 0o xe (-, 2);f(x) =0 xe {2};
f) <0 xe (2, +0).

Prin urmare, enuntul teoremei referitoare la semnul functiei de gradul intéi se poate
schematiza in urmaétorul tabel de semne:

X 4o

—o0 —

b
a
0

fG) =ax+b | semn contrar lui a semnul lui a

Exercitii propuse
1. Precizati monotonia functiei f : R — R definita prin:
2x -1, x € (—oo, —3]
a) f(x) = 8x—-3;b) f(x) = —4x + 1; ) f(x) = 4, xe (=3, 2]

o
§ —x+7, xe€(2,)

g_ 2. Alcétuiti tabelul de semne si reprezentati grafic functiile f : R — R, definite prin:
= 5x+1, x € (—oo, 2

T S0 =T B0 = 2+ 6000 = | 2Ty XEOT R

X

w

[

3. Inecuatii de forma
ax+b=20,ax+b<0,ax+b>0,ax+b <0

Soamgi
B Inecuatiile de formaax + b > 0,ax +b20,ax+ b <0,ax+ b<0,a,b € R,
a # 0 se numesc inecuatii de gradul intai cu o singurd necunoscuta.

¥ Un numar real o este solutie a unei inecuatii dacd dand lui x valoarea o se
obtine o propozitie adevarata.

A rezolva o inecuatie in multimea R, inseamnd a determina numerele reale x care
verifica inegalitatea respectiva, aceasta fiind o problema echivalenta cu aceea a stabilirii
semnului functieif: R - R, f(x) = ax + b, a % 0.
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Multimea solutiilor unei inecuatii de gradul Inti cu o necunoscutd reprezinté un interval
semimarginit al multimii R, iar din punct de vedere geometric este o semidreapta a axei.

xecitii rezolvate

1. Rezolvati inecuatia 2x -4 > 0.
Rezolvare
2X-4202x24x22=xe [2, ).

2. Rezolvati inecuatia 3x + 2 < 0.

Rezolvare

IX+2<03ux<2x< —% =Sxe (_m,_%),
3. Rezolvati inecuatia 2(x-1) - 3(2x-3) > 6 - 3(x + 5).
Rezolvare

20-1)-3(2x-3)>6-3(x+5)=2x-2-6x+9>6-3x-15&
S2x-6x+3x>2-94+6-150-x>-16 x <16 = xe (—, 16).

Existd cazuri cand inecuatiile se prezinté sub forma de produs sau raport. Multimea solutiilor
inecuatiiei intr-un asemenea caz este datd de semnul produsului sau raportului respectiv.

3.1. Semnul unui produs

Pentru a studia semnul unui produs aplicim regula semnelor de la inmultire:
B produsul a doi factori care au acelasi semn este pozitiv;
B produsul a doi factori care au semne contrare este negativ.
H-H=H) H- =0
G- =00E) G- +H =06

xecitiu rezolvat

Rezolvati inecuatiile:

a)Bx+1D2x-7)<0; D) (5-)(x+3)>0
Rezolvare

a) Aflam radacinile ecuatiei: (3x + 1)(2x-7) =0

Bx+1D2x-7)=0=Bx+1=0sau2x-7=0) (x=—% sau x=%).

Alcatuim tabelul de semne:

< = 4 3 -
3x+1 ——— 0 +++ +++
2x-7 | ———————— 0 + ++
Bx + D(2x-7) +4++0-—-0+++

Solutia inecuatiei este x € [—% - %] .
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b) Aflam radacinile ecuatiei (5 —x)(x + 3) = 0.
G-x+3)=0GB-x=0saux+ 3 =0) < (x=5saux =-3).
Alcatuim tabelul de semne:

X —oo -3 5 +oo

5-x +++++++ 0 ———-

x+3 ——— 0+ ++++++
G-+ 3) -——— 0 +++0-———-

Solutia inecuatiei este x € (-3, 5)

3.2. Semnul unui raport

Pentru a studia semnul unui raport, se pune conditia ca numitorul raportului sa fie
nenul si apoi sa aplicdim regula semnelor de la impartire:
B raportul a doi factori nenului care au acelasi semn este pozitiv;
B raportul a doi factori nenuli care au semne contrare este negativ

2= =0
= a=o
Rezolvati inecuatia: 3’;-"_29 <0.

Rezolvare
Aflam rédécinile luix + 2 =05i3x-9 =0.Decix + 2 = 0 = x= -2i
3x-9=0=x=3.
Alcatuim tabelul de semne:

X —oo -2 3 +oo
x+2 -—— 0 +++ +++
S = SN[ e 0 + ++
X+2
3x=0 +++0 | 4F aF A

Solutia inecuatiei este x € [-2, 3).

Exercitii propuse
Rezolvati inecuatiile pentru x € R:
a)7x-220; b)7x-2<0; ¢)-3x+1<0; d) -5x+9=>0;

e) (- 0,4)(2x +5) > 0; ) 2—%<0.
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4. Pozitiile relative a doua drepte in plan

T

Intr-un plan inzestrat cu sistemul de axe xOy, considerim doui drepte: d,, de ecuatie
a;x + by + ¢; = 0, si d,, de ecuatie ayx + b,y + ¢, = 0. In functie de pozitiile pe care le
pot avea, cele doud drepte d; si d, pot fi:

1. drepte concurente (au un punctul comun).

Fied; nd, = {A(o, B) }. Avem aq;00 + b1 +¢;, =0
si a,o + byP + c,= 0, cu alte cuvinte, perechea
ordonata (c, ) verifica sistemul format din ecuatia

primei drepte si din ecuatia celei de-a doua drepte. x
Intre coeficientii necunoscutelor celor doud ecuatii
. a b
are loc relatia 1 # ;L.
a b
2. drepte paralele (nu au nici un punct comun; se
. . < . YA d, d,
simbolizeaza d, || d,). In acest caz, d; nd, = &.
Intre coeficientii necunoscutelor celor doua ecuatii
. a b c
are loc relatia L # -+ # L. ) >
a, by oo x

3. drepte confundate sau suprapuse (au toate
punctele comune; se simbolizeazd d; = d,).
Un punct M aflat pe cele doua drepte confundate

- — a0
are coordonatele M| o, ——2= | o e R.
. by d,=d,
Intre coeficientii necunoscutelor celor doud ecuatii

.a b c
are loc relatia -+ = -1 = L.
as b, G

5. Sisteme de tipul

ax+by=c
’
mx—+ny=p
a,b,c,c myn,pe R

In majoritatea aplicatiilor practice ale algebrei, nu se tine seama numai de cate o
conditie, ci se impun mai multe conditii deodata, astfel incat suntem condusi de cele mai
multe ori la rezolvarea unor sisteme de ecuatii. Mai precis, daca trebuie sa calculdm
anumite marimi, care urmeaza sa verifice simultan un numaér de conditii ce se pot scrie

matematic sub forma unor ecuatii, determinarea acestor méarimi se face prin rezolvarea
sistemului format cu ecuatiile respective.
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Soetmge
ax+by=c

mx+ny=p
sistem liniar de doud ecuatii cu doud necunoscute.

Un sistem de forma { (s), cu a, b, ¢, m, n, p € R se numeste

Necunoscutele sistemului (s) sunt xsi y, iar a, b, m, nsunt coeficientii necunoscutelor.
Numerele reale c si p se numesc termeni liberi.

Soetmge

Prin solutia sistemului (s) intelegem orice pereche (x, y) € R? care verifica
fiecare ecuatie a sistemului.

5.1. Metode de rezolvare

Pentru rezolvarea unui asemenea sistem, adica pentru a afla perechile solutie, utilizam
metoda substitutiei sau metoda reducerii. Exista si o metoda grafica, dar aceasta poate sa
intuiasca solutiile sau existenta lor si nu sa le determine propriu-zis.

5.1.1. Metoda substitutiei

Daca, de exemplu, a # 0, atunci din prima ecuatie deducem x = —g y+ g si sistemul

b c
X=-—y+- __b, . c
a4 s X777 €Y

(s) devine: b
m(—2y+§)+ny’=p (an- bm) y = pa— mc

B Dacd an - bm # 0, sistemul are solugie unicé (se mai numeste compatibil deter-
_nc—pb ot

minat) si din (1) afldm solutia sa: an—bm

_ pa—mc not
A ~an-bm
In acest caz, M(a, B) reprezinta punctul de intersectie a dreptelor d;, de ecuatie
ax + by = ¢, si d,, de ecuatie mx + ny = p.

B Dacd an — bm = 0 si pa — mc = 0, sistemul are o infinitate de solutii de forma

X=—£k+£
a a.
y=Ae€

in acest caz, sistemul se numeste compatibil nedeterminat, iar dreptele d, si d,
sunt confundate (satisfac conditia d; = d,).

® Daci an - bm = 0 si pa — mc # 0, sistemul nu are solutie. In acest caz, sistemul se
numeste incompatibil, iar dreptele d; si d, sunt paralele.

Observatie: Dacd a = 0, realizam acelasi procedeu cu unul dintre coeficientii b, ¢, m, n
care este nenul.
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5.1.2. Metoda reducerii

Inmultind prima egalitate cu n, a doua cu -b, apoi prima cu —m si a doua cu a, prin

ax+by=c |'n |- (-m) {(an— bm)x= cn- bp

mx+ny=p|-(-b) |-a (an— bm) y = pa— mc’ apol se repetd

adunare, obtinem: {

rationamentul prezentat la metoda substitutiei.

Observatie: La rezolvarea unui sistem se poate folosi metoda substitutiei combinata cu
metoda reducerii.

xercitii rezolvate

Rezolvati in R? sistemele:

3x+y=5. 3x+y=5 3x+y=5

a) {x+ y=3 D {6X+2y=10’ ©) {6X+2y:4'
Rezolvare
a) Substituind y din a doua ecuatie sistemul notat cu
3X+3—X=5<:> x=1 PN x=1
y=3-x y=3-x y=2"
Sistemul avand solutie unicd, dreptele d;, de ecuatie
3x +y=5,5sid,, de ecuatie x + y = 3, sunt concu-
rente n punctul M(1, 2).

(s) devine: {

b) Sistemul se mai scrie sub forma echivalenta:
3x+y=5 N 3x+y=5 x=A\€ |
23x+ ) =2-5 3x+ y=5 y=5-3\""

in acest caz, orice pereche de forma (A, 5-3A), A € R,
este solutie a sistemului. Dreptele d;, de ecuatie
3x + y =5, si d,, de ecuatie 6x + 2y= 10, sunt
confundate (satisfac conditia d;= d,).

=Y

¢) Sistemul se mai scrie sub forma echivalenta:
3x+y=5 3x+y=5
2Bx+y)=2-2 3x+ y=2"
Presupunand cé exista (x, y) € R%0 pereche solutie,
atunci scdzand cele doud egalitati obtinem 0 = 3.
Contradictie! Deci sistemul nu are solutie.
In acest caz, dreptele d;: 3x + y=5sidy: 3x +y =
2 sunt paralele.

<Y
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Exercitii propuse

1. Determinati x, y € R stiind ca:
a) By +5) = (1,2);b) (5x + 2y,3y—-x) = 3,-1); 0) (3y + 8% 0,5x-5y) = (-2,12).

@ 2. Rezolvafi sistemele de ecuatii facdnd de fiecare datd interpretarea geometrica:
§. ){4x+y=13_b) {—5x—3y=—2_ ){9x+7y=13_

5 x+2y=5"~ 4x+3y=1 ~ 3x-2y=13"

..; ){fg+3y=_5 Co) {6x—5y=2_ .

g x+6y=10 12x-10y =3

w

I

6. Sisteme de inecuatii de gradul intai

Daca doud sau mai multe inecuatii de gradul inti sunt legate prin conjunctia ,,si“ (sau
operatorul logic ,,A“), atunci aceste inecuatii se pot scrie si rezolva ca un sistem.

o

ax+b=>c (>,5,9)
mx+n2=p (>,5,<)°
sistem liniar de doud inecuatii de gradul intéi.

Un sistem de forma (s) { a,b,c,m,n,p e R, se numeste

Necunoscuta sistemului este x, iar a $i m sunt coeficientii necunoscutelor. Numerele
reale b, c, n si p se numesc termeni liberi.

Moctmse

Prin solutia sistemului (s) intelegem orice pereche (x, y) € R? care verifica
fiecare inecuatie a sistemului.

Pentru a rezolva un asemenea sistem, adicd pentru a afla perechile solutie, determindm
solutiile (intervalele de solutie) pentru fiecare inecuatie in parte, apoi le intersectam.

xercitiu rezolvat

- >
Rezolvati sistemele de inecuatii: a) {x 4<5 b) {3x 526

2x-1<0’ 9-x>8 °
Rezolvare
a) {szl & XS% = xe(—oo;%} S xe (—=;9) N (—oo;i} S xe (_w;E]

1 1
> = P )
b) {ix_l_ = XEB@ XG[S’-’- )<:>xe [%;+oo)m(—oo,1)@xe [%;1).
x<l1 x e (—oo; 1)
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CAPITOLUL 4

Exercitii propuse
1. Determinati domeniul maxim de definitie al functiilor urmétoare:

DF = g D = g gty

-2

_ x . _ x>+ 4
) = Fe e V=5

5x* —20x° +3
2. Determinati functia f stiind ca verifica relatia:
a) frRo>R, flax+b)=cx+d,Vxe R,a#0;
b)) fiRSR, f(x-2) =x*-6x+ 8, Vxe R;

o) fiR\{2} >R, f(x-1) = m,Vxe R\ A{-1};
d)f:R\{S}—)R,f(an%):glxjxl Vxe R\{O,%};

2x+1
x-1

e)f:]R\{2}—>]R,f( )=x2+2x,Vxe]R\{1};

3. Determinati functiile f: R — R cu proprietatea
(D) OO - f) -xy = f0) + f -1, Vx,y e R.
4. Stabiliti ecuatia drepteiy = ax + b, stiind cé trece prin punctele A si B, in cazurile:
a) A(la 2); B(_Sa 4)) b) A(_29 _1)5 B(z; 2); C) A(_39 _2)5 B(S) 4)
5. Stabiliti dacé tripletele de drepte sunt concurente:
a) 3x+y-5=0;5x-2y-1=0;x+ 3y-7 =0;
b) 3x+2y-4=0,x+y-1=0,2x-y-3=0.
6. Fie dreapta d de ecuatiey = ax + b.

Stabiliti care din tripletele de puncte de mai jos se afla pe dreapta d:
a) (1,-2), (3,2), (2,0);b) (3,-1), (1, 1), (2, 0); ©) (1, 4), (3, 6), (0, 2).

7. Determinati multimea Im(f) in urmatoarele situatii:

<
D fi{3,-2,1,v2, B3} >R f) = + 4 b) f1R >R, f(x) = {é”;;%.
8. Determinati imaginea fiecireia dintre functiile de mai jos:
a) f: Z X Z, f(n) este restul impartirii luinla7;b) g: ZxZ — Z, g(n) = (-1)";
¢) h : N* - N*, h(n) este ultima cifra a lui 9".

9. a) Existd o functie f; : N — N definita prin relatia f;(x) = x - 5?

b) Exista o functie f, : Z — Z definitd prin relatia f,(x) = 4?)( ?
c) Existd o functie f; : R\ {0} — R definita prin relatia f5(x) = 5 S ?
2-2
d) Existd o functie f, : Q — Q definita prin relatia f,(x) = X 9
5 f4 Q Q p f4 \/§ + Jg
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Functia de gradul intai

Exercitii propuse

10.

11.

12.
13.

14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Fie functia f : R — R definita prin relatia
1, dacd xe Z
f0o) = {2, dacd xe Q\ Z sinumerele a = 1+2‘/§ ,b= #
3, daca xe R\ Q
Calculati f(a + b), f(a - b), f(ab). Aflati valorile lui x pentru care f(ax) # 3 sif(x) # 3.
Fie functia f: R\{1} > R, f(x) = it? .
Determinati multimile A = {x € Z| f(x) € Z} siB = {x € R| f(x) € Z}.

Existd o functie al cdrei grafic contine punctele A(1, 3), B(-2, -1), C(1, 4)? De ce?
n, daca n este par

a) Reprezentati grafic functiaf: {0, 1,2,3,4} > N, f(n) = { on. dacé n este impar’

b) Care este imaginea lui f?

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [x-1| + |x+ 2| + |y + 3| = 3.
Rezolvati ecuatia |x-a| + |x-2| = 4, a € R; discutie dupi a.

Determinati functia de gradul intdi f : R — R al cérei grafic taie axa Ox in punctul
de abscisd 2 si axa Oy 1n punctul de ordonata 2. Reprezentati graficul functiei.

Determinati functia de gradul intai al cérei grafic contine punctele distincte
A(a,a + 1), B(b, b + 1).

Reprezentati grafic functiile de mai jos si precizati imaginea fiecéreia dintre ele:

2. x>0 x+1, x=2
DF RSB = {5 IZ 0 g R kg0 = 1 xe(-2,2);
’ -2+1, x<-2

x| x|21
1, x|<1’
Fie functiile f, g : R — R date de relatiile f(x) = 2(x + a), g(x) = ax+ 7.
Aflati valoarea lui a cunoscéand ca graficele celor doud functii au un punct
comun de abscisd 3. Reprezentati grafic functiile obtinute.
Fie functiile f, g : R — R date de relatiile f(x) = (a - Dx + 2, g(x) = 3x + a.
Determinati valoarea lui a si reprezentati grafic functiile cunoscand cé graficele
lor sunt doua drepte paralele.
Fie functiaf: R > R, f(x) = ax + b, a# 0. Demonstrati cd pentru orice x;, x, € R
(Xl +X2) SO+ f(xp)
2 2 )

Considerdm familia de functiif,, : R > R, f,,(x) = (m + 1)x-2m + 1.
a) Pentru ce valoare a lui m functia este constantd?
b) Reprezentati in acelasi sistem ortogonal graficele functiilor f ,, f,, f;-
¢) Demonstrati cd graficele tuturor functiilor f,, trec printr-un punct fix.

2x, x=3
4-2x,x<3"
Determinati multimile A = {x | |f(x| <10}, B = {x|f(x) =f(3)}, C = {x| fx) = —n}.

c)h:R—)R,h(x)={

are loc relatia f

Fie functiaf: R -> R, f(x) = {
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Exercitii propuse

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32

33.

34.

W
U

]
()]

. Pentru ce valori ale parametrului a € R, sistemul {

Studiati monotonia functiilor:
aA)fi:R>R,f(x) =2x-5;b)g: R->R, glx) =5-2x;

x—1, x2>1 —x. x<3
Oh:R>RAh0) =49 0, -1<x<1l;dD:R>R 1) = >
-7, x>3

x+1, x<-1

Fie functia f: R — R, f(x) = mx — 12. Aflati valoarea lui m cunoscand ca functia
este strict crescdtoare si cd graficul sdu contine punctul A(m, m).

1-m
2+m
a) Aflati valorile lui m pentru care functia este strict descrescétoare.

b) Determinati multimea A = {m € Z / f(m) € Z}.

Dati exemplu de functie f: R — R strict descrescétoare pe fiecare dintre intervalele
(o0, 0) si [0, o), care sd nu fie monotona pe R.

Cate functii strict monotone se pot construi pe multimea {1, 2, 3} cu valori in
multimea {1, 2, 3, 4}?

Care dintre urmatoarele multimi sunt simetrice (fatd de origine):
A=(-3;3;B=[-3;3);C=[-3;3]; D = (-3,3) \ {0}; N; Z;

H=(-o,-2) U(2,); K={xe R | |x| £10}; Q; R\ Q.

Studiati daca functiile de mai jos sunt pare sau impare:

fi:R>R,f00 = X" ne N;fo :R>R, f,00) = ¥ne N;

f3: RoR 00 =x"f, RS R, £, = ﬁ;fS:R—HR,fS(x) =x* + Xx;
fo R R, f) = |x|; /5, : RoR, 00 =x|x|; fg) = |[x-1].

Aritati ca functia f: R — R, f(x) = Vx? +x+1—-vx? —x+1 este impara.

Consideram functia f : R — R definitd prin f(x) = x+ 1, m=#-2.

. Determinati imaginea fiecareia dintre functiile:

a) frR>R, fx) =2x-3; b)g: R—> R, glx) = -x +5;
)h:(0,3) >R, h(x) =x-1); d)1: (o, 1] = R, I(x) = 2x.
Rezolvati inecuatiile:

a)52-x)<7x-12;b) x-1)(1-3x) <0;¢) (x-2)(4-3x) > 0;

d) (4x—1)0-2)(x + 1) 2 0; ¢) >3 X=L <0, o) X;1<X+3-

x-2 x+2 7 -2 7
x+1_x+3 . (x+2)(4-%) .. x—l‘
DT Y Grseoo 20 el <4
Rezolvati sistemele:
_ x+2y =5 _
D xR 235 b fzxeay =105 0 {ﬁ“ y=4_
Y= 2x+4y=9 2x -3y =43

ax—-8y =6
2x—ay =-3
a) are o infinitate de solutii; b) are o singura solutie; c) nu are solutii?

- Rezolvati (discutie dupa parametrul real a) urmaitoarele sisteme:

a) x+3y=7 . ) 2x—y=5 : o) ax+ y=1
ax+6y=13" ax —ay =-3’ x+ay=1"
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37.Rezolvati sistemele de mai jos, unde [a] este partea intreagd a numarului real a:

2) 3[x]+5[yl=2  b) 2[x]+y=8,4.c) x+2[y]=7,7.d) x+[y]l=13,9
“2x]-3[yl=-5" x+3[y]1=9,9’ 2[x]+y =81’ [x]+2y =24,3"

38. Rezolvati sistemele de inecuatii cu o necunoscuta:

x-1=20 2x-1<0

a) <5)2C+f7>>00,b) 9x+5>0 :0) 13x+420:
a —7x+15>0 4x-5
3 <0
o 6x-7
e 5
S X=o >0 Cx-1)(7x- 5)>0
5 0 2L o DY
(Y < 0 Bx+3)4x-7)(—x+9) < 0
g 3x-2
[11]

Test de evaluare

1. Reprezentati grafic functiile f : R — R, date prin legea de corespondent:

a) f(x) =
b) f(x) = -3x + 5.

Se considera functia de gradul intéi, f: R — R, f(x) = mx + m -1, unde m € R*.
a) Pentru m = 2, sa se reprezinte grafic functia si studiati monotonia si
semnul acesteia.

b

b) Pentru x;, x, € R, x; # X, calculati raportul FOaq) = fx,) si precizati
24 =3

monotonia functiei in functie de parametrul m e R*.

c) Determinati m € R* astfel incat graficul functiei sd intersecteze axa Ox
intr-un punct de abscisa pozitiva.

d) Determinati m € R astfel incat graficul functiei s intersecteze axa Oy
intr-un punct de ordonata negativa.

e) Pentru m = -3, rezolvati inecuatia f(x — 1) + f(x + 1) <0.

3. Fie dreptele d;: mx + 3y = 8 si d,: 3x — 4y= -5.
a) Aratati cd pentrum = 2 dreptele d;, d, sunt concurente si precizati punctul
de intersectie.
b) Determinati m € R astfel incét dreptele s fie paralele.
¢) Determinati functia de gradul intdi f : R — R care trece prin originea
sistemului de axe si punctul de concurentd al dreptelor d;, d, de la a).

x+1_ x4
4. Rezolvati sistemul de inecuatii ] 2 3 .
2x 1-3x _,
3 2

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Functia de gradul al doilea

Formulele ce reprezinta legaturile dintre aria cercului si raza sa, distanta parcursa de
un corp In cadere liberd si timpul necesar parcurgerii, energia cinetica si viteza, cantitatea
de caldura degajatd de un curent electric si intensitatea lui etc., pot fi reprezentate, in
general, prin formula y = ax?

1. Definitia functiei de gradul al doilea

. Definitie

Fiind date numerele reale a, b, ¢ cu a # 0, functia f : R — R, definita prin
formula f(x) = ax® + bx + ¢, se numeste functie de gradul al doilea cu
coeficientii a, b, c.

Exemple:

1. f: R R, f00) = 2x*—3x + 5 are coeficientiia = 2, b = -3, ¢ = 5;
2. g:R>R, gl = 5x% -1 are coeficientiia = 5,b = 0, ¢ = -1;
3. h: R >R, h(x) = -2x% + 4x are coeficientiia = -2, b = 4,¢c = 0.

Observatii:
1. Functia de gradul al doilea este o functie numerica (reald) deoarece atat domeniul
de definitie cat si codomeniul este multimea numerelor reale.
2. In definitia functiei de gradul al doilea conditia a # O este esentiali, deoarece daci
a = 0 obtinem o functie de gradul intai. Daca si b = 0, obtinem o functie constanta.

Forma canonica a functiei de gradul al doilea

in studiul functiei de gradul al doilea este util si cunoastem forma canonicd a functiei
de gradul al doilea.

Fie functia de gradul al doileaf: R —» R, f(x) = @ + bx + c,unde a, b, c e R, a#0. Avem:
b b, b b ¢

ax® + bx + ¢ = a(x2+ax+%) =a (x2+2-x~—+———+—J =

20 4a®> 4d* a

[(zi)b_ﬂ —a [(g)b_ﬂ —afxe ) -2

4a* 4a* 2a) "~ 4a
Forma canonici a functiei de gradul al doilea f : R — R, f(x) = ax* + bx + ¢, este:
- L)Z _A
f() a(x+2a 4a,VXe]R
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Exercitiu rezolvat

Aduceti la forma canonica functiile:
a) f:R->R,f(x) =x?—4x + 5 b)g:R->R, gk = 3 + 5;
) h:R—->R,h() = 2x° - 4x.
Rezolvare
a) Avema =1,b=-4,c =5, deci A = 16 — 20 = —4. Prin urmare, forma canonica
a functiei f este f(x) = (x - 2)% + 1.
b) Intrucita = 3,b = 0, ¢ = 5, rezulti ci forma canonici a functiei g este: g(x) = 3¢ + 5.
¢) Forma canonici a lui h este: h() = 2[(x-1)?>-1] = 2(x - 1)2-2.

2. Reprezentarea geometrica a graficului
functiei de gradul al doilea

Graficul functiei de gradul al doilea este multimea:

G; = {0, ]| xe Ry =) ={0y)| xeR,yza.x2 + bx + c}.

Pentru a reprezenta geometric graficul functiei de gradul al doilea folosim metoda prin
»puncte remarcabile” ale graficului, care consta in a reprezenta in plan citeva dintre punctele
importante ale graficului care vor fi unite printr-o curba continua. Pentru a simplifica limbajul
vom numi reprezentarea geometricd a graficului functiei f tot graficul functiei f.

Graficul functiei de gradul al doilea se numeste parabola.

Punctele remarcabile ale graficului functiei de gradul al doilea sunt: punctul de extrem
al graficului si punctele in care graficul taie axele de coordonate.

Pentru trasarea graficului functiei de gradul al doilea vom parcurge urmatoarele etape:

1. Determinarea intersectiei parabolei cu axele de coordonate
B Intersectia graficului cu axa Oy: ludm x = O si obtinem y = f(0) = c. Deci
punctul B(0, ¢) reprezintd intersectia graficului cu axa Oy.
® Intersectia graficului cu axa Ox: ludmy = 0 si rezolvim ecuatia ax® + bx + ¢ = 0 (1).
Avem trei cazuri:
1. dacd A > 0, ecuatia (1) admite doud rdddcini reale si distincte x; < x,, iar
punctele A; (x;, 0) siA,(x,, 0) sunt punctele de intersectie a graficului cu axa Ox;

2. dacd A = 0, ecuatia (1) are doud rddacini reale si egale x;= x, = ——, iar

2a
punctul A (—%, O) este punctul 1n care graficul taie axa Ox;

3. dacd A <0, ecuatia (1) nu are radécini reale, adica graficul nu intersecteaza axa Ox.
2. Determinarea punctului de extrem

Calculdm x, = —%, Yy = _A

Y si astfel obtinem punctul V(—

b A )
——,———| care se
2a’ 4a

numeste varful parabolei.
3. Determinarea altor valori importante

Daca parabola nu taie axa Ox se aleg doua valori la dreapta lui x;, si alte doua valori

la stdnga lui xy, care sa fie simetrice fatd de dreaptax = —% .
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4. Trasarea tabelului de variatie

Alcétuim tabelul de variatie a functiei f, in care vom trece valorile importante ale lui x
si pe cele corespunzatoare ale luiy = f(x).

M Dacd a > 0, tabelul de variatie arata astfel (ludm b > 0; cazul b <0 se trateaza analog):

b
b'e —o0 eI vy 0 Xy +00
f | w0 - ¢ 0 4
Graficele posibile sunt:
y A>0 Yy A=0 Yy A<O
N > > Y
O‘ A v Ay x O] A=V X Ol ;

fn acest caz si spunem ca graficul este convex, iar functia este convex.
B Dacéd a < 0, tabelul de variatie arata astfel (ludm b < 0; cazul b > O se trateaza analog):

b
X —0 X o 0 Xy +00
fo) | —o0 0 —‘%a c 0 —
Graficele posibile sunt:
y A>0 y A=0 yT A<O
B TA—V N N
[0) X X
B X B \%4

IR

In acest caz, graficul este concay, iar functia este concava.

Parabolele construite au ca axa de simetrie o dreapta care are directia axei Oy.
Sa determinam ecuatia acestei axe de simetrie.

. Definitie

O dreapta de ecuatie x = m este axa de simetrie a graficului unei functii
f:R — R dacé si numai daca are loc relatia:

| fm-x)=fm+x),Yxe R |

In particular, pentrum = 0 obtinem cd axa de simetrie este axa Oy, care are ecuatiax = 0.
In acest caz, f(—x) = f(x), V x € R, adicd functia este para.

Retineti! Graficul functiei de gradul al doilea are ca axa de simetrie dreapta de ecuatie x
b

2a’
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Demonstratie

2
Utilizand forma canonicd a functiei de gradul al doilea, f(x) = a(x+%) - % ,
1 3 _L —_— ) = (—L ) = 2 — A 1 = _i 3 1 1
obtinem ca f ( 5q X f 5q T X - oo deci x 2a este axa de simetrie a
graficului functiei f. Punctul de pe axa de simetrie a parabolei are abscisa x = —% si
_L) -_A 3 - (_L _A)
ordonata f( 54) = " 4a . Acesta este varful parabolei V 20’ “4a)

xercitii rezolvate

Reprezentati grafic functiile:
a) f:R >R, fx) =x>-6x + 8; b)g:R->R, g =x? - 4x + 4;
¢) h:R—>R,h(x) = =% + 4x-5.

Rezolvare
a) Avema=1>0s5iA=36-32=4>0.
Coordonatele varfului sunt y

este punctul V(3,-1) .
Intersectia cuaxa Ox:y = 0 =>x* - 6x + 8 = 0 =
=>Xx; = 2,x, =4, deci G Ox = {A(2,0),A,(4, 0)},
Intersectia cuaxa Oy: x = 0 =y = f(0) = 8,
prin urmare GN Oy = {B(0, 8)}.
Tabelul de variatie este:
X | —0 0 2 3 4 +o

fe) | 4w 8 0o -1 0 +oo

Graficul araté ca in figura alaturata.

b) Avema =1 > 0siA =16 -16 = 0. Coordonatele varfului sunt

Xy = —% =2siy, = —% = 0, deci varful parabolei este punctul V(2, 0).

Intersectia cuaxa Ox: y = 0 =>x* —4x + 4=0= (x-2)> = 0= x, = x,= 2,
deci G;NOx = {A(2, 0)}, care coincide cu varful parabolei.
Intersectia cu axa Oy: x = 0 =y = g(0) = 4, deci
G, Oy ={B (0, 4)}. Simetricul lui x = O fatd de
Xy = 2 este x = 4 si avem g(4) = 4, deci punctul
C(4, 4) apartine graficului.
Tabelul de variatie este:
x | = 0 2 4 +o

g | +o 4 0 4+

Graficul aratd ca in figura alaturata.
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c) Avema =-1 <0siA = 16-20 = —4. Coordonatele Ay

varfului sunt x;, = —% =2siy, = _% =1,

<Y

deci varful parabolei este punctul V(2, -1).
Intersectia cuaxa Ox:y = 0 = >+ 4x-5=0,
care nu are radacini reale.
Intersectiacuaxa Oy: x = 0=y = h(0) = -5=
= Gfm Oy = {B(0, -5)}.
Simetricul luix = O fatd de x;, = 2 estex = 4 si avem
h(4) = h(0) = -5, deci punctul C(4, -5) apartine
graficului. Tabelul de variatie este:

x | 0 1 2 3 4 +w

h(x) |—oo 5 2 -1 -2 -5 +w

e N

[
3. Relatiile lui Viete

Fie ecuatia ax? + bx + ¢ = 0in care a # 0 si A > 0. Rezult ca ecuatia are solutii reale

sielesuntx; = % six, = # . Vrem s calculdm suma si produsul rddé&cinilor.

“b+JA-b-JA _-2b__b.

Avem: S =x; + x, = =—=

2a 2a a’
P v (—b+JK)(—b—JK) _b-A_ PP -(*-4a)) ¢
2 2a 2a 4q? 44> a’
Relatiile

b . c
S=x; +x,=—=8§iP =xx,= =
1 2 a o= g

se numesc relatiile lui Viéte si exprima suma si produsul solutiilor ecuatiei ax* + bx + ¢ = 0
in functie de coeficientii acesteia.

Exemplu:

Fie ecuatia 7x> - 5x —4 = 0. Avem S = ;,P=—;.

Invers, daca se cunosc suma S si produsul P putem scrie ecuatia corespunzatoare acestora:

byt —pox-sx+P=o0.
a a

o +bx+c=0,a20<x* +

Exemplu:

Scrieti ecuatia care are solutiile x; =

=3,1 _q4p=3.1_23
Avem S = 4+4 1siP 7 2 16"

Ecuatia este xX* — x + % = 0 sau 16x* — 16x + 3 = 0.

~N

ixz = %.

EN

134



Functia de gradul al doilea

xercitiu rezolvat

Fie ecuatia 5x* + mx + 2 = 0 cu solutiile x; i x,. Scrieti ecuatia de gradul al doilea
in necunoscuta y care are solutiile y, = 2 —x; siy, = 2 — x,.
Rezolvare

. . _ _m .5 _ _ 2
Din ecuatia 1nxaveme—x1+x2——§ SIP, = x1Xy = 5

Calculdm S, =y; +y, =4-(; + xp) =4 + % si

Py = (2-x)(2-X) = 4= 20c, +x;) +xpr,= 4 + 2N 2_2242m

5 5 5
22+52m PR

Ecuagiainyesteyz—syy+py: 0y - ZO;mer

< 5y% - (20 + m)y + 22 + 2m = 0.

[ ]
4. Rezolvarea sistemelor de forma
xt+y=s

Xy =Dp

Un sistem de forma (1)

S, peR

X+y=s .
- ,undes, p € R, iar x, y sunt necunoscutele se numeste

sistem simetric de doud ecuatii cu doud necunoscute. Aceasta inseamnd ca daca inlocuim
in ecuatiile sistemului pe x cu y si pe y cu x, ecuatiile sistemului nu se modifica.

Prin urmare, daca sistemul admite solutia x = a, y = B, admite si solutiax = B,y = a.

Solutiile sistemului (1) sunt solutiile ecuatiei de gradul doi t* — st + p = 0 (2).

Fie A = s% - 4p discriminantul ecuatiei (2).

Daca A > 0, atunci ecuatia (2) are solutiile reale t; si t,, t; # t,, si avem cé solutiile
sistemului (1) sunt {Xl =h g {x2 =t

=t |ya=4

Dacé A = 0, atunci ecuatia (2) are solutiile reale t; = t, si avem ca solutiile sistemului
(D) suntx =y =t; = t,.

Dacd A < 0, atunci ecuatia (2) nu are radécini reale si sistemul (1) nu are solutii.

Exemplu:

- X+y=5
Rezolvati sistemul { Y=,
5 xy =6
Rezolvare
Avem s = 5 sip = 6, deci ecuatia in t asociati este t* — 5t + 6 = 0, care rezolvati

conduce la t; = 2sit, = 3. Solutiile sistemului sunt (2, 3) si (3, 2).
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Exercitii propuse

1.

Exercitii propuse
N

Scrieti forma canonicd a functiei f : R — R data prin:
a) fxX) = 5x* = 3x—4; b) fO) = AP —6x + 1; ) f() = x* = 3x + 2.

. Determinati intersectiile graficului functieif : R — R cu axele de coordonate pentru:

a) f(x) =2x*-8x + 1; b) f(x) = x? - 5x + 6;
O f) =x*—4x +4; ) fx) = 2% - T7x + 5.

. Determinati ecuatia dreptei care este axa de simetrie pentru graficul functieif: R —» R:

a) fO) = =3x% + 7x—1; b) fx) = x* = 7; ¢) f(x) = 11x* - V2 x + 4.
Scrieti relatiile lui Viéte pentru ecuatiile:
a)x* = 7x + 12 = 0; b) V3x* -3 = 0; ¢) 12x* - 24x + 36 = 0.

. Scrieti ecuatiile care au solutiile:

a)x; =2six,=7;b)x; =2- 3 six=2 + V3;

% six, = —%; e)x; =13 six, = 2.
Fie ecuatia 3x* + 8x + 3 = 0 cu radicinile x, si x,. Scrieti ecuatia de gradul al
doilea in y care sd aiba solutiile y; = x; — 3 siy, = x5, — 3.

c)x;=asix, =-2a;d) x; =

. Rezolvati sistemele:

X+y=7 .. [x+y=0__ (x+y=7_ . [x+y=1. x+y=2V3
a) {x_yzlz)b) {.X_y=—25’C){ Jd){ e) )(:)/:9 .

-]
0
"]
(s
Q
]
0
<
=
=
9
‘
(]

=

1. Se considera functia de gradul al doilea f : R — R, f(x) = 2x* - 5x + 2.

a) Determinati intersectia graficului functiei cu axele de coordonate.

b) Calculati coordonatele varfului parabolei.

c) Reprezentati geometric graficul functiei f.

d) Scrieti ecuatia axei de simetrie.

Fie functiaf: R > R, f(x) = mx?-2(m-3)x + m + 3, m € R*.

a) Determinatim e R* astfel incat graficul functiei sa nu intersecteze axa Ox.

b) Determinatim € R* astfel incat axa de simetrie a parabolei s fie in dreapta axei Oy.

¢) Determinati o relatie independenta de m intre solutiile x; six, ale ecuatiei
fGo = 0.

Determinati m, n € R astfel incat ecuatiile (m — NP+ m+n-Dx+4=0

si (m + nx* + (2m + 3n-3)x + 8 = 0 sd ajbi aceleasi solutii.

=

4. Rezolvati sistemele simetrice:

x+y=3

X+y=5 2xy +3(x+y) =45 5 2
[1p]a) T [10]Db) 3xy + 4(x + y) = 64° [1e] ) x_+3’_=%'

y X

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Interpretarea geometrica
a proprietatilor algebrice ale
functiei de gradul al doilea

APITOLUL

1. Monotonia functiei de gradul al doilea

Fie x;, x5 € R, x; # X,. Rata cresterii functiei f: R —» R, f(x) = ax® + bx + ¢, cua =0,

fx))—f(xy) axl2 +bx; +c—ax§ —bxy —c
Xp =Xy Xp =Xy

este datd de: R(x;, x,) =

. Teorema

Functia de gradul al doilea f: R - R, f(x) = a?+bx+c,abceR a0,

=a(x; +x,) +b.

este monotona pe fiecare dintre intervalele (—oo,—%} si [—%, oo) , adica:
a) dacd a > 0, functiafeste descrescatoare pe (—oo,— %] si crescatoare pe [—%, +oo);

b) dacaa < 0, functia este crescatoare pe (—oo, - %} si descrescatoare pe [—% ) T oo) .

Demonstratie

b

Z}

a) Presupunema > 0. Dacd x4, x, € (—oo,_ b

, X # Xy, Tezultd x; < —L, Xy < —
2a 2a

decix; + x, < —%; cum a > 0, de aici rezultd ca a(x; + x,) + b <0, adica

R(x;, x5) < 0. Rezulta ca f este descrescdtoare pe (—oo,— %} .

Dacd x;, x, € [—%, +oo),x1 # X, Tezulta x; 2—2%1, Xy 2—%, decix; + x, 2—%;

cum a > 0 de aici rezulté cd a(x; + x,) + b >0, adica R(x;, x,) > 0. Rezulta ca f este

< b )
crescétoare pe | —=—, +o].
pe |-,

b) Dacéd a < 0, se procedeaza analog.

Observatie:
Concluziile de mai sus le putem obtine si pe alta cale, folosind forma canonica a functiei

_ _ b\ A
de gradul al doilea: f(x) = a(x + —) - .



CAPITOLUL 6

Considerand functia de gradul al doilea sub forma canonicé, putem calcula usor valoarea
functiei in punctul x = —% .

Avem f (—%) --A punctul V(—L A ) este varful parabolei si este unul dintre

4a 2a’ 4a
punctele remarcabile ale graficului.

reoama
Fief: R - R, f(x) =a? +bx+c,undea, b,ce R, a=0.

a) Daca a > 0, minimul valorilor functiei f este valoarea f (—%) B =

b) Dacd a < 0, maximul valorilor functiei f este valoarea f (_ﬂ) S=

Demonstratie

- . < b < ( b ) A
> . <-2 > fl-2) =-~&
a) Presupunem a > O si fie x arbitrar. Daca x 5q” rezultd f(x) > f 2a 2a’
deoarece functia f este descrescatoare pe (—oo,— %} .
Dacd x >- b atunci f(x) >f (—A) = _A  deoarece functia f este crescatoare pe
2a’ 2a 4a’ ’
)
—=2, +oo).
[ 2a’
Prin urmare, oricare ar fix € R, avem f(x) > f (—%) = —‘%a , ceea ce Inseamna ca
b ) _ A - . .
f( %a 4q oste minimul valorilor functiei.

b) Cazul in care a < O se trateazi la fel.

Observatii:
1. Teorema precedentd ne conduce la urmatoarele denumiri:
a) In cazul cand a > 0, abscisa x = —% se numeste punctul de minim al

functiei f, iar ordonatay — % se numeste minimul functiei.

Punctul V(—%, - A%a) se numeste punctul de minim al graficului.

b) in cazul cind a < 0, abscisa x = —% se numeste punctul de maxim al
functiei f, iar ordonatay = —% se numeste maximul functiei.
Punctul V(—%, - ‘%a) se numeste punctul de maxim al graficului.
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Interpretarea geometrica a proprietatilor algebrice ale functiei de gradul al doilea

2. Cu alte cuvinte, abscisa x = —% este punctul de extrem al functiei, ordonata y= _4Aa
este extremul functiei, iar punctul V(—%, _4Aa) se numeste punctul de extrem

al graficului sau vdarful graficului.
3. Afirmatiile de mai sus se pot transpune in tabele:

a>0 a<o0
b b
X —© ~%q +o0 b —0 “9q 400
f0) |+ \N g S oo f0) | =0/ = NN
[

2. Semnul functiei de gradul al doilea

A studia semnul functiei de gradul al doilea f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0, inseamni a
determina valorile lui x pentru care f(x) este pozitiv si valorile lui x pentru care f(x) este
negativ. Un rol important in studiul semnului functiei de gradul al doilea il are
discriminantul A = b? - 4ac.

2 2
Vom utiliza forma canonicé a functiei: f(x) = a (x + L) + A ; avem (x + %) >0,

2a 4a
vV xeR.
Avem urméatoarele cazuri:
1. Cazul A < 0. Distingem doué subcazuri:

a) Dacda >0 atuncia(x+£)2 > 0si A 0 decia(x+£)2 + A 0.
’ 2a 4a ’ 2a 4a
Asadar, pentru orice x € R, avem f(x) > 0.
N : bV e =A : bV . -A
b) Dacda <0, atunc1a(x+—) <0si — <0, dec1a(x+—) + —= < 0;
2a " 4a 2a 4a
prin urmare, pentru orice x € R avem f(x) < 0.
In concluzie, putem spune ca:
Daca A < 0, atunci f(x) are acelasi semn
ca al lui a, oricare ar fix € R. X | —0 +o0
Acest rezultat poate fi trecut intr-un 0 | semnul lui a

tabel ca cel de alaturi:

2
2. Cazul A = 0. Avem f(x) = a (x +%) . Distingem doud subcazuri:

2
a) Dacia a > 0, atunci a(x +%) >0, decif(x) >0,V xeR.

2
b) Dacéd a < 0, atunci a(x+%) <0, decif(x) <0,V xeR.
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Prin urmare:
Dacd A = 0, atunci f(x) are acelasi semn cu al lui a, oricare ar fi x € R, cu exceptia

b

luix = ~5q° unde f ia valoarea zero. Trecem acest rezultat in tabelul urmator:
b
x —o — +00
‘ 2a
f0) | semnul lui a 0 semnul lui a

3. Cazul A > 0. in acest caz, ecuatia atasati ax? + bx + ¢ = 0 are dou radicini
distincte x; si x, si putem scrie f(x) = a(x —x;) (¢ —x5).
Tindnd seama de regula semnului la inmultire, rezultd cd (x—x;) (x—x,) are semnul
»+“ pe (0, x;7) U (xy, +0), respectiv semnul ,— pe (x;, Xx,). Asadar, f are semnul
lui a pe (-0, x;) U (x,, +0), si semnul contrar lui a pe (x, x5).
Acest lucru se reprezinta in tabelul urmator:

X | —0 oa) Xy +o0
fo) | semnul luia O semn contrarluia 0 semnul luia

Interpretarea geometricd (grafica) a semnului functiei de gradul al doilea este data in
figurile de mai jos:

a>0,A>0 a>0,A<0
y y
B B
+H+4\——/+++_ %
ox~T, % B e 0 e s e ks
4 O] X
a<0,A>0
y
V
B —>
x
——[+++H\———— _
(AL

Exemple:
1. Studiati semnul functiei f: R — R, f(x) = x* + 6x + 10.
Cum A = 36 - 40 = -4 <0, suntem in primul caz.
Avem a = 1 > 0 si tabelul semnului functiei este urmétorul:

X | —00 +o0

fO) =x* + 6x + 10 | tH++++++++ +
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2. Fie functia f(x) = -x* - 6x— 9. Cum A = 36 — 36 = 0 sia = —1, tabelul cu semnul
functiei f este urmatorul:

X | —0 -3 0

O - e —— 0 - __

3. Fie functia f(x) = x? - 5x + 4. Deoarece A = 25 —16 = 9 > 0, rezulti ci ecuatia
x* - 5x + 4 = 0 are doud radacini reale si distincte x; = 1 six, = 4.
Tabelul semnului functiei este urmatorul:

X |—00 1 4 +o0
fO) =x*-5x + 4 | ++4++0 ——— O+ +++

3. Inecuatii de gradul al doilea

Inecua'giiledeformaax2 +bhx+c>0,al +bx+c20,a +bx+c<0,a +bx+c<0
unde a, b, ¢ sunt numere reale date (a # 0) se numesc inecuatii de gradul al doilea.

3.1. Exemple de rezolvare

Rezolvarea acestor inecuatii presupune studierea semnului functiei de gradul al doilea
f: R—)Rf(x)—ax +bx+c

xercitii rezolvate

1. Rezolvati inecuatia x* — 4x + 3 > 0.
Rezolvare

Consideram ecuatia asociata ¥ -4x+3=0.Sevede ciA=16-12=4>0.
Solutiile ecuatiei asociate sunt x; = 1 six, = 3.
Tabelul semnulm functiei f(x) = x% — 4x + 3 este urmitorul:
X | —0 1 3 +o0
feo | +++ 0 -——— 0 +++

Din acest tabel rezultd cd multimea solutiilor inecuatiei date este (—0, 1) U (3, +).

2. Rezolvati inecuatia 2x* + 3x < -1.
Rezolvare
Aceasta inecuatie este echivalentd cu inecuatia 2¢ + 3x + 1<0.
Considerdm ecuatia asociata 2 +3x+1=0.SeobserviciA=9-8=1>0.

Solutiile ecuatiei asociate sunt x; = -1 six, = —% .
Tabelul semnului functiei f(x) = 2x% + 3x + 1 este urmatorul:
b'e —©0 -1 4 +o0
2
fo | ++4+ 0 -——— 0 +++
Multimea solutiilor inecuatiei date este [ 1, - 1:|

141



CAPITOLUL 6

3. Rezolvati inecuatia (x — 1% > 4x-8.
Rezolvare
Aceasta inecuatie este echivalenti cu inecuatia x* — 2x + 1 > 4x — 8, care,
la randul siu, este echivalenti cu inecuatia x* — 6x + 9 > 0.
Avem A = 36 — 36 = 0. Solutiile ecuatiei x* — 6x + 9 = 0 suntx; = x, = 3.
Tabelul semnului functiei f(x) = x? - 6x + 9 este
X | —oo 3 +oo
fQo | T
Din acest tabel rezultd ca multimea solutiilor inecuatiei date este R \ {3}.

3.2. Alte tipuri de inecuatii de gradul al doilea

Existd cazuri cind inecuatiile se prezinta sub formd de produs de raport. Multimea solutiilor
inecuatiei Intr-un asemenea caz este data de semnul produsului sau raportului respectiv.

3.2.1 Semnul unui produs

Semnul unui produs este del dat de regula semnelor de la iInmultire, prezentata shematic
astfel:

(+) - (+) =(+) (+)- (=) =

=)= =) =) (+) =

xercitiu rezolvat

Rezolvati inecuatia 0 +x-12)0%3-2x-3) <0
Rezolvare
Aflam radacinile ecuatiei asociate:
OF+x-12)(0*-2x-3) =06 (> +x-12=0saux’*-2x-3 = 0) &
& (6 =—4,xy = 3saux; = -1,x, = 3).
Alcatuim tabelul de semne:

X —o0 —4 -1 3 +oo
¥+ x-12 +++0 ————— ——— 0 ++++
x*—2x-3 +++++++0-—-——0+++

O + x-12)(0* - 2x - 3) +++0-——-—0+++0+++

Solutia inecuatiei este x € (-4, -1).

3.2.2 Semnul unui raport

Pentru a exista un raport se pune conditia ca numitorul sd fie nenul. Semnul unui
raport este cel dat de regula semnelor de la impartire, prezentatad schematic astfel:

(+) _ ) _
m—(ﬂ @) )
) _ G -
O (+) o) =)
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xercitiu rezolvat

2
Rezolvati inecuatia M >0
x°-3x-4

Rezolvare
Conditiile de existenta: P -3x-4#20<x ¢ {-1; 4} © x € R\{-1; 4}. Aflam

2
radacinile ecuatiei asociate: ZJZ_TSX_‘? =0 20-3x-2=0cx, =25ix, = —% .
x*—3x -

Alcituim tabelul de semne:

x o -1 —% 2 4 +o0
2% —3x -2 ST I T T B
X -3x-4 440 o 0+ + +

2
2x —3x-2 T e e T A
x“=3x-4

Solutia inecuatiei este x € (—0; -1) U [—%; 2} U (4; +o0).

3.3. Imagini si preimagini ale unor intervale

Fie o functie de formaf: A > R,AcC R, f(x) = w?+bx+cab,celR.

In anumite situatii este nevoie de a trasa graficul unei restrictii a functiei de gradul al
doilea pe o submultime A a lui R. Pentru a trasa graficul unei restrictii proceddm astfel:
intai reprezentam graficul functiei extinse pe R, apoi intdrim portiunea din grafic corespun-
zatoare domeniului de definitie A.

xercitii rezolvate

1. Reprezentati grafic functia f: [-1, 5] — R, f(x) = x* — 3x — 4.
Rezolvare
Reprezentim grafic mai intdi extensia g : R — R, g(x) = x* — 3x — 4, al cdrui grafic
este trasat punctat. Trasdm continuu portiunea din grafic cuprinsa intre punctele
M(-1; f(-1)) si N(5; f(5)), adicd M(-1; 0) si N(5; 6). Citim: Imf = [0; 6].
y“ YA
____6_ _____________ N 6 N
i ]
il I
i I
i h
8 I
i I
A 3 /i 3
(M, 2 [A] S SM |2, >
2-10[ 1 Jas x -10] 5 x
\ | / |
\ ! ! I
\ | / !
\\ ! II 4 !
-4 B | / B i
\ o/ 1
251 N1/ _25 4 N
4y 4 v
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2. Trasati graficul functieif: R —» R, f() = |-x*—x + 2].

Rezolvare
xX2+x-2, xe (o, —2)U(l, +0)
Avem f(x) = {—xz -x+2,xe[-2,1]
Explicitarea modulului s-a ficut folosind semnul expresiei —x* — x + 2.
Graficul functiei f va fi reuniunea restrictiilor functiilor f; : (o0, -2) U (1, +0) > R,
f10) = P+ x-2, sify:[-2,1] 5> R, f,00) = X% —x+ 2.

Pentru fi, x, = —% g (-0, -2) U (1, +0); f1(=3) =4, f1(2) = 4.

Pentru f,, x, = —% e [-2, 1],f2(—%) = % .

Vom reprezenta valorile lui f; (x) si f,(x)
in acelasi tabel si graficele functiilor f; sif,
in acelasi sistem de coordonate.

X -0 -3 -2 - 1 2 o

ENNRE NI

Ji69) 4 10 0 4

Imaginea functiei f este Imf = [0, +0)?

[
mx+n=y

4. Sistemedeformaq >, . = _ ¥’

a,b,c,cmynelR

4.1. Metoda de rezolvare

Sistemele formate dintr-o ecuatie de gradul intai cu doua necunoscute si o ecuatie de
mx+n=y

1 d
ax’ +bx+c=y (1), unde

gradul al doilea cu doua necunoscute sunt sistemele de forma {

a,b,c, myne R,a#0.
Rezolvarea acestui tip de sisteme se face prin metoda substitutiei.
Se inlocuieste y = mx + n din prima ecuatie In a doua ecuatie a sistemului si se obtine
ecuatia de gradul al doilea a®+ (b-mx+c-n=0(Q).
Fie A = (b — m)*- 4a(c - n) descriminantul ecuatiei (2).
pe x din prima ecuatie a sistemului, pe rdnd, cu x; si x, obtinem y; = mx; + n si
Y, = mx, + n sisistemul (1) are doud solutii (x;, y;), (x5, ¥5) € R xR,

undey; =y, =Y, si, in acest caz, sistemul (1) admite doud solutii care se confunda.
B Dacd A < 0, ecuatia (2) nu are radacini reale, deci sistemul (1) nu are solutii in R x R.
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Interpretarea geometrica a proprietatilor algebrice ale functiei de gradul al doilea

4.2. Pozitia relativa a unei drepte fata de o parabola

Fie dreapta d, de ecuatie mx + n = y si parabola P de ecuatie ax* + x + ¢ = .
Pentru a vedea pozitiile dreptei d fata de parabola P trebuie sd vedem solutiile sistemului

mx+n=y

cum,n,a,b,ceR.
ax’* +bx+c=y’ T

format de ecuatiile lor: {
Reciproc, solutiile sistemului ne dau coordonatele punctelor in care dreapta intersec-
teaza parabola.
Avem urmatoarele echivalente:
B Sistemul are doua solutii distincte, daca si numai dacé dreapta intersecteaza
parabola in douéd puncte distincte.
B Sistemul are o singurd solutie, dacd si numai dacad dreapta este tangenta
parabolei.
B Sistemul nu are nici o solutie, daca si numai daca dreapta nu intersecteaza
parabola.

4.3. Interpretarea geometrica

mx+n+p=0
ax’* +bx+c=y
drepte d si a unei parabole P. Avem d: mx + ny + p = 0si P: a?+bx+c=y.

Fie sistemul (s) { ,cua, b, c,m,n,p € R, format din ecuatia unei

y:_mx_g
Daci n # 0, atunci: (s) < n n .
ax? +(b+%)x+c+%:0

Dacd a doua ecuatie are doud solutii reale si distincte x; si x,, atunci (s) are doud
solutii (x;, y;), (5, ¥5) si, In acest caz, dreapta d intersecteaza parabola P in doud puncte
distincte M; (xy, ¥1), My(x1, ¥5).

Dacé a doua ecuatie are doud radécini reale egale, atunci sistemul (s) are solutie unica
(%, ¥o) $i1n acest caz spunem ca dreapta d este tangenta la parabola P in punctul M(x,, y,)-

Daca a doua ecuatie nu are rddacini reale, atuncid N P = &.

dnP={M;, M,} dr\P:{MO} dNP=Q
YA YA YA

p
p d d
M, (xp,\y1) Xy, ¥5) 4
’ My (x0,0)
v 0olX0, Y0 //\

g X o X 9 \2
P
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CAPITOLUL 6

xercitiu rezolvat

x-y+1=0
Rezolvati sistemul: (s) { yz .
y=x"+x
Rezolvare
(s) & x+1:x2+x<::> X2 =1 P
y=x+1 y=x+1

o {x1=1 sau {x2=—1 :[{x:—lv{lej:}
=2 Y2 =0 y=0 "(y=2

=S5 ={(1, 2); (-1, 0)}.

Rezultd ca dreapta d, de ecuatiey = x + 1,

YA

ENTE

=Y

intersecteazi parabola P, de ecuatie y = x* +
X, in punctele A; (-1, 0) si A,(1, 2).

¥ Dacin = 0cumm? + n® > Orezultim =0 si sistemul (s) se scrie sub forma echivalenta:

o P
X =0

m @: -C
ool ol ghee b

In acest caz, dreapta d, de ecuatie x = —%, este

(O

verticald si intersecteazd parabola P, de ecuatie
y = ax®* + bx + ¢, intr-un singur punct M(o, ),
unde (o, B) reprezintd unica solutie a sistemului (s).

YA x=—%
0 %
\\"//M(oc, B)

xercitii rezolvate

2x-y-1=0
1. Rezolvati sistemul: (s) { X }; .

Rezolvare

=2x-1 —1=x2
(s)@ y ;C = 2x-1=x =
y=x y=2x-1

X*-2x+1=0 {X=1
{ y=2x-1 < y=1
Interpretare geometricd: dreapta d, de ecuatie
y = 2x -1, este tangentd la parabola P, de ecuatie
y = X%, in punctul M(1, 1).
2x-y=4

2. Rezolvati sistemul de ecuatii: 5 .
y=x"-3x+2

Rezolvare

146

Din ecuatia 2x -y = 4 obtinemy = 2x - 4. Inlocuind pe y in a doua ecuatie obtinem
2x—4=x*-3x+ 2 x> - 5x + 6 = 0. Aceasti ecuatie are ridicinile x; = 2 si
X, = 3. Atunciavemy;=2-2-4=0siy, =2-3-4= 2.



Interpretarea geometrica a proprietatilor algebrice ale functiei de gradul al doilea

Sistemul dat are solutiile: {xl =2 si {xz =3 .
= 0 Yo = 2
Interpretare geometricd: dreaptad, de ecuatie y = 2x — 4, intersecteazd parabola P, de

ecuatiey = ¥ -3x+2,in punctele A(2, 0) si B(3, 2).

4.4, Sisteme reductibile la cele studiate

Am vazut ca daca un sistem are proprietatea ca oricum am schimba necunoscutele
intre ele sistemul rdméane neschimbat, el este un sistem simetric.
Un exemplu de sistem simetric de doud ecuatii cu doud necunoscute este sistemul:
{mxz+ i +nxy2— 1 (1), unde m, n, q,a, b,c,d € R.
ax“ +bxy+ay“+cx+cy=d
ms+np=gq

Dacd notdm x + y = s sixy = p, atunci sistemul (1) devine {a(sz —op)+bptes=d’

p= _me. 4
Dacdn =0 si2a-b #0, sistemul anterior se scrie: rél n c d 2.
2

= s°+ s—
p 2a-b 2a-b" 2a-b
Sistemul (2) este de aceeasi forma cu cel studiat anterior. Un astfel de sistem am vazut
cd admite, 1n general, doua solutii (s, p;) si (sz, D).

Rezolvand sistemele simetrice (3) {xy+ Y= P si(4) {x Y= “p 52 si reunind multimile de
1 2

solutii din R x R ale sistemelor (3) si (4) obtinem multimea solutiilor sistemului (1) din R x R.

xercitiu rezolvat

xy+x+y=11
xy —2(x* +y*) =-20

Rezolvati sistemul: {

Rezolvare
Sistemul este simetric.
Facem substitutiile x +y = s i xy = p si obtinem sistemul {°. & _ 1
! Yy =Ss§lxy = p §10Dbt _25% +5p=—-20"
fnlocuind pe p = 11 —s in ecuatia a doua, obtinem ecuatia 2s* + 5s — 75 = 0, care
are solutiile: s; = 5,5, = —%. Atuncip; = 11 -5, = 6s5ip, = 11 —s55= %
Asadar, rezolvarea sistemului se reduce la rezolvarea sistemelor: {xx; :y 6:5 si
15
Xty=-% x+y=5 . .. .
. Rezolvand sistemul , obtinem solutiile (2, 3) si (3, 2).
— 37 )0/ = 6 ? 7 3
Ve
X+y= 1>
Rezolvand sistemul 37 2 | obtinem ecuatia corespunzitoare in t:
Xy =5
2

4t% + 15t + 37 = 0 care nu are radécini reale.
Deci, sistemul initial are solutiile (2, 3) si (3,2) = S = {(2, 3); (3, 2)}.
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[

a,x> +bx+c =y
X’ +byx+c, =y
a,, a,, by, by, ¢, o€ R,a;#0,a,#0

5. Sisteme de forma

1

5.1. Metoda de rezolvare

ax* +bx+c =y

) ,a; # 0, a, # 0 se face egaland
Ay X“ +byx+cy =y

Rezolvarea sistemelor de forma {

membrii stAngi ai ecuatiilor si rezolvand ecuatia a;x* + byx + ¢; = a,x® + byx + c,. Pentru
valorile lui x obtinute se determind valorile corespunzitoare ale luiy.

xercitiu rezolvat

x2—3x+5=y
2x* +x-7=y

Rezolvati sistemul {

Rezolvare
Rezolvim ecuatiax® -3x + 5 =27 + x-7 x> + 4x-12 = 0 = x;= 2, X, = 6.
Pentrux,= 2 =y, = 2°-3-2 + 5=y, = 3, iar pentrux, = -6 =y, = 59.
Solutia sistemului este S = {(2, 3); (-6, 59)}.

5.2. Interpretarea geometrica

ax’+bx+c =y

Solutia sistemului )
a,x* +b,x+c,=y

, a3 # 0, a, # 0 este punctul sau punctele de

intersectie dintre parabolele corespunzitoare functiilor de

gradul al doilea asociate celor doua ecuatii. Yy

Ecuatiei a;x> + byx + ¢, = y i se poate atasa functia
fi : R >R, f(x) = ap® + byx + ¢y, iar ecuatiei ay® + byx + ¢, =y \ /
functia f, : R —» R, f(x) = ayx® + byx + c,. >

=

Parabolele corespunzétoare celor doud functii, reprezentate
in acelasi plan, pot avea sau nu puncte comune, dupa cum
ecuatia a;x*> + byx + ¢; = ay® + box + ¢, &

& x*(ay - a,) + x(b; —b,) + (c; —cy) = 0 are sau nu solutii.

< : . YA
Au loc urmatoarele situatii:
1. a;= ay, b; = by, ¢; = ¢, i atunci x € R, iar sistemul are

o infinitate de solutii S = {(x, a® + byx + ¢;)| x € R} =

= parabolele sunt confundate. 0 /\

<Y

2. a; = a,, by = b,, ¢; # ¢, si obtinem propozitia falsa
¢, — ¢y = 0 = parabolele nu au puncte comune, iar
solutia sistemului este S = .
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3. @y =ayb by >x= 2L YA YA
by —b,
= parabolele au un punct comun
c c
M 1 2 [0) (@)
(blb’(blbjblblsz M ¥ x
si ele pot avea pozitia din figura a, atunci

cand a, si a, au semne contrare (adicd
a,a, < 0), sau pozitia din figura b, atunci a b
cand a, si a, au acelasi semn.

2
. . . . — CZ _Cl Cz _Cl CZ _Cl
Solutia sistemului este: S {[ 5, b, a ( 5, ~b, ) +b B, ~b, +0 ]}

4. a; # a, = x*(a; - a,) + x(b; —b,) + ¢, —cy = 0.

i) dacd A < 0, ecuatia nu are solutie, parabolele nu au
puncte comune, iar sistemul nu are solutie, S = &;

ii) dacd A = 0, ecuatia are o singura solutie x,, para-
bolele au un punct comun M(x,, y,), iar sistemul are
tot o singura solutie, S = {(xy, ¥o)};

iii) dacd A > 0, ecuatia are doud solutii distincte x; six,,
parabolele au doud puncte distincte comune M, (x;, ¥;)
si M, (x,, y,), iar sistemul are doud solutii distincte,
S = {(x3, ¥7); Oy, ¥5)}(vezi figura alaturatad).

xercitii rezolvate

5x? -3x-2=y
2x* -7x+37=y

=Y

1. Rezolvati sistemul {

Rezolvare
Scriem ecuatia 5% —3x—2=27-7x+ 37 <3¢ + 4x-39 =0 =x=3,X, = 133
Dinx; =3 =y, = 34,iardinx, = —% =Yy = %
Solutia sistemului este S = {(3,34); (—%, %)} .

2. Determinati valorile parametrului real m pentru care urmétorul sistem are o singura

. [2x®*—5x+10=y
solutie <, .
x“—-(m-2)x+1=y
Rezolvare
Scriemecua'giasz—Sx+ 10=xX*-(mM-2Dx+1x*-—(7-m)x+ 9 =0.
Pentru ca aceastd ecuatie sa aibd o singura solutie trebuie caA = 0 < (7 - m)?-36=0;
obtinem m; = 1 sim, = 13.
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Exercitii propuse

1.

10.

11.

12.

Determinati functia de gradul al doileaf: R — R, f(x) = @® + bx + ¢,a #0, daci:
a) f(-1) =1, (1) = 3,f(2) = 7; b) f(-1) = 4, f(0) = -3, f(1) = O;
o) f(-2) = -11; f(1) = -2, f(3) = -16.

. Determinati functia de gradul al doilea f(x) = ax® + bx + c astfel incét graficul

acestei functii sa treaca prin punctele A(1, —6), B(-1, -8) si sd taie axa Oy In
punctul C(0, -8).

. Determinati functia de gradul al doilea f(x) = ax® + bx + c astfel incét graficul

acestei functii sa aiba varful in punctul V(1, 2) si sa taie axa Oy in punctul B(0, -1).

. Fie familia de functii de gradul al doilea f,,(x) = x> —2(m-1)x + m -2, unde m

este parametru real. Ardtati ca varfurile parabolelor asociate acestor functii se
gasesc pe o parabola.

. Determinati functia de gradul al doilea f(x) = ax® + bx + ¢, stiind ci admite un

minim egal cu 4 si graficul sdu trece prin punctele A(-1, 13) si B(2, 4).

. Aduceti la forma canonica functiile f: R - R:

a) f(x) = 2> —x +3; b) fOo) = -3x2 —4x + 5.

. Determinati functia de gradul al doilea al carei grafic trece prin punctele

A(3, 1) si B(4, 4) si are ca axa de simetrie dreapta x = 2.

. Determinati functia de gradul al doilea al carei grafic trece prin punctele A(0, 1)

si B(2, 1) si este tangent dreptei y = -1.

. Aflati valorile lui a si b pentru care parabolele de ecuatiiy = x* - 2x + a si

y = 2 — bx + 3 au varful comun.

Stabiliti maximul sau minimul urmétoarelor functii:
a) fx) = x* - 4x + 6; b) f(x) = = + 6x - 18; ¢) f(x) = x* - 9;
d) f(x) = -8x* + 21x —1; ) f(x) = -x* — 4x + 4.

Stabiliti intervalele de monotonie pentru urmaétoarele functii de gradul al doilea:
a) fGO) = x* + 2x + 3; b) f(x) = 4* - 4x + 1; ¢) f(x) = -x* — 4;
d) f(x) =x2+4;e)f(x) =% + 4x + 5.

Fie functia f(x) = D" -ax + 2),unden e N sia e R. Aflati valorile luin sia
in fiecare dintre cazurile de mai jos:

a) functia este strict crescitoare pe (—oo, —1] si strict descrescétoare pe [-1, +x);
b) functia este strict descrescatoare pe (—o, 3] si strict crescdtoare pe [3, +o0);
c) functia are valoarea maxima -1;

d) functia are valoarea minima 1;

e) functia 1si atinge valoarea maxima pentru x = 3;

f) functia isi atinge valoarea minima pentru x = 0.
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13. Consideram familia de parabole y = mx® — mx + 1, unde m € R \ {0}.
a) Pentru ce valori ale lui m parabolele corespunzatoare nu intersecteaza axa Ox?
b) Pentru ce valori ale lui m parabolele corespunzatoare sunt tangente axei Ox?
c) Demonstrati ca parabolele din familie trec prin doud puncte fixe.

14. Consideram familia de functii f,, : R - R, f,,(x) = x* - 2mx + m.
a) Aflati valorile lui m pentru care graficul functiei f,, nu intersecteaza axa Ox.
b) Aflati valorile lui m pentru care graficul functiei f,, este tangent drepteiy = -2.
c) Demonstrati ca graficele tuturor functiilor din familie trec printr-un punct fix.
d) Aflati locul geometric al varfurilor parabolelor asociate.

15. Consideram familia de functiif,, : R > R, f,,(x) = X* - 2(m - 1Dx + m(m - 3).
a) Pentru ce valori ale lui m avem f,,(x) >0, V x € R?
b) Pentru ce valori ale lui m avem f,,(x) 20, V x € (-, 0)?
c) Aflati locul geometric al varfurilor parabolelor asociate.

2
16.Fie functiaf: R > R, f() = xz—X+1_
x“+x+1

a) Care este valoarea maxima si valoarea minima a functiei f?
b) Studiati monotonia functiei f.

17.Fief: R > R, f(x) = ax®> + bx + ¢, a # 0. Demonstrati ca:

_ fGa)+ )
2
fOa)+ fQxy)
<
2 <
18.Fie m € R* si familia de functiif: R > R, f(x) = mx® — (3m - 2)x + 2m — 1.
a) Arétati ca graficele familiei de functii trec prin doua puncte fixe.
b) Determinati valorile lui m pentru care fiecare din graficele functiilor corespun-
zatoare taie axa Ox In doud puncte avind distanta dintre ele egald cu V6 .

y X+ X
a)dacaa>0,f( 12 2) , VX, Xy € R, Xp # Xy

b)dacéa<0,f(x1;x2) , V Xy, X € R, xg # X5

19. Demonstrati cd existd o singura functie f: R > R, f(x) = @ + bx + ¢, unde a, b,
c e R,a=0,astfel incita, A, P, S sé fie numere Intregi consecutive in aceastd ordine.

20. Se considerd familia de functiif,, : R > R, f,,(x) = ¥+ 2(m-Dx + 8m?-1),
m e R.
a) Demonstrati ca daca | 7m + 1| <8, atunci graficele functiilor f,, intersecteaza
axa Ox in cel putin un punct.
b) Pentru ce valori ale lui m varfurile parabolelor asociate functiilor f,, se afla
sub dreapta de ecuatiey - 1 = 0?
c) Determinati m € R astfel incdt suma patratelor radécinilor ecuatiei f,,(x) = 0
sd fie maxima.
21.Fie functia f : R - R, f(x) = x* + a|x| + a* - 1. Aflati valorile reale ale lui a
pentru care f(x) > 0, (V) x € R.
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Exercitii propuse

22,

23.

24,

25.

26.

27.

28.

Fie functiaf: R > R, f(x) = o+ @+ Dx+1,a#0,aekR.
a) Aflati valorile lui a pentru care f(x) > 0, (V) x € R.
b) Aflati valorile lui a pentru care f(x) > 0, (V) x € (-, =2].

Rezolvati inecuatiile:

2
2) % = 13x + 30 > 0; b) ® - 20x + 99 < 0; 0) X =3XE3 <,
4x—-x
) x—1<x+1, ) x? >-1: ) X2 —x+1 < x-1,.
x+17x-1""71-2x = 77 2 41yx+1  x+1°
2 2
g)x2+x+122L;h)ﬁ+x+1s 23x .
x“-x+1 x“—-x+1
Rezolvati sistemele de ecuatii:
2 2 2 1ilos 2 2
) 4% -3y =73 ) 41X +xy—y:1.c) X y L) 4% -2xy+3y° =9,
2x-7y+1=0"" |2x+3y =5 ~ x—_yzl, x-y=1 ’
6
& x-3y=0 o 3 —xy+3y +x+y=7
2x% +6xy -9y =x+2y’  |3x-y=2 ‘
Rezolvati sistemele:
x+y=2
2 x?+y*=2 b 11 yl 4 o) {2xy+5(x+y):55_
Xy =ty |t E T2 6y +3(x+y) =817
+y=3
a 2x+xy+2y =2 ) x+y+2xy=-11 - xzy 5 )
3x-2xy+3y=17"" \2x?y+ 202 = 12> (X4 2>
y x 2
h){x3+y3:9-i){x+y:2 [y =56 ) Pt ety =6
x+y=3 "~ x*ryt=2"" |2+ y*=20" x2y® +x°y* =36

Rezolvati sistemele:
2) 3x2—10x+1=y_b —x2+3x—5=y.c (x-1>=3x*+y
x-2P%-7=y ~ 2x* —6x+1=y’ 5x*—3=23x+y)-y

Determinati parametrul real m pentru care urmatorul sistem are doud solutii

x2—3x+5:y
(m—2)x2+5x—10:y'

Stiind ¢ {x -

3 xz—(m+5)x—4:y
y=-1

(2x-5)%+3x-11=y
minati parametrul real m si celelalte solutii ale sistemului, dacd acestea exista.

este o solutie a sistemului { , deter-
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Test de evaluare

Se considera functiile f,: R — R, f,,(x) = mx*—2(m - 1)x + m -2, unde m € R*.

1.

=

a) Studiati monotonia functiei f;,. Discutie dupd m € R*.
b) Studiati natura punctului de extrem al parabolelor asociate functiilor f,,,.

Determinati m € R* astfel incat varfurile parabolelor asociate functiilor f;,
sd fie situate deasupra axei Ox.

Determinati m astfel incat axa de simetrie a parabolei sa coincida cu axa Oy.
Precizati multimea valorilor functiei f,,; discutie dupd m € R*.

Rezolvati inecuatia f;,(x) < 0 in cazul m > 0.

Aratati ca varfurile parabolelor asociate functiilor f,, se gasesc pe o dreapta.
Aratati ca toate parabolele asociate functiilor f,, trec printr-un punct fix.
Discutati pozitia relativa a dreptelor d,,: y = —2(m — 1)x fatd de parabolele

asociate functiilor f,,.

Rezolvati sistemul fl(J(C))= Y si interpretati geometric rezultatul obtinut.
1=y

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Vectori in plan

Introducere

Notiunea de vector se formeaza printr-un proces psihic natural legat de fenomene ale
realitatii in care intervin asa-numitele ,,marimi vectoriale“: ne deplasdm — in ce directie?
in ce sens? cat de departe?

Sau: o greutate este legata cu o franghie; tragem de ea —in ce directie? in ce sens? cat
de tare? Chiar in opera lui Aristotel se vorbeste de paralelogramul fortelor.

Notiunea de vector este o notiune clasica si, in acelasi timp, moderna. Existd probleme
de geometrie la care metoda vectoriala este mai directd sau mai elocventd si de preferat in
raport cu metoda clasica sintetica. Dar nu trebuie abuzat nici de metoda vectoriala, nici
de metoda analitica sau sintetica.

1. Vectori

1.1. Segment orientat, relatia de echipolenta,
vectori, vectori coliniari

Fie A si B doud puncte din plan. Segmentul [AB] este bine determinat de extremitatile
sale A si B.

M O pereche ordonata (A, B) de puncte din plan se numeste segment orientat
sau vector legat in punctul A si se noteaza cu AB.

® Punctul A se numeste originea lui AB, iar punctul B se numeste
extremitatea lui AB.

Daci A # B, atunci segmentul orientat AB se reprezinti
grafic prin sdgeata care uneste pe A cu B (vezi figura alaturata). B
Dacd A = B, atunci segmentul orientat nul AA se AB

reprezintd grafic prin punctul A. A
Segmentele orientate AB si CD se numesc egale daca

A coincide cu C si B coincide cu D.
Segmentele orientate AB si CD se numesc opuse dacd A coincide cu D si B coincide cu C.
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Vectori in plan

Dreapta determinati de segmentul orientat AB se numeste dreapta suport a lui AB
si se noteaza cu (AB). Aceastd dreapta este unic determinatd numai dacd A # B. Orice
dreapti care trece prin A este dreapti suport pentru segmentul orientat nul AA .

Doué segmente orientate se numesc coliniare daci dreptele lor suport coincid.

Doua segmente orientate se numesc paralele daca dreptele lor suport sunt paralele.

1.2. Directie

Doua drepte d; si d, din plan se numesc paralele sau egale dacé sunt disjuncte
(d; nd, = @) sau coincid (d; = d,).

. Teorema

Pe multimea dreptelor din plan relatia ,,paralele sau egale“ este reflexiva,
simetrica si tranzitiva, adica este o relatie de echivalenta.

Aceastd relatie determind o impaértire a dreptelor din
plan in submultimi disjuncte, oricare doud diferite (clase
de echivalenta), numite directii. Prin urmare, o directie W /
este o familie de drepte paralele, fiecare dreapta din
aceasta familie este un reprezentant al directiei din care
face parte.

Concluziondm cé ,directia unei drepte” reprezinta

»familia de drepte paralele cu o dreapta data“ sau ,.clasa de echivalentd determinata de
dreapta datd in raport cu relatia ,,paralele sau egale®.

Soeiie

Doud segmente orientate au aceeasi directie daca ambele sunt nenule si
dreptele lor suport apartin aceleiasi directii sau ambele sunt nule.

. Teorema

Relatia aceeasi directie pentru segmente orientate este o relatie de
echivalenta pe multimea segmentelor orientate, adicd este reflexivé, simetrica
si tranzitiva.

Retinem:
B Doud segmente orientate nenule au aceeasi directie daca si numai daca sunt paralele
sau coliniare.
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1.3. Sens

Pe o dreapta din plan se pot stabili exact doua sensuri de parcurs.

. Definitie I

O dreapta d impreuna cu o alegere a unui sens
de parcurs se numeste dreapté orientata.

. Definitie I

Doud segmente orientate nenule coliniare au
acelasi sens dacéd sensurile de parcurs determinate
pe dreapta suport comuna coincid.

Doud segmente orientate, nenule si paralele au acelasi
sens daca extremitdtile lor se afld in acelasi semiplan
determinat de dreapta care uneste originile segmentelor. 0,

. Teorema

Relatia acelagi sens pentru segmente orientate nenule de aceeasi directie
este o relatie de echivalen{d pe multimea segmentelor orientate, adica este
reflexivé, simetrica si tranzitiva.

<

Clasele de echivalentd relative de relatia ,,acelasi sens"
se numesc sensuri. Existd doud astfel de clase: sensul inifial 9, A,

al segmentului orientat nenul dat si sensul opus.

Convenim ca sensul unui segment orientat nul este 5 >
nedeterminat. - o
Familia de drepte paralele cu o dreaptd data este directia 0,4 A,
dreptei. ’ >
. . . . 02 AZ
O directie pentru care s-a fixat acelasi sens de parcurs , >
pe toate dreptele familiei se numeste directie orientata. 0, A g

Y

1.4. Lungime

| | Definitii
Fie AB un segment orientat. Prin lungimea lui AB se intelege distanta

dintre punctele A si B.

Lungimea lui 4B se mai numeste norma sau modulul lui AB. Se noteazi
d(A, B), || AB||, | AB| sau AB.

Un segment orientat nul are lungimea zero. Doud segmente neorientate care au aceeasi
lungime se numesc segmente congruente.
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Moeinge

Doua segmente orientate au aceeagi lungime daca segmentele neorientate
corespunzitoare sunt congruente.

. Teorema

Relatia aceeasi lungime pentru segmente orientate este o relagie de
echivalentd pe multimea segmentelor orientate, adica este reflexiva, simetrica
si tranzitiva.

1.5. Segmente echipolente. Vectori

Relatiile ,,aceeasi directie, ,,acelasi sens“ si ,,aceeasi lungime“ pentru segmente orientate
din plan realizeaza o noud relatie pentru segmente orientate, care sta la baza notiunii de
vector liber.

Moeinge

Doud segmente orientate nenule se numesc echipolente daca au aceeasi
directie, acelasi sens si aceeasi lungime.

Prin conventie, toate segmentele orientate nule sunt
echipolente intre ele.

Dacii AB este echipolent cu CD se scrie AB ~ CD.
AB ~ CD daca sinumai daca segmentele [AD] si [BC]
au acelasi mijloc.

. Teorema

Relatia de echipolentd pentru segmente orientate nenule este o relatie de
echivalen{d pe multimea segmentelor orientate, adica este reflexiva, simetrica
si tranzitiva.

oeinie

Clasele de echivalentd ale segmentelor orientate, relative la relatia de
echipolentd, se numesc vectori.

Un vector este o submultime a multimii tuturor segmentelor orientate, care contine
toate segmentele echipolente cu un segment dat.

Fiecare segment orientat din clasa numitd vector este un reprezentant al clasei.

Notim AB vectorul asociat segmentului orientat AB.
Vectorii AB si CD sunt egali daci segmentele orientate AB si CD sunt echipolente.
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Un vector de lungime egala cu unitatea se numeste versor sau vector unitate.
Vectorii care au aceeasi directie se numesc vectori coliniari.
Vectorul zero (vectorul nul) este coliniar cu oricare alt vector.

Doi vectori coliniari care au aceeasi lungime si sensuri opuse se numesc
vectori opusi.

Daca unul dintre ei este notat cu d, atunci opusul sdu

este notat cu —a. A i B
Doi vectori d si b sunt egali si se scrie d=b, daca o :
. Ca . ) . —a_ s
reprezentantii lor au aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi e

lungime, adica sunt echipolenti.
Notam planul cu P si multimea vectorilor din plan cu V.

In planul 7 fixim un punct O pe care il vom numi origine. Oricarui alt punct M € P i
corespunde exact un vector OM e V al cérui reprezentat este segmentul orientat OM .
Vectorul OM se numeste vectorul de pozitie al punctului M fatd de punctul origine O.

. Teorema

Fie O punctul origine. Functia care asociaza fiecdrui punct M € P vectorul

siu de pozitie OM e Veste o corespondenta biunivoca intre planul P si multimea
vectorilor ) (adica oricdrui punct M din plan 1i corespunde vectorul sau de
pozitie OM si reciproc oricirui vector OM din plan ii corespunde un punct M
din plan care este extremitatea vectorului).

Probleme propuse
1. Fie O un punct in plan si AB un segment orientat nenul.

a) Reprezentati multimea L a extremitdtilor segmentelor orientate cu originea
O care au aceeasi lungime cu AB.

b) Reprezentati multimea D a extremitatilor segmentelor orientate cu originea
O care au aceeasi directie cu AB.

c) Reprezentati multimea S a extremitatilor segmentelor orientate cu originea
O care au acelasi sens cu AB.

. Fie d o dreapti si AB un segment orientat nenul.

a) Determinati multimea extremitatilor segmentelor orientate cu originea pe d
care au aceeasi lungime cu AB.

b) Determinati multimea extremitdtilor segmentelor orientate cu originea pe d
care au aceeasi directie si lungime cu AB.

¢) Determinati multimea extremitétilor segmentelor orientate cu originea pe d
care au aceeasi lungime, directie si sens cu AB.
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3. Fie cercul C de centru O sirazdr, iar AB un segment orientat nenul.
a) Determinati multimea extremitétilor segmentelor orientate cu originea pe C

[
& care au aceeasi lungime cu AB.

2 b) Determinati multimea extremitétilor segmentelor orientate cu originea pe C
3 care au aceeasi directie si lungime cu AB.

g c) Determinati multimea extremitétilor segmentelor orientate cu originea pe C
% care au aceeasi lungime, directie si sens cu AB.

a

|

2. Operatii cu vectori

2.1. Adunarea vectorilor

Moetnge

Fie @ si b doi vectori necoliniari. Fie OA un

reprezentant al vectorului @ si AB un

- A b B
reprezentant al vectorului b . C/ W
Suma vectorilor d si b este vectorul a+b b 0
’ _—

reprezentat de segmentul orientat OB (care
verificd relatia OA + AB = OB.
Aceastd relatie se numeste regula triunghiului sau relatia lui Chasles.

. Teorema

Adunarea vectorilor are urmdatoarele proprietati:
1. Asociativitate:

(@+b)+c=da+(b+c)Vd,beV

2. Existenta elementului neutru (vectorul nul), 3 0 e V astfel incat

i+0=0+d=dVvVdaeV

3. Orice element din V admite simetric la adunare (vectorul opus)

J(-d)eVailid+(-d)=(d)+da=0VdeV

4. Comutativitate:
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Proprietatea de comutativitate a adunarii
vectorilor, nenuli, necoliniari conduce la o
noud reguld pentru determinarea sumei,
numita regula paralelogramulm

Se reprezinta AB € d, AD ¢ b si se de-
termind punctul C avand proprietatea ci ABCD
este paralelogram. Segmentul orientat AC
este reprezentatul vectorului suma d+b .

Adunarea a doi vectori poate fi extinsa.
Fie vectorii d;, d,, ..., d,. Prin suma
vectorilor d,, d,, ..., d, seintelege vectorul
obtinut prin adunarea lui d@; cu d,, apoi
rezultatul cu dy s.a.m.d.

Vectorul obtinut se noteaza d; + d, + ...

4
B
aZ
A
i B

+ d,, . Regula de obtinere a vectorului suma

este o extindere a regulii triunghiului si se numeste regula poligonului.

Fie OA, € d;, AjA, € Gy, AyA; € ds,...,
Avem OA1 + AjA, + AyA; + ...

Fie @ si b doi vectori. Suma dintre vectorul @ si opusul
lui b adici @ + (=b) se numeste diferenta dintre
vectorul G si vectorul b sise noteazi @ — b.

+ A4,

A 4A, € d,.
= O_An .

Dacii AB este reprezentantul lui d, adici AB € @ si AD , este reprezentantul lui b,
adici AD € b, atunci DB este reprezentantul lui @ — b .

Probleme propuse

1.

2.
PA - PM = PM — PB.
Aritati ci: PA+PB+PD = CD—-AB.

Arétati ca BC+NM = MN .
. Fie ABCD un paralelogram si M € AB.

Fie A, B si C trei puncte din plan. Aratati ca AB+BC+CA =0 (Relatia lui Chasles).

Fie segmentul [AB] si M mijlocul sdu. Ardtati ca pentru orice punct P din plan avem:
. Fie paralelogramul ABCD si P un punct din plan astfel incit PB+ PC = BP .

. Fie trlunghlul ABC si M, N mijloacele laturilor [AB], [AC].

Calculati:

a) ﬁ+ﬁ;b) @+@;c) ﬁ+C—B+@;d) PC-AB-BC + AP .

. Fie ABCD un paralelogram de centru O. Calculati:

a) @—E;b) %—A—D; c) @—@;d) AD — AB;
e) AC-AD+OD ;f) BC-AO-DO;g) AD+CO-0D.
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7. Fie ABC un triunghi si punctele M, N € [BC] astfel incat BM = MN = NC.
Aritati cd AB+AC = AM + AN .

8. Fie triunghiul ABC si punctele M, N € [BC] astfel incat BM = NC.
Aritati i AB+AC = AM + AN .

Probleme propuse

2.2. inmultirea unui vector cu un numar real

Fie R multimea numerelor reale si V multimea vectorilor din plan.

|| pefinitie

Fiete R, t#0si a € V, a # 0. Prin produsul dintre numarul real nenul ¢ si
vectorul nenul a, notat ta, se intelege vectorul care are aceeasi directie cu a,
acelasisens cu a, daci t > 0, si sens contrar lui a, daci t < 0, far lungimea |t| - | a .

Observatie: Dacd a=0 saut = 0, atuncita=0.

Exemple:

1. Fie AB € a sit = 2. Vectorul 2a este vectorul care
are directialui AB, sensullui AB silungimea dublul
lungimii lui AB.

CD € 2a.

2. Fie AB € a sit = -3. Vectorul -3a este vectorul
care are directia lui a, sensul contrar lui a si
lungimea 3 || a || .

CD € -3a.

. Teorema

fnmultirea vectorilor cu numere reale verificd urmatoarele proprietiti:
1. t(a + b)=ta +tb,vte R,V a,b e V;
2. s+ta=sa+ta,Vs,te R,V a eV,
3. s(ta) =@Ga, Vs, te R, Vae)
4. 1-a=a,vace
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Fie a € V,atunci a + a = 2a. ~

. 0 2d B
Demonstratie S
Fie 04 si AB doi reprezentanti ai vectorului a. O a A a B
Avem OA+ AB=0B € 2a.

Rezultatul se poate extinde.
Fie a € Vsine N*; atunci a+a+..+a = na.

de nori a

Probleme propuse

1.

Probleme propuse

2.3.

N

w

Fie d o dreapta pe care se fixeaza 4 puncte echidistante A, B, C, D si M mijlocul
segmentului [AD]. Aratati ca pentru orice punct P din plan, exterior dreptei d,

avem: PA+ PB+ PC+ PD=4PM.

Fie triunghiul ABCsi M, Nmijloacele laturilor [AB], [AC]. Aratati ca MN= BTC .

AB+ AC

Fie triunghiul ABC si M mijlocul laturii [BC]. Aratati cd AM = 5

4. Fie ABCD un patrulater convex si M, N mijloacele diagonalelor [AC], [BD].

AB+ CD

Arédtaticd MN= 5

Raportul in care un punct imparte un segment orientat

Soermge

Spunem cd punctul M1 imparte segmentul orientat

nenul AB in raportul k daci MA= k- MB. /«M/' B

Dacéa punctul M este interior segmentului [AB] atunci k < 0, iar dacd M este exterior
segmentului [AB], atunci k > 0. Numaérul real k se numeste raportul in care punctul M

imparte segmentul orientat nenul AB.

2.4. Descompunerea unui vector dupa doua directii date

Considerdm d, si d, doud drepte care se intersecteaza
in Osi v unvector nenul. Fie OM un reprezentant al lui v
(W € v).DacaM¢ d;, M¢ d, ducem prin M paralele la
d; si d,, obtindnd paralelogramul OAMB.

Avem OM= OA+ OB, adici OM se descompune dupa
directiile d, si d,. Dacd M € d,, atunci OM = OM + 0;
analog dacd M € d,.
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. Teorema

Fie v € Voarecare, iar a si b doi vectori nenuli si necoliniari. Exista si sunt
unice numerele reale r si s astfel incat ¥ = ra +sb (adicd v se poate scrie ca o

combinatie liniara a vectorilor a i b).

| oefinigie

Doi vectori nenuli se numesc paraleli daca au ca directii drepte paralele.

. Teorema

Fie vectorii nenuli a si b avand directii neparalele si u=xa+yb,
v =za+tb (adicd vectorii u si v se scriu ca o combinatie liniara a vectorilor a
si b). Atunci vectorii u si v sunt paraleli daci perechile de numere (x, y) si (z, t)
sunt direct proportionale.

Remarca. Daca u = xa+ yb se mai spune ca vectorul u este de coordonate (x, y) in
raport cu vectorii a si b nenuli si de directii neparalele; se noteaza u (x,y) sau u = (x, ).
Prin urmare

LeLY | v D e §=% (z#0,t#0)

Observatie: Fie xOy un reper cartezian in plan si v un vector din acest plan. Atunci
existd un unic reprezentant OM al vectorului v cu originea in O.

Coordonatele punctului M in raport cu reperul xOy se numesc coordonatele vectorului v .

Daca M este de coordonate x siy, adica M(x, y), atunci vectorul v este de coordonate
x siy, adica v (x, ¥).

Pentru punctele A(1, 0) si B(0, 1) consideram vectorii
i si j de coordonate (1, 0), respectiv (0, 1).

Vectorii 1 (1, 0) si 3 (0, 1) se numesc versorii axelor
de coordonate. Ei au directiile axelor si sensurile semiaxelor
pozitive Ox, respectiv Oy.

Vectorul v (x, y) se scrie in mod unic sub forma v = xi+ yj .
Aceastd scriere reprezinté descompunerea vectorului v dupi axele de coordonate Ox, Oy.

Orice vector v (x, y) se poate | 1dent1f1ca cu perechea ordonata (x,y) € RxR.

Daci v =x,1+ N j si u=x,0+Yy,],atunci se definesc operatiile:

B osuma v+u = (O + X ¥y + Y);
m diferenta v—u = (; — Xy, Y1 —Yo);
® produsul cu un scalar Av = (Ax;, Axy), V A e R.

Yy
B

163



CAPITOLUL 7

Probleme propuse

1.
2.

w

Probleme propuse
u s

Fie O centrul triunghiului echilateral ABC. Aratati cd AB+ AC = 3A0 .
Fie O centrul patratului ABCD. Aritati cd AB+ AC + AD = 4A0 .

. Fie O centrul hexagonului regulat ABCDEF.

Aritati cd AB+AC +AD + AE + AF = 6A0.

Fie triunghiul ABC avénd centrul de greutate G. Aritati cd GA+GB+GC = 0.

. Fie triunghiul ABC si M un punct care imparte segmentul (BC) in raportul k,

1 25__k 7c.

adica MB =kMC . Arataticd AM = 1-% 1_k

Test de evaluare

o G4
3 w1
o ©
W N

=]
Ul
o

o

,5)

K-

=]
Ul
o

1. In trapezul ABCD, AB || CD, prin punctul O de intersectie a diagonalelor se
duce o paraleld la baze care intersecteazd AD in M si BC in N.

Care dintre segmentele AB, DC, OM, ON au acelasi sens?
. Se da paralelogramul ABCD si Pun punct arbitrar. Aritati ci PA + PC = PB+ PD .
. In triunghiul ABC, fie M, N, P mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB]. Aratati ca:
PA+PM =PN ;
AN +PM = AC;
AN + MB = AP ;
AB+MN = AP.
. Vectorii AB si AC au modulele AB = 5, AC = 12 si m(<{BAC) = 90°.
Aflati modulul vectorului AB + AC .
5. Fie M, N, P, Q mijloacele laturilor [AB], [BC], [CD], [DA] ale patrulaterului
convex ABCD. Aratati ca:

a) W+M—Q=%(R+@);

S

b) W+Q—N=%@+@+R+m.

6. Fie triunghiul ABC si D un punct pe latura [BC] astfel incét lD)—]g, =
s = W
Demonstrati ca: AD = il AB + 41 AC.

Caz particular: D este piciorul bisectoarei unghiului A.

7. in hexagonul regulat ABCDEF descompuneti vectorul AD dupi vectorii ED
si AF .

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Coliniaritate, concurenta,
paralelism - calcul vectorial
in geometria plana

1. Vectorul de pozitie al unui punct

Fie planul P inzestrat cu reperul cartezian xOy si V multimea vectorilor din plan.
Oricdrui punct M din planul P ii corespunde un vector unic OM al cirui reprezentat este
segmentul orientat OM . Vectorul OM se numeste vectorul de pozitie al punctului M in
raport cu reperul cartezian xOy.

Exemplu:

Punctului A(1, 0) i corespunde vectorul sdu de poz1t1e
OA(1 0) sau OA = (1,0) sau OA=1-1 +0- ]

Prin urmare, punctului A(1, 0) ii corespunde Versorul i.
Analog, punctului B(0, 1) 1i corespunde versorul j .
Punctului C(3, 4) 1i corespunde vectorul de pozitie
OC =3i +4j .

Notatie. Vectorul de pozitie al punctului A este OA =T, .
Pentru a ardta cd 7, este vectorul de pozitie al punctului A
se noteaza A(7, ).

Observatii: 1. 7 =0.

2. AB =ty -7, , deoarece AB=0B—-0A.

Probleme rezolvate

1. Demonstrati cd dacd punctele A, B si C sunt coliniare exista constantele reale o,
si v de suma nuld pentru care vectorii de pozitie OA, OB si OC verifica relatia
aOA + BOB +7y0C = 0.

Rezolvare B C
Presupunem ca punctele A, B, C sunt coliniare. A
Avem AC =k AB, k e R. In AOAC avem: O/
OA + AC +CO =0 OA +kAB + CO = 0 &
& OA +k(AO +0B) + CO =0 &

& OA -kOA + kOB - OC =0 < (1-k) OA + kOB - OC = 0.

a=1-k
Luand {B=k  rezulti oOA + BOB +yOC = O,cuo + B +y=0.
y=-1
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2. Demonstrati ca vectorii OA, OB, OC si OD aivarfurilorA, B, C, D ale paralelogramului
ABCD verifici relatia OA + OB = OC + OD.
Rezolvare YA
fn AOAB avem AB = OB -0A , iar in AODC, D ¢
DC =0C —OD . Cum vectorii AB si DC sunt echivalenti
obtinem: OB-0A =0C-0D &
< OA+0OC=0B+0D.

3. Fie patrulaterul ABCD in care AD =k-BC, k > 0. YA
Exprimati vectorul de pozitie al varfului D in functie D
de vectorii de pozitie ai varfurilor A, B si C.
Rezolvare
Vectorii AD si BC sunt coliniari.
fn AOAD: OD =0A+AD =0A+kBC =
=0A+k(BO+0C) = OA-kOB-kOC .

o)
<Y

4. Pe segmentul de dreaptd [AB] se considerd punctele C si D care Impart acest segment
in trei segmente congruente. Scrieti vectorii de pozitie ai punctelor C si D In functie
de vectorii de pozitie ai varfurilor A si C.

Rezolvare
in AOAB: AB=0B-0A; AC=$AB, AD=24E. YA A
inAOAC:E:O?—(ﬂ@%E:(T—m g c
& AB=30C-30A < OB-0A=30C-30A P
& 30C=204+08 « 0¢ 204+ 08 0 %
Analog @:M_

5. Fie A’, B/, C’ mijloacele laturilor triunghiului ABC. Aratati cd suma vectorilor de
pozitie ale mijloacelor A’, B, C’ este egala cu suma vectorilor de pozitie ai varfurilor
A, B, C.

Rezolvare
In triunghiurile OAB, OBC, OCA, OC’, OA’, OB’ sunt
mediane si obtinem:

CTC'=OA+OB, OA” = OB+OC’ OF = OA;OC'

Adunénd cele trei egalititi obtinem:
OA’+0B’+0C" = OA+0B+0C.
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6. interiorul unui paralelogram ABCD determinati un punct E astfel incat
EA+EB+EC+ED=0. Aratati ca acest punct este unic.

Solutie
Fie M mijlocul lui [AB] si N mijlocul lui [CD].
In AEAB: 2EM = EA+EB, iar in AECD: 2EN=EC+ED. D N c
Tindnd seama de relatia din enunt, obtinem: v
2EM +2EN =0 < EM = —EN , adici vectorii EM si EN E>
sunt coliniari. Deducem ca punctele E, M, N sunt coliniare A
si EM = EN, deci E este mijlocul segmentului [MN]. A M B
Reciproc, dacd E este mijlocul segmentului [MN], el

satisface relatia din enunt.
Rezultd ca E este unic cu aceastd proprietate.

2. Vectorul de pozitie al punctului care
imparte un segment intr-un raport dat.
Teorema lui Thales; conditii de paralelism

2.1. Vectorul de pozitie al punctului care imparte un segment
intr-un raport dat

Fie [M;M,] un segment nenul in sistemul ortogonal xOy cu M; (xy, ¥1), M5 (x5, ¥5), si
M e (M,M,) astfel incat MM, = kMM, , M(x, y).

Numarul k reprezintd raportul in care punctul M imparte segmentul [M;M,].

Dacé M se afla in interiorul segmentului, ca in figura a,

atunci k este negativ. i
Dacé M nu se afld pe segment, ci in afara lui (cain figura b), My
M”

atunci k este pozitiv. Deoarece MM, # MM, ,

MM M;
MM

Detaliind egalitatea vectoriald MM1 = k MM2 obtinem:
=01 + =0 =klCo-01 + G- jle

avem k # 1. Formal raportul k se mai scrie k =

(0]

X i
X TkXy M
{3;1—x=k(x2—x) - X="7_"% v
. 1
—y=k(y2=y) _ -k ,
YT 1ok M;

Egalitatea vectoriald MM1 = k MM2 se mai scrie: o M M M ;

OM, —OM = k(OM» —OM ) <> OM = OM1=kOM> b

1-k ’
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adicd vectorul de pozitie al punctului M care imparte segmentul [M;M,] in raportul k se
scrie In functie de vectorii de pozitie OM; si OM, ai extremitatilor M, si M, ale segmentului
[M;M,] si raportul k.

Caz particular. Vectorul de pozitie al mijlocului segmentului [M,M,]
Fie M mijlocul segmentului [M;M,], cu M;(x;, ¥1),

M, (%3, ¥5), M(x, y). YA
Avem MM, = -MM,, decik = -1. Obtinem

W1—sz=W1+W2=W1+W2 M,
1-k 1-(-1) 2 ’
Deducem ca vectorul de pozitie al mijlocului segmen-
tului [M;M,] este media aritmetica a vectorilor de pozitie
ai capetelor segmentului.

OM =

Legat de vectorul de pozitie care imparte un segment intr-un raport dat reamintim
cateva rezultate din geometria pland, cum ar fi teorema lui Thales, reciproca teoremei lui
Thales si Teorema paralelelor echidistante.

2.2. Teorema lui Thales
. Teorema lui Thales

O paraleld dusa la una dintre laturile unui
triunghi determina, pe celelalte doua laturi sau d \E /D
pe prelungirile lor, segmente proportionale.

4 A
Reformulare
Fie ABC un triunghi, d || BC,d nAB = {D} d D E
sid N AC = {E}. Avem egalitatea: /

AD _AE o AD _ AE B ¢ B c
DB EC AB ~ AC

. Reciproca teoremei lui Thales

Fie triunghiul ABC si D € (AB), E € (AC) astfel incat
AB _ AC

. Atunci DE | BC.
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2.3. Conditii de paralelism

. Teorema paralelelor neechidistante

Mai multe drepte paralele determind pe doua . b
secante oarecare segmente proportionale. \

Reformulare

Fie dreptele a si b coplanare. Fie d; || d, || d5 trei / \
drepte paralele situate in acelasi plan cu a si b. Daca d 4, B;
dyna={A}sid, =b=1{BJ},Vk= 1,3, atunci
avem egalitatile:

dy A. B,
AAy _ BB, A4 - BB, Ay - B,B; / \
A2A3 BZBB ? AIAB BIBB ? AIAB BIBB
Generalizare. Se poate extinde lad, || d, || d5 || ... || dp, n 2 4.

[
3. Vectorul de pozitie al centrului
de greutate al unui triunghi.
Concurenta medianelor unui triunghi

3.1. Vectorul de pozitie al centrului de greutate al unui triunghi

in sistemul ortogonal xOy, consideram triunghiul ABC, unde ACx;, y;), B(Xy, ¥5), C(xs, ¥5),
si G centrul de greutate al triunghiului. Atunci vectorul de pozitie al lui G este:

oG = OA+0OB+0C A
3 YA
Demonstratie
Vectorul de pozitie al mijlocului M al laturii [BC] este G
O = OB+0C ' c
Vectorul de pozitie al punctului G care imparte seg- 0 X
mentul AM in raportul k = GA _ ) este:
GM
. _ __ #.,O0OB+OC __
oc - OA-kOM _ OA+20M _ OA+2- =  0A+0B+0C
1-k 1-(-2) 3 3 )

Coordonatele lui G vor fi:

XG=X1+3;2+X3 siyg = Y1 +};’2+y3,adiciG(x1+J;2+x3, Y1+J;3 +J’3)_
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3.2. Concurenta medianelor

Fie triunghiul ABC siA’, B’, C’ picioarele medianelor din A, B, C. Atunci sunt adevarate
afirmatiile:

a) Vectorii de pozitie ai punctelor A’, B’, C’ sunt dati de relatiile:

OA’ = OB+0C OB = OA +0C . 0C = OA + OB
2 2 2

b) Medianele sunt concurente in G.

c) Aratati cd vectorul de pozitie al centrului de greutate G este:

3
Demonstratie
. . B L AR A
a) In AOBC, OA’ este mediand, deci OA" = %; YA b
—_— — ClL._ ‘\‘G B’
analog OB’, OC’. T
b) Fie G punctul de pe mediana AA’ care imparte L7 TN c
_ A
segmentul [AA’] in raportul k = g_:, = -2; atunci 0 fc
vectorul de pozitie al lui G este:
. . . . == . 0B+0OC
oG _ OA-KOA _ 0A+204 _ 9A*2 75"  5A.0B+0C ot
To1-k 0 1-(-2 3 Bl 3
Fie G’ punctul de pe mediana BB’ care imparte segmentul [BB’] in raportul
k = % = —2. Atunci vectorul de pozitie al lui G’ este:
. . . == . 0A+0C
57 OB-kOB _ OB+208 _ 9B*2 "5  GZ,0B+0C @
T 1-(-2 3 B 3 - 3 :
Din (1) si (2) deducem 0G =0G , adici G=G'.
c) vezib).
Problema rezolvata
Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si P A
un YA V p
punct oarecare. /
Aritati ci: PA+PB+PC = 3PG .
Rezolvare B
PA+PB+PC=P0O+0A+PO+0B+PO+0C = c
=3P0+0A + 0B +0C = 3P0 +30G = 0 X
=3(PO +0G) = 3PG
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4. Teorema bisectoarei. Vectorul
de pozitie al centrului cercului
inscris intr-un triunghi

4.1. Teorema bisectoarei

Fie triunghiul ABC si D piciorul bisectoarei interioare a unghiului A, D € (BC). Afirmatiile
urmatoare sunt adevarate.
a) Existd A € R astfel incAdt AD = AM(b - AB + c-AC ), unde b = AC, ¢ = AB.
b) Fie k raportul 1n care punctul D imparte segmentul [BC]. Atunci
——= _ AB-k-AC
AD = -k
Demonstratie
a) Fie ii, v versorii semidreptelor inchise [AB si [AC
si w = @i + V.Deoarece [AD este bisectoarea
unghiului format de vectorii @i si Vv rezulta ca
vectorii AD si W sunt coliniari, deci existd o € R
astfel incit AD = o+ w =o(d + V).
Avem AB =c- 1, AC =b- V.

Obtinem: A—D:a(%+%c) = 2 (b-AB + ¢ AC) = M(b-4B +c-AC),
= &
unde A = be "
b) Din DB _ obtinem succesiv:
DC
DB =k-DC = DA+AB = AB-AD = k(DA+AC) = k(AC - AD).
Din AB—AD = k(AC - AD ), obtinem E:AB%kkAC.

. Teorema bisectoarei

Intr-un triunghi, bisectoarea interioara a unui
unghi imparte latura opusa in segmente propor-
tionale cu laturile care formeaza unghiul respectiv.
Reformulare

Fie ABC un triunghi si D piciorul bisectoarei inte-
rioare a unghiuluiA, D € (BC). Atunci are loc relatia

BD _ AB
DC ~ AC
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Demonstratie
Tindnd seama de punctele a) si b) demonstrate anterior obtinem:

A(b-AB +c-AC) = % (p0-110) 4B = (-er-1E)AC o
(:)Kb—ﬁ =O§i—ck—ﬁ =O4:>k=—% SiA = ﬁ

Dmk——g deducem cé gg %:%

Din A = ﬁ si a) obtinem AD = I)A?;+AC

Probleme rezolvate

In triunghiul ABC fie A’, B, C’ picioarele bisectoarelor interioare ale unghiurilor
A,B,Csia =BC,b=CA,c=AB.
a) Aratati cd vectorii de pozitie ai punctelor A’, B, C’ sunt dati de relatiile:

OA — b-OB+c-OC @ _ a-OA+c-0OC W _ a-OA+b~OB‘

b+c a+c a+b

b) Vectorul de pozitie al centrului cercului inscris in triunghi este:

— _ a-OA+b-OB+c-0OC

Ol = .

a+b+c

c) Demonstrati cd bisectoarele interioare ale triunghiului sunt concurente.

Rezolvare
a) Deoarece (AA’ este bisectoarea unghiului A,

_ b AB+c-AC
b+c

=% _ a-BA+c-BC == _ a-CA+b-CB N
BB = —a+c CC = —a+b . A C

Dar OA' = OA + AA’, OB =0B + BB, [0) X
OC’=0C + CC’, de unde obtinem

YA N

"€ BC, avem AA’ si analog: C ‘\I B’

OA' - OA b AB+c-AC _ bOA+cOA+bAB+cAC _
b+c b+c

b(OA+AB)+c(OA+AC) _ b.-OB+c-0OC
b+c - b+c )

Analog, se calculeaza OB, OC .

b) FieI intersectia bisectoarelor interioare (AA” si (BB'.
_ b-OB+c-OC
b+c ’
In ABAA’, (BI este bisectoare si I imparte segmentul [AA’] in raportul
k= JA__AB__c _ b+c
A BA"  ac a ’
b+c

Vectorul de pozitie al lui A’ este OA” =
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J— OA b+c\ar
. OA-— 4 OA—-(———)0A
Vectorul de pozitie al lui I este: OI = OA-kOA" _ ( a ) =

1-k b+c
1-(-25¢)
. - — b-OB+c-OC .
_ a-OA+(b+c)-08  aOA=(b+O~———p— -  q.0A+b-OB+c-OC @
B a+b+c B a+b+c N a+b+c )

¢) Notand I’ punctul de intersectie al bisectoarelor (BB’ si (CC’ obtinem, analog ca
a-OA+b-OB+c-0C
2.
a+b+c
Din (1) si (2) deducem Ol =0I' & I =T, deci bisectoarele sunt concurente.

vectorul de pozitie al lui I este: OI' =

4.2. Vectorul de pozitie al centrului cerculuiinscris intr-un triunghi

Fie triunghiul ABC cu laturile de lungimi a, b, c, unde
a = BC, b = CA, c = AB. Daci O este originea sistemului
cartezian siI este centrul cercului inscris in triunghiul ABC, >
atunci vectorul de pozitie al lui I este: B i

YA f

O—I:a-m+b-O—B+c-E .
a+b+c NC

=Y

Demonstratie 0
Deoarece (Al si (BI sunt bisectoarele unghiurilor A si B
din teorema bisectoarei obtinem:
DB_¢ IA_BA_ ¢ _b+c
DC b’ID BD ac  a

b+c
Vectorul de pozitie al lui D este O—zw,deoarece DB _ ¢ _ i
7 b+c DC b ’
. _— OB+SfocC — S
55 0B-k-0C _ 959 _ b.0B+c.0C
1-k 14 ¢ b+c '
+7
b
Avem % = —% = k’, de unde vectorul de pozitie al lui I este:
. Ax.b+can _ __
5 0A-k0D _ 94" ¢ 9  a.0A+(b+0.0D _
To1-K b+c a+b+c B
a+=>—"=
a
% b-OB+c-0OC . - o
oAbt T a.0A+b-0B+c-0C
a+b+c a+b+c '
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5. Ortocentrul unui triunghi. Relatia
lui Sylvester. Concurenta inaltimilor
Fie triunghiul ABC si AA’, BB, CC’ inaltimi. Avem AA’, BB’, CC’ concurente

Punctul de intersectie al indltimilor unui triunghi este ortocentrul triunghiului.

5.1. Relatia lui Sylvester si aplicatii
. Relatia lui Sylvester

Fie H ortocentrul si O centrul circumscris triunghiului ABC. Atunci are loc
egalitatea:

OA + OB +0C = OH

Varianta

HA+ HB + HC = 2HO

Demonstratie

Fie A’ punctul diametral opus lui A in cercul circumscris
triunghiului ABC si M mijlocul lui [BC]. H este simetricul
lui A” fata de M. Avem HBA’C paralelogram, de unde
HB+HC = HA” (1).

In AHAA’, HO este mediani, deci HA + HA” = 2HO (2).

Din (1) si (2) obtinem HA+HB+HC =2HO <

< HO+OA+HO+0B+HO+0C =2HO <

& OA+0OB+0C =0H .

Probleme rezolvate

1. Fie ABCD un patrulater inscriptibil si H;, H,, Hy, H, ortocentrele triunghiurilor BCD,
CDA, DAB, ABC. Demonstrati ca patrulaterul ABCD este congruent cu patrulaterul

H,H,H3H,. (Concurs ,,Cristian S. Calude®, Galati, A.V. Mihai)
Rezolvare

Folosind relatia lui Sylvester OH = OA + OB +OC , unde O este centrul cercului circumscris
si H ortocentrul triunghiului ABC, obtinem 1in triunghiurile BCD, CDA, DAB, ABC:
OH, =0B+0C+0D, OH, =0C +0D+0A , OH; =0D+0A +0B, OH, = OA+O0B+0C .
Avem H,H, = OH, —~OH, = (OC-+ 0D +0A)—(OB+0C+0D) = OA-OB=BA .

Din AB =-H,H,, BC =-H,H, si CD=-H,H, , rezulti ci ABCD = H,H,H,H,.
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2. Se considerd in acelasi plan triunghiurile ABC si A;B,C; de ortocentre H si H,
avand O si respectiv O, centrele cercurilor circumscrise. Demonstrati ca:

a) HA+HB+HC =2HO ;

b) AA; +BB; +CC; =0 < HH; +200; =0. (OM 2003, Sibiu, Dinu Serbdnescu)
Rezolvare

a) GA+GB+GC =0, unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC. Deducem:

HA+HB+HC = HG+GA+HG+GB+HG+GC =3HG + (GA+GB+GC) =

=2HO+0 = 2HO. Am folosit faptul ca punctele O, G, H sunt coliniare si OH = 30G .
0 0TG50 o (T8 + ) + ()2 0

& (HA, +HB, +HC, ) - (HA+ HB+HC) = 0 < HA, + HB, + HC, = 2HO

© (KA -HH) + (HB, -HH) + (HC ~-HH) =2H0 &

& (H,A +H,B, +H,C,)-3H,H =2HO < 2H,0, -3HH =2H0

& 2H0, =2H0 +3HH ©2H,0, =2(0,0-0,H) +3HH

& 2H,0, +20,H =20,0 +3HH <2HH =200 +3HH <

& HH, = 20,0 & HH, +200; = 0.

3. Fie ABCD un patrulater inscris in cercul de centru O, avand diagonalele AC si BD
perpendiculare. Dacd H; si H, sunt ortocentrele triunghiurilor ACD, respectiv ABC,
demonstrati ca BH, = DH; . (OM 2003, Neamt, Marius Merisor)

Rezolvare
Folosind relatia lui Sylvester avem:

OH, = OA+0C +0D
OH, =0A+0B+0C .

Avem __ <4 =« ~“—  — “~
DH, =0H; -0D =0A+0C

BH, = OH, —OB=OA+OC} _ BIT; < DI, .

4. Fie triunghiurile ABC si A;B;C; avand H, respectiv H, ortocentre si O, respectiv O,
centrele cercurilor circumscrise. Aritati ci dacd HH, +200; = 0, atunci cele doua
triunghiuri au acelasi centru de greutate. (OM 2003, Olt)

Rezolvare
HH, +200, =0 < 00, +0,H =300, +0,H +HH, < OH =300, +0,H; (1).
Folosind relatia lui Sylvester in triunghiul A;B,C;, O;H; = 0;A; +0,B; + 0,C; , relatia (1)
este echivalenti cu: OH =300, +O,H, +0,B, +0,C; <
& OH = (00, +0A,) +(00; +0B,) +(00; +0C,) < OH = 0OA, + OB, +0C; (2).

Folosind apoi relatia lui Sylvester in triunghiul ABC:

OH = 0A+0B+0C & 0A+0B+0C =OA1+O§1+OCl o 0C=0G,

& G = Gy, unde G si G, sunt centrele de greutate ale triunghiului ABC si A;B;C;.

Observatie: Este adevarata si reciproca.
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5. In triunghiul ABC, M este mijlocul laturii [BC], iar O, H, G sunt centrul cercului
circumscris, ortocentrul si centrul de greutate. Aratati ca:
a) vectorii AH si OM sunt coliniari;
b) AH +BH +CH =60G ;
) | AH+BH +CH | < 6R, unde R este raza cercului circumscris. (o 2003, Suceava)
Rezolvare

a) Din relatia lui Sylvester avem OH+0B+0C =0H (1).
U € . . . . .
Dar AH=0H-0A = OB+O0C =20M .Din AH =20M rezulta cd vectorii AH si OM

sunt coliniari (sau: in triunghiul AHA’, OM este linie mijlocie = OM || AH, A este simetricul
lui A fatd de O in cercul circumscris).

Observatie: In demonstrarea relatiei lui Sylvester se foloseste faptul ci AH si
OM sunt vectori coliniari.
b) AH+BH+CH (i) 20M + 20N +20P (1), unde M N, P sunt mijloacele laturilor [BC],
[CAl, [AB]. Dar 20M =0B+0C , 20N =OC +0A, 20P = OA + OB , adic
20M + 20N +20P =2 OA+ 0B +0C) (2).
Din (1) si (2) rezultd AH+BH +CH = 2(0OA+0B+0C) (3). Stim ca
OA+O0B+0C =30G (4).Din (3) si (4) rezulti cd AH +BH +CH = 60G .
¢) Folosind b), inegalitatea este echivalenti cu 6| OG | < 6R < 0G <R & 0G* < R%.
a®+b%+c?
9

Stim ca 0G* =R?- (relatia lui Leibnitz). deducem ca OG < R.

5.2. Concurenta inaltimilor

in triunghiul ABC, fie H intersectia inaltimilor AA’, BB'. Aritati ci:

a) HA-HB=HA-HA';b) HA-HC=HA-HA’; ¢) HA-HB=HB-HC = HC-HA;
d) HC-AB = 0; e) inaltimile AA’, BB’, CC’ sunt concurente.

Demonstratie

a)m-ﬁ=m'prm(ﬁ)=HA HA (D

b) HA - HC =HA - pry; (HC) = HA - HA' (2)

¢) Din (1) si (2) avem HA - HB = HA - HC (3)
Analog HA - HB = HB - HC @

d) Din (3)si (4) HA - HC = HB - HC 0 X
& HC (HA-HB)=0¢ HC - BA =0

e) Din HC - AB = 0 = HC L AB, deci HC este tot naltime.
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[
6. Teorema lui Menelaos: teorema lui Ceva

6.1. Teorema lui Menelaos si aplicatii

. Teorema lui Menelaos

Fie ABC un triunghi si A’, B, C’ trei puncte astfel incat A’ € (BC), B’ € (CA),
C’ € (AB). Daca punctele A’, B’, C’" sunt coliniare, atunci are loc egalitatea:

AB BC CA _,

Demonstratie sintetica
Fie A, By, C; proiectiile varfurilor A, B, C ale triunghiului
pe dreapta determinata de cele 3 puncte coliniare A, B, C’
Avem perechile de triunghiuri asemenea: AA'BB; ~ AA’CC;,
AB’CC; ~ AB’AA,, AC’AA; ~ AC’BB,, din care rezulta:
AB_BB, BC_CC CA_AA
AC CC,” BA AA,° CB BB '
AB BC CA _ 1.

fnmultind cele 3 egalititi obtinem:

Demonstratie vectoriala

CA B'A AC
== =X, == =Y, == =%
CB BC ' AB A
CA=xCB,BA =yBC, AC =zAB . “
Obtinem succesiv:
CA=xCB=x(CA+AB) & CA=--X_4B; A’
I-x B C
ﬁzyﬁzy(ﬁﬁufc)@ﬁzﬁfc
TC=Z@=Z(R+@)©T=1§Z@
Rezulti AC=-2-CB = 2-BC = 2-(BA+AC) = —2-BA +—2-AC.
1-2 z—1 z—1 1—z z—1
Avem: CB =CA+AB -=CA-BA = -X AB--2 _AC
1-x 1-y
W=Bf+—'=l3—'_rc=l.i—c_( Ay G —c)=
y y 1-y z—1 z-1
_ 2 7 1 2 \a~ _ 2 Tn 1—yz I
- 1—zB + (1—y+1—z AC = 1—ZBA + 1-y)-2" "
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Deoarece A', B’ si C' sunt coliniare =
x Y
1-x 1-y X Y
z 1-yz Qz(l—x)_l—yz
-z (1-y»QA-2)

= X _
SX=yz& vz 1.

. Reciproca teoremei lui Menelaos

Consideram un triunghi ABC si punctele A’ € (BC), B’ € (AC), C' € (AB) astfel
incat doua dintre punctele A’, B, C' sunt situate pe doua laturi ale triunghiului,
iar al treilea punct este situat pe prelungirea celei de-a treia laturi sau cé toate
punctele A’, B, C’ sunt pe prelungirile laturilor triunghiului.

. iotea: AB BC CA _ o B o
Dacé are loc egalitatea: 2C BA CB = 1, atunci punctele A’, B, C’ sunt coliniare.

Demonstratie

Presupunem cd A’ este pe prelungirea laturii [BC], C € (BA"),
iar B’ si C' sunt pe laturile (AC), (AB). Fie C" intersectia A
dreptei A'B' cu latura [AB]. Aplicind teorema lui Menelaos pentru
punctele coliniare A’, B, C"" obtinem: AB BC C'A _ 4, B

A : s i s AB BC CA _
Tinand seama si de relatia din ipoteza AC BACE = b
CA_C'A - .

B = &g - Deoarece exista un singur punct
interior unui segment care imparte segmentul intr-un raport dat, rezultd ca C"" = C' si

deci punctele A’, B, C' sunt coliniare.

A’

B Cc

obtinem

. Relatia lui Van Aubel*

Fie triunghiul ABC si punctele A’ € (BC), B’ € (CA), C' € (AB). Daca dreptele AA’,

' cc intr- i existi relatia: BA L CA _ PA
BB', CC' sunt concurente Intr-un punct P, atunci exista relatia: BC + CB_PA "

Demonstratie A

Se aplicd teorema lui Menelaos pentru triunghiul AA'C
si punctele coliniare B, P, B’ si obtinem: BA BC PA' _ 4
, P PR BCBATPA T
de unde ﬂ:ﬂ-P—A, (1). Aplicand apoi teorema lui

BC BC PA B ——e

Menelaos pentru AAA'B si punctele coliniare C, P, C’ .P

inem: CA CB PA' _ CA _CA' PA & ,
obtinem: B CA DA 1, de unde B~ CB PA (2). B

; . BACA_PA (BN CN)_PA

Adunind (1) cu (2) avem: BC OB = PA (BC +CE)= A
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6.2. Teorema lui Ceva si aplicatii
. Teorema lui Ceva

Se considera un triunghi ABC si punctele A" € (BC), B’ € (CA), C’' € (AB).
Daca dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente, atunci are loc egalitatea
AB BC CA _,
A'C BA CB

Demonstratie sintetica A
Fie {P} = AA’ n BB’ n CC’. Aplicim teorema lui
Menelaos pentru AAA’B si punctele coliniare C, P, C”si

obtinem %%g—,’; =1(1). s c
Aplicdm teorema lui Menelaos pentru AAA’C si punctele ‘P.
. e BA_BA PA C B
coliniare B, P, B’ si obtinem: BC- BC PA 2
. . .. . .. AB BC CA _
Inmultind relatiile (1) si (2) obtinem: 2C BA CB = 1.

Demonstratie vectoriala

Fie C_A =X, @ =Yy, E

CB AC B'A
Menelaus pentru AABA’ si transversala C’'DC, unde
{D} = CC’ N AA’ obtinem:

= g, aplicind teorema lui

DA’ DA’ 1

x(1l-y) = =1 = = ——— (D).
Y DA DA x(1-y)
Aplicand teorema lui Menelaus pentru AACA’ si transversala BEB’, unde {E} = BB’ N AA’
obtinem z Y E =l E_A = (2).
y-1gA EA y-1

Dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente daca punctele D si E coincid. Prin urmare, din

. . DA _EA 1 Yz
1) si (2) obtinem: = =" & ———— =<2
(1) 5 (2) oby DA EA x1-y) y-1

l Reciproca teoremei lui Ceva

Fie ABC un triunghi si punctele A’ € (BC), B’ € (CA), C’ € (AB). Daci are loc

o xyz = -1,

relatia A—,B . ﬂ . % = 1, atunci dreptele AA’, BB/, CC’ sunt concurente.
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Demonstratie

Fie P intersectia dreptelor BB’, CC’" si A” intersectia
dreptei PA cu BC.

Aplicand teorema lui Ceva pentru AABC si dreptele

A”B BC CA

concurente AA”, BB’, CC’ obtinem C BA CB = 1.
o : o AB BC CA _
Tindnd seama si de relatia din enunt NC BACB = 1

: A”B _AB
obtinem AC - AC

Cum punctele A” si A" sunt interioare segmentului (BC) si il impart in acelasi raport
deducem cd A” = A’.

Observatie. Reciproca teoremei lui Ceva este adevarata si in cazul in care un punct (de
exemplu, A" € (BC), iar B/, C’ sunt in afara segmentelor [AC], [AB], dar BB’ nu este
paraleld cu CC'.

Aplicatii ale teoremei lui Ceva

1. In orice triunghi medianele sunt concurente.

Demonstratie
Fie A’, B, C’ mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB] ale AABC.

AB _, BC _, CA _
AVemA—,C, —1, B,14 —1, C,B =1.
AB B'C CA _ . . .
Deoarece 2C BA CB — 1 conform reciprocei teoremei

lui Thales deducem cé dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente.
Punctul lor de intersectie G, se numeste centrul de greutate
al triunghiului si este situat pe fiecare mediana la 1/3 de baza si 2/3 din varf.

2. In orice triunghi bisectoarele interioare sunt concurente.

Demonstratie
Fie A’, B’, C’ picioarele bisectoarelor unghiurilor A, B, C
in AABC. Conform teoremei bisectoarei avem:

AB _ AB BC _ BC CA _ CA 9
AC ~ AC’BA  BA’CB CB’
AB B'C CA _ AB BC CA

Obtinem 7= 5 ¢ =~ ac BA CB _ V"

~
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Coliniaritate, concurenta, paralelism — calcul vectorial in geometria plana

Din 1’2 }‘g : % . g—’g conform reciprocei teoremei lui Ceva dreptele AA’, BB, CC’ sunt concurente.

Punctul de intersectie I a bisectoarelor interioare, fiind egal departat de laturile triun-
ghiului este centrul cercului inscris in triunghi.

3. In orice triunghi indltimile sunt concurente.

Demonstratie

Fie AABC ascutitunghic siA’, B’, C’ picioarele inaltimilor
. : . ,_. AB _ AB
din A, B, C. Din AABA’ ~ ACBC' = C ac D
. s aaar_. BC _ BC
Din ABB'C BA ~ BA" 2
CA _ CA
Din ACC’A ~ ABB CB = (B 3
AB BC CA _ AB BC CA _; ; AB BC CA _,
A'C BA CB AC BA CB A'C BA CB

conform reciprocei teoremei lui Ceva dreptele AA’, BB’, CC’ sunt concurente.
Punctul lor de intersectie se numeste ortocentrul triunghiului.

Probleme propuse
1. Fie patrulaterul ABCD. Aritati cd: AB+BC+CD+DA=0.

2. Fie O punctul de intersectie a diagonalelor paralelogramului ABCD si P un punct
oarecare. Si se arate ci: PA+PB+PC +PD = 4PO.

3. Fie M si N mijloacele diagonalelor [AC] si [BD] ale patrulaterului ABCD.
Aritati ci: AB+AD +CB +CD = 4MN .

4. Fie D, E, F mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB] ale triunghiului ABC si P un
punct oarecare. Aritati ci: PA+ PB+PC =PD + PE + PF .

5. Se considera hexagonul regulat ABCDEF. Aritati ci: AB+ AC + AE + AF =2AD .

6. Fie O, G si H centrul cercului circumscris, centrul de greutate, respectiv ortocentrul
triunghiului ABC si A’ punctul diametral opus lui A in cercul circumscris. Aratati ca:
a) HB+HC =HA’; b) HA+HB+HC =2HO; ¢) HA+ HB+HC =3HG ;
d) deduceti cd punctele H, G, O sunt coliniare; e) OA+OB+0C =0H .

7. Fie [AD bisectoarea interioara a unghiului A in triunghiul ABC, D € (BC).
Dacd b si ¢ sunt lungimile laturilor CA si AB, arétati ca:

a) AD = b—(b AB+c- AC) b) PD bP};+PC P este un punct oarecare.
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Exercitii propuse

8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Fie D, E, F mijloacele laturilor BC, CA, AB ale triunghiului ABC.
a) Aratati ca AE+ AF = AD .
b) Daca AL=AB+ AC, demonstrati ca punctele A, D, L sunt coliniare.
c) Aratati ca AL = Z(E + A—F) .
1o v 1

. Fie triunghiul ABC si M € (AB), N e (AC) astfel incat AM ==AB, AN = ng.

5
Aritati ci MN = %ﬁ’ .
Fie ABCD un trapez cu bazele AB si CD, AB = a, CD = b, AC n BD = {O}.
Paralela duséd din O la baze intersecteaza laturile neparalele AD si BC in E,
respectiv F.

a) Aritati cd EO = —%-_DC si OF = —2
’ a+b ’ a+b

b) Deduceti cd O este mijlocul segmentului [EF].

Fie M si N mijloacele diagonalelor AC si BD ale patrulaterului convex ABCD.
Ardtati ca o conditie necesard si suficientd ca ABCD sa fie paralelogram este ca
AD-BC =4MN.

Fie M si N mljloacele dlagonalelor AC, respectiv BD ale patrulaterului convex
ABCD. Aratati ca AD - BC = 2MN .

Se considera triunghiul ABC si punctele D € (AB), E € (AC). Arétati cd mijloacele

segmentelor [AB], [AC] si [DE] sunt coliniare dacé si numai daca ’gg %

(OM 2002, Iasi)
Se considerd punctele A, B, C, D coplanare, oricare trei necoliniare, si H;, H, orto-
centrele triunghiurilor ABC, respectivABD. Arétati cd A, B, C, D sunt conciclice (se afld

pe acelasi cerc) daca sinumai dacd H;H, =CD . (OM 2003, Bucuresti, Marian Andronache)
Fie triunghiul ascutitunghic ABC cu m(<{B) = 60°. Demonstrati cd bisectoarea
din B, mediana din A si inaltimea din C sunt concurente dacd si numai daca

triunghiul ABC este echilateral. (OM 2004, Vaslui, Sergiu Romascu)

Fie ABCD paralelogram cu AB = a, BD = b, DA = c. Fie G centrul de greutate al
triunghiului ABD si I centrul cercului Inscris in triunghiul BCD. Fie M e (BC) astfel

ca MB =k-MC . Aflati valoarea k € R pentru care punctele G, I si M sunt coliniare.
(Concurs ,,Dan Barbilian“, 2003)
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Coliniaritate, concurenta, paralelism — calcul vectorial in geometria plana

Test de evaluare

[1p] 1.

[1p] 7.

Fie vectorii i=M —2j, V= +1)i +3j . Determinati A € R astfel incat
vectorii @ si V sd fie coliniari.

. Fie punctele A(2, 1), B(-1, 3), C(-3, -2).

a) Determinati vectorii AB, BC, CA si verificati relatia lui Chasles.
b) Scrieti vectorii de pozitie ai punctelor A, B, C.
¢) Precizati vectorii de pozitie ai mijloacelor segmentelor [AB], [BC], [CA].

. Se considera punctele A(1, 2), B(-2, 1), C(-7, -6).

Arétati cd vectorii AB, BC, AC sunt coliniari.

. Determinati vectorul de pozitie al punctului M de pe segmentul [AB] care

imparte segmentul [AB], cu A(-3, 1), B(5, 1) in raportul % = %

. Fie triunghiul ABC, unde A(5, 1), B(-2, -4), C(0, -3).

Determinati vectorul de pozitie al centrului de greutate al triunghiului ABC.

. Fie triunghiul ABC, unde A(4, 0), B(0, 3), C(4, 3).

a) Scrieti vectorii de pozitie ai picioarelor bisectoarelor interioare duse din A
siB.

b) Scrieti vectorul de pozitie al centrului cercului inscris in triunghiul ABC.

Sa se arate ca dreptele care unesc varfurile unui triunghi ABC cu punctele M,

N si P de tangentd ale laturilor triunghiului cu cercul inscris sunt trei drepte
concurente.

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Elemente de trigonometrie

1. Cercul trigonometric

Considerdm in plan un cerc C de centru O si razd 1 pe care se fixeazad un punct A si se
construieste diametrul BB’ perpendicular pe raza OA.
Punctele O, A, B determind un reper cartezian in planul

dat. Un punct variabil M de pe cerc care porneste din B M
punctul A se poate deplasa spre B si atunci spunem ca se \
deplaseaza in sens pozitiv (direct) sau se poate deplasa A
spre B’ si atunci spunem cd se deplaseazd in sens negativ /
(indirect).

Sensul negativ corespunde sensului de deplasare a acelor B

unui ceasornic. Prin conventie, numim sens trigonometric
sau pozitiv sensul invers de mers al acelor de ceas.

Fie un cerc de centru O siraza R. Un unghi cu varful in
centrul cercului care subintinde un arc de cerc de lungime
egald cu raza cercului are masura 1 radian. ‘R

Unghiul cu varful in centrul cercului de razé R, care @

- . < [ L
subintinde un arc de lungime [ are masura R radiani.

Relatia intre mésura t in radiani si mésura o in grade a

o t o
unghiului este ©- 180°

Numim plan orientat un plan in care s-a stabilit un sens direct de parcurs pentru
toate cercurile din acel plan (evident celdlat sens este sensul indirect).
Reperul determinat de punctele O, A, B poate fi notoat si prin (O, i , j).

. Definitie

Se numeste cerc trigonometric intr-un plan orientat, cercul de raza 1 impre-

und cu reperul (O, i, j) fixat si cu sensurile direct si indirect stabilite.

Pe cercul trigonometric pornind din punctul A si efectudnd o rotatie completa in sens
pozitiv (direct), adica trecAnd mai intéi prin B si apoi prin B’, s-a parcurs o distantd egala
cu 2m.

Se poate stabili o corespondentd intre numerele reale din intervalele [0, 2r] si pozitiile
punctului M pe cercul trigonometric: oricarui numaér real t € [0, 2rt] 1i corespunde un
punct M (si numai unul) pe cercul trigonometric astfel incat t = m( AM ) si reciproc.
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Cu alte cuvinte putem defini functia:
f:[0,2n] —» C(0, 1), i) = M.

YA

B
Numarul ¢ se numeste coordonatd metricé a lui M. / N/I
Fie cercul trigonometric C, punctele A, Be Csile R. \t
Arcul orientat cu originea in A, extremitatea in B, de masura A 0 A
I este ,,drumul“ pe C de lungime || care se parcurge de la

Ala Bin sens pozitiv dacd I > 0 sau in sens negativ daca B’
1< 0. Notdm arcul orientat prin (AB, I) sau, dacd masura

3

=Y

Ieste cunoscutd, prin AB. Un numdr / € [-m, n] se numeste mdsurd principald a unui arc
orientat de masura x, daci existd k € Z astfel incat x = I + 2kmn.

Prin urmare oricarui numdr real x ii putem asocia un arc orientat de masurd x ciruia
ii putem asocia apoi mésura principala I, (-n < I < m) pentru care x = [ + 2kmn, ke Z.

T
Vs T
o 3% 2 4 B
Y 1 1’\ Alg—a
i, I3 _T 0 n n 3
21 3 3 5 2+27‘C 2+4TE
—TT

Putem considera cercul confectionat dintr-o sdrma de otel elastica cu punctul A fixat.
Daca taiem in punctul A’ sdrma va lua forma segmentului de capete - si T cu mijlocul in
punctul A si de lungime 2.

Fie C cercul trigonometric de centru O.

oot

Numim unghi orientat o pereche ordonata de semidrepte cu originea in O
impreund cu un sens de rotatie precizat. Spunem ca unghiul este orientat pozitiv
daca sensul de rotatie este cel trigonometric si este orientat negativ in sens contrar.

Masura unui unghi orientat este masura principald a arcului orientat in acelasi sens,
delimitat pe cercul trigonometric de laturile unghiului.

Doud unghiuri orientate care au aceeasi masurd se numesc unghiuri orientate
congruente. Intrucat misura arcului AM este egald cu misura unghiului la centru AOM*
putem spune ca pozitia punctului pe cercul trigonometric este determinatd de mésura
unghiului la centru corespunzator.

Notand cu u = m(A0M) putem stabili o corespondenta intre mésurile unghiurilor
din intervalul (0, 2m) si pozitia punctului M pe cercul trigonometric oricdrui unghi orientat AOM
cumaésura u de pe cercul trigonometric ii corespunde un unic punct M pe acesta si reciproc.

! Pentru similitudine cu notatia arcului In acest capitol vom folosi notatia AOM pentru unghiul
AOM (de exemplu) in loc de ¥ AOM, cum folosisem pan& acum.
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Putem vorbi de o functie f: [0, 2r] — C(0, 1), f(u) = M. YA
Numarul u se numeste coordonata unghiulara a lui M. B
Punctului M de pe cerc ii corespunde vectorul ¥ = OM
ale cirui componente sunt Xy, siy,,, deci OM = X0 + ¥y - -
Numerele x,, siy,, sunt coordonatele carteziene ale lui M. Q JA X
Daca notdm cu V multimea tuturor vectorilor cu
originea In O si extremitatea in orice punct de pe C(0, 1),
se poate vorbi despre o corespondenta intre elementele
din V si pozitiile punctului M pe cercul trigonometric.
Ca simai sus, se poate defini functiaf: V— C(0, 1), () = M, unde v = fo + yMj SiMOG, Y-
In concluzie, pozitia unui punct M de pe cercul trigonometric poate fi dati prin:
1. coordonate metrice (méasura arcului orientat ATVT ,t= m(A/TVI* ).

2. coordonate unghiulare (masura unghiului orientat i = m( AOM );

3. coordonate carteziene M(xy;, y),), unde OM = x,i + yy,J -

xercitiu rezolvat

Sa se determine masura principald a arcelor orientate:

a)x =3573°%b)y = 1Z?n;c)x=—837°; d)z=—23ﬂ.
Rezolvare

a) %=% =>t= % =2-10n—%n:>l=—%;

b)y= %n=2-4n+%:l=%;

c)%=% :t=—4n’—%TL:—Z-ZR—%TL:l:—%n;

Dz=-2"=_10n+ % =2(-5n+ % =>1= 1.

In tabelul de mai jos, intocmit cu ajutorul relatiei a = % -, vom da valorile in
grade (sexagesimale) respectiv in radiani pentru mésura unor arce uzuale.
o | 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
‘ 3n

I I I T

Exercitii propuse
1. Exprimati in radiani méasurile unghiurilor de 10°, 25°, 75°, 105°, 120°, 150°,
225°,315°, 48°30’.

2. Exprimati in grade sexagesimale masurile unghiurilor:
3n ® ® 5t 7n 17¢

4°12°8° 4’ 4° 30"
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3. Exprimati in radiani si in grade, masura unghiului format de acele unui ceas la
ora 3 si jumatate.

4. O roata dintatd are 90 de dinti. S& se exprime In radiani masura unghiului de
rotatie al rotii, dacé ea se roteste cu:

§ a) 25 de dinti; b) 60 de dinti.

g- 5. Pe o harta la scara 1 : 50 000 curbele de nivel sunt trasate echidistant, la o
§  diferentd de altitudine de 20 m. Care este panta unui teren la care curbele de
i nivel sunt pe hartd depértate cu 1 mm? Care va fi distanta Intre

v , Ny L 1

@ curbele de nivel de pe hartd la panta de o°, stiind ca tg o. = 15 ?

i

I

2. Functii trigonometrice definite
pe [0, 27], respectiv [0, n]

Am vazut ca unui punct M situat pe cercul trigonometric i se pot asocia coordonate
metrice, unghiulare si carteziene.

Cu alte cuvinte pentru un numar real t € [0, 2xn] i

—

corespunde unarc AM , unde M e C(0, 1) siA(1, 0) € C, astfel B
N A _ ~ SN — M(x y )
incat t = m(AM ). Cum m(AM ) = m( AOM ) putem spune Y == o Y
cd aceluiasi numar real t € [0, 2] 1i corespunde un unghi de :

masura t. A' o Xu/A X
Punctul M de pe cercul trigonometric pentru care t = m( AM )

are coordonatele carteziene xy; $iy,, iar OM = xy,i + Y] - B
Observam cd pentru orice pozitie a lui M pe cerc avem
-1<xy<lsi-1<y,<1.
Putem defini astfel functiile sinus (notata sin) si cosinus (notatd cos).

1. Functia f: [0, 2n] — [-1, 1] care asociaza fiecarui numar real t € [0, 2]
——
abscisa x;, a punctului M de pe cercul trigonometric, pentru care t = m(AM ),
se numeste functia trigonometrica cosinus:

YA

cos: [0, 2r] — [-1, 1], cos t = xy,

2. Functiaf: [0, 2r] — [-1, 1] care asociaza fiecdrui numar real t € [0, 2x]
——
ordonata y,, a punctului M de pe cercul trigonometric, pentru care t = m(AM ),
se numeste functia trigonometrica sinus:

sin : [0, 2] — [-1, 1], sint =y,
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Folosind coordonatele carteziene ale punctelor A(1, 0); B(0, 1), A’(-1, 0) si B’(0, -1)
de pe cercul trigonometric si masurile unghiurilor corespunzatoare obtinem:
B A(1,0) =>sin0=0,cos0 =1;

u B(O,l):>sinE =1,cosE =0;

2 2
B A'(-1,0) =sinmt=0,cosmt = -1;
® B'(0,-1) = 8111377E =-1, cos%E =0.

Observatii

1. Functia sin ia valori pozitive in cadranele I, II si valori negative in cadranele III si IV,

2. Functia cos ia valori pozitive in cadranele I, IV si valori negative in cadranele I si IIL

xercitiu rezolvat

Calculati valorile functiilor sin si cos pentru t =

aa

Rezolvare

Avem m(AOM ) = ¢ . Construim MN L OA, N € OA,

rezultd cd triunghiul OMN, dreptunghic in N, avand

>
teorema lui Pitagora obtinem ON = g Q )]X i X
cos =
B s °

Avem x; = ON = o Deosg=5 si

m(NOM ) = g are MN = %OM, adicd MN = 5 sicu

—_
2.
=}

=)

R

=

oA

1 .m_1
Yu =MN = 5 =sing=5.

. Proprietate

Pentru orice t € [0, 2rt] are loc egalitatea

sin’t + cos?t = 1

numitd formula fundamentala a trigonometriei.

Aceasta se obtine scriind ca distantaOM = 1 = OM? = 1, unde O(0, 0) siM(cost, sint).
Cu ajutorul functiilor sin si cos putem defini alte functii trigonometrice. Am vazut ca

T
pentru t € [0, ©] avem cos 5 =
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oene

Se numeste functia trigonometrica tangenta, notata tg, functia:

sint

s
tg: [0, ] \ {5} >R, tgt= cost

Exemple:
T 1
sing =
i T 6 _2 _1
1. Pentrut = avem tg = = =< ==,
6 6 cos® V3 B
6 2
2. Pentru t = % avem sin t = cos t (triunghiul OMN este dreptunghic isoscel) si
LT
. g Sing
atunci th = =1.
cos%

Tindnd seama céd sint = 0, pentrut = 0 sit = n se poate defini functia cotangenta.

REsGE

Se numeste functia trigonometrica cotangentd, notata ctg, functia:

cost

ctg: (0, 1) >R, ctgt = sint

1
Observam ca avem relatia ctgt = tgr sautgL-ctgt = 1.
Exemplu:
T
Pentrut = I avem ct n_ COS§ — ct T =i
3 €3~ g3 B
sin o

+t) = —CoS t;

+t) =sint.
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3. Functii trigonometrice definite pe R

3.1. Functiile sinus si cosinus

Functiile trigonometrice sin si cos prezentate anterior au fost definite pe intervalul
[0, 2n] interval care corespunde efectuérii de cétre punctul M a unei deplasari complete,
a unei rotatii, pe cercul trigonometric. Intervalul [27, 41t] corespunde unei a doua rotatii,
intervalul [4r, 6m] unei a treia rotatii s.a.m.d

Daca deplasarea punctului M (care porneste din A) se face in sens negativ (indirect)
intervalul [-2m, O] corespunde primei rotatii complete in sensul mersului acelor de la
ceasornic, intervalul [-4m, —21t] corespunde celei de-a doua rotatii s.a.m.d.

Deducem ca oricdrui numar real ¢t 1i corespunde un punct M(x,,, y,,) de pe cercul
trigonometric.

Prin urmare putem extinde domeniul de definitie al functiilor sin si cos de la intervalul
[0, 2x] 1a R.

1. Se numeste functia sinus functia:

sin: R — [-1, 1], sint = yy, YA

unde y,, este ordonata punctului M de pe cercul ™~

M
trigonometric, punct care corespunde numarului t. sintd| 1
N

t

M~ »

2. Se numeste functia cosinus functia:

N

cos: R — [-1, 1], cos t = xy,

unde Xx,, este abscisa punctului M de pe cercul
trigonometric, punct care corespunde numarului t.

Functiaf: R — C(0, 1), f(t) = M este o functie periodica cu perioada principala T = 2.
Intr-adeviar numerelor reale t;, = t, t, = 2n + t, t; = 41 + t le corespund pe cercul
trigonometric trei puncte suprapuse sau altfel spus unui aceluiasi punct M.

Avem f(2r + t) = f(4n + t) = f(t) = M. Aceasta aratd cd functia f este periodica.

Deducem in acest mod ca si functiile sin si cos sunt periodice si au ca perioada principald
pe T, = 2m.

3.1.1. Proprietati Y4
L o . . i in ¢t
1. Functia trigonometrica sinus este impard, adicd avem s PIM
sin(-t) = -sint,V te R. { 4
2. Functia trigonometrica cosinus este pard, adica avem 5 tt EN >
cos(-f) = cost,V te R. { : X
Demonstratia rezultd imediat prin constructia simetricului . M
punctului M(x,, ), fatd de axa Ox. Simetricul va fi un punct cos t = ON = cos (-t)
M’ situat pe acelasi cerc trigonometric C(0, 1) ca si M.
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3.1.2. Graficul functiei sinus
Trasdm graficul functiei sin pentru t € [0, 2x], iar apoi printr-o miscare de translatie de
* 2m, + 41 etc In ambele sensuri, de-a lungul axei absciselor se obtine graficul pentru t € R.
Avem urmétorul tabel de valori:

.l =z z z 2o sn 7n 4n 3t 5S¢ 1l
6 3 2 3 6 ®™ 6 3 2 3 6 “°

: 1 B V31 1 B 301

sin t 0 2 7 1 7 2 0 —2 —7 -1 —7 —2 0

Graficul functiei sinus este prezentat in figura a pentru t € [0, 2xn] si in figura b
pentrut e R.
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Utilizand tabelul de valori si graficul putem desprinde cateva caracteristici ale functiei sinus:

L < Lo T T .
1. Functia sin este crescdtoare pe orice interval de forma [—§+2kn, §+2kn] si

descrescétoare pe orice interval de forma [g + 2k, 37n + 2k7t] , ke Z.

2. Functia sin este pozitiva pe orice interval de forma [2kn, (2k + 1)=] si negativa pe
orice interval de forma [(2k + 1=, 2(k + =], k € Z.
b1

3. Graficul functiei sin este simetric fata de orice dreapta de ecuatie x = 5 T kn, ke Z.

3.1.3. Graficul functiei cosinus
Procedam aseménator ca la functia sinus. Avem urmaétorul tabel de valori:

n2n5nn7n4n3l5lm

T T T It On /T Aan
‘ ‘ © 5 3 2 3 6 6 3 2 3 6 T
V31 1 3 V3 1 1 3
costfl 3 2 9 37yt 0z g
. C YA
Graficul functiei cosinus este
1 y=1

prezentat alaturat. | _______ .+ YT
1 \3n .z T 3n/ |
2 -7 ™ i
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Utilizand tabelul de valori i graficul putem desprinde cateva proprietéti ale functiei cosinus:
B Functia cos este crescatoare pe orice interval de forma [n + 2kn, 2(k + 1)7] si
descrescétoare pe orice interval de forma [2kn, (2k + 1)7], k€ Z.

. . o T T . .-
B Functia cos este pozitiva pe orice interval de forma [_E +24m, 5t 21(71‘] sinegativa

pe orice interval de forma [% +24m, % + Zkﬂ , ke 7.

B Graficul functiei cos este simetric fata de orice dreaptd de forma x = km, k€ Z.

3.2. Functia tangenta
Pentru a extinde functia tangenta trebuie sa stabilim care este domeniul maxim de definitie.

< . . . T
Notdm cu D multimea valorilor t pentru care cos t = 0 obtinem; D = {E +km, ke Z} .

Soehige
Se numeste tangenta functia:
sint
tg: R\D >R, tgt= oSt
Exercitiu rezolvat
Calculati valorile functiei tg pentru: 7?75; % ; %
Rezolvare
; sin% - sin
To_ ) — o — - ctg 22T _ T) o —1-
83 —tg(2n+3) =3 = cosg =358 7 _tg(6n+4) =8y = cos% =1
9 sin% 1
4
tg Tn - tg(8n+g) - tgg - cosg - B

3.2.1. Proprietatile functiei tangenta

’ YA
. Proprietatea 1 T(1,tgt)

Fie M punctul de pe cercul trigonometric

corespunzator numarului t € R \ {g +km, ke Z} . t :_| A

3 : : : \ o N X
Notam cu T intersectia dreptei OM cu tangenta in X
punctul A la cercul trigonometric. Atunci punctul T

are coordonatele (1, tg t).
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Demonstratie
Demonstratia se bazeaza pe asemadnarea triunghiurilor OAT si ONM, unde N este
piciorul perpendicularei duse din M pe Ox. Demonstratia este ldsata ca exercitiu.

. Proprietatea 2

Functia tangentd are perioada principald 7.

Demonstratie

sin(x+m) _-sinx
cos(x+m) —-cosx
principald a functiei tg este m. Pentru a ardta ca nu existd o perioadd mai mica T, T# 0,
procedam astfel: presupunem cé exista o perioadd Te (0, m) pentru care are loc egalitatea

Pentru orice xe R avem tg(x + ) = = tg x, rezultd ca perioada

tg(x+T) =tgx,Vxe R\ {§+Im, keZ};facempeszgiobyinemtg T=tg0=0=
= T = 0 contrar ipotezei (T # 0).

. Proprietatea 3

Functia tangenta este functie impara:

tg(-x) = —tgx, Vxe R\ {%+]<TE, keZ}

Demonstratie ]
sin(—x) __sinx
cos(—x) COS X

Avem tg(-x) = = -tg x.

3.2.2. Graficul functiei tangenta

Intocmim graficul functiei tg pe intervalul (—%, %) .
P [P L T i
2 3 4 6 6 4 3 2
3 3
tg x | -y3 -1 —g 0 % 1 3 |

Reprezentand punctele din tabel si unind
consecutiv aceste puncte se obtine graficul

alaturat care caracterizeaza functia tg astfel:
B este crescidtoare pe orice interval

de forma (—g + km, §+ Im) 5
B este pozitiva pe intervalele de forma

(0 + km, % + ]m) si negativa pe

intervalele de forma (—% + km, kﬂ) .

B graficul este simetric fata de punctul
0(0, 0).
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3.3. Functia cotangenta

Notdm cu D multimea valorilor t pentru care sin t = 0, adicd D = {km, ke Z}.

oot

Se numeste cotangenta functia trigonometrica:

ctg: R\D > R,ctgt = ——

xercitiu rezolvat

Determinati valorile functiei ctg pentru: 94n ; % s 38311: :
Rezolvare
T T
cos-; cos %
ctg % = ctg(275+%) = ctg% = — i =1;ctg BTR = ctg(2n+%) = ctgg = - 2 =3;
sin ;- sin 7
4 6
ctg @ =ctg(12n+%) —ctg? =ctg(1t g) =—ctg% =—§.

3.3.1. Proprietatile functiei cotangenta

. Proprietatea 1

Functia ctg are perioada principala m.

cos(x+m)  —cosx
sin(x+m) =~ —sinx

. Proprietatea 2

Fie M punctul de pe cercul trigonometric
corespunzator numaruluit e R\ {km, k € Z} . Notam |
t 4 \A

i
cu T intersectia dreptei OM cu tangenta in punctul Q )

Intr-adevir ctg(x + 1) = = ctg X.

A
B T(ctgt, 1)
LS

>
B(0, 1) la cercul trigonometric. Atunci coordonatele
punctului T sunt (ctg t, 1).

Demonstratia rezultd imediat din asemanarea triunghiurilor ONM si OBT, unde N este
piciorul perpendicularei duse din M pe Ox.

3.3.2. Graficul functiei cotangenta

Intocmim tabelul de valori ale functiei ctg pe intervalul (0, ).

X o &~ m© =m ®m 2t 3T 5
6 4 3 2 3 4 6
3 3
ctgx | | 3 1 g 0 —g -1 -3 |
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Din graficul functiei ctg prezentat in
desenul alaturat deducem proprietatile:
B este descrescatoare pe orice interval
de forma (kr, (k + 1)m);
B este pozitiva pe intervalele de forma

(kn, g + kn) sinegativa pe intervalele

de forma (g+ km, (k +1)7t) ke Z.

Graficul functiei ctg este simetric fatd de orice punc P (g + 2km, 0) ,ke Z.

Exercitii propuse
1. Verificati dacé functiile: f(x) = sinx + cosxsi g(x) = |sin x| admit perioada 2.
2. Aflati perioada pentru urmatoarele functii:

a) f(x) = cos §+ sin %; b) fO) = 3sin x + sin 2x; ¢) f(x) = sin%Tx ;
d) f0o) = COSZ?X; e) fx) = sin% + sin%; ) f0) = |sin|x]]|.

3. Determinati perioada principala a urmatoarelor functii:
a) f(x) = a sin(cos x + ¢), unde a si @ sunt constante nenule;
b) f(x) = sin 20x + cos 30x; ¢) f(x) = cos x —sinx + 1.

4. Aritati ci functia f(x) = sin/x nu este periodica.
5. Aflati perioada functiei f(x) = msin(ax + b) — ncos(2ax + ¢), m, n,a, b, c € R.

6. Studiati periodicitatea functiilor:
a) f(x) = sin 2x - cos 5x; b) f(x) = cos x + cos 3x + ... + cos(2n - 1)x.

7. Studiati paritatea functiilor:

a) f(x) =1 + sinx; b) f(x) =1 - cos (g+x); o) f(x) = x"sinx;

d) f(x) = x"cos x; e) f(x) = 1 —Zsin(g+ | Xl) + 3cos|x| + cos‘—% )

PRSI n .
8. Aratati cd dacda e (0, f)’ atuncisina < a < tga.

9. Determinati perioada urmatoarelor functii:

a) f(x) = atg 2x (a # 0); b) f(x) = ctghx; c) f(x) = 2tg% - Stgg;

d) f(x) = 3tg 2x + 5ctg 3x; e) f(x) = ctg (4x+g); £) fl) = tg (3X+§).
10. Cercetati paritatea si imparitatea urmétoarelor functii:

a) f(x) = |tgx|; b) f) = 4x + ctg x; ¢) f(x) = x — ctg x;
d) f) = x® + 5x° = 2tg x; e) f(x) = 4tg®x — 2tg*x — 3ctg?y; 1) f(x) = ,[tgz X -

195



CAPITOLUL 9

2
11. Determinati minimul functiei f(x) = (Sin X+ ﬁ) + (cos Xt
e (03).

12. Determinati valorile extreme ale functiilor:
a) fx) = sin®x + cos6x; b) fG) = 2cos®x + cosx + 1;

o) fi) = sin?x + msinx + n, pe intervalul [—g, g] .

1 \2
osx) ’

13. Determinati minimul §i maximul functiei f(x) = 2sinx + 3.

14. Reprezentati grafic functiile:

a) f(x) = 2sinx; b) f(x) = %cosx— 2; ¢) f(x) = 2cos|x|.

o
§ 15. Determinati intervalele de monotonie si apoi reprezentati grafic functia f(x) = cos 2x.
o

& 16. Se dd functiaf: R — R cu proprietatea f (X - g) =sinx + Zf(%) , (M) xeRR.
o

5 a) Calculati f (%)

< b) Determinati functia si reprezentati-o grafic.

a

I

4. Formule de reducere la primul cadran

Pentru orice numar real t putem gasi un numar intreg k astfel incat t = 2kn + t;, cu
t; € [0, 2x]. Cu alte cuvinte, pe cercul trigonometric atat numarul t cat si numarul t;

corespund aceluiasi punct M(cos t;, sin t;). Avem:

sint = sin (t; + 2kn) = sin t; sicost = cos (t; + 2kn) = cos t;, k € Z.

Vrem sa exprimam o relatie Intre sinusul si cosinusul a
doud unghiuri complementare.

. T “
Fie0 <t < o i M(t) punctul corespunzétor pe cercul
trigonometric. Avem:

sint = MN sicost = ON, unde MN L Ox, N € Ox.

Fie g -te (0, g) siM’ (g - t) punctul corespunzitor
pe cercul trigonometric, cu M'P 1 Ox, P € Ox. Avem:

Tt

sin (g—t) = OPsi cos( 5 ) — ON’ = PM’, unde M'N’ 1 Ox, N € Ox.

Observam ca AMON = AOM’N’ (1.U.). Rezultad cda MN = ON’ si ON = OP, adica:

T
2 t

. [T . .
sm(——t) =COSlf§1COS(2 ) =smt

YA
B
M
/ ti\a
NVA
1)
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. (T
- s1n(§—t) _ cost .
Deducem ca tg (E_t) = cos(ﬂ—t) " sint = ctgt si analog ctg (E_t) =tgt.
2
tg(g—t) =ctgt§ictg(§—t) =tgt (2)

n].

Formulele (1) si (2) deduse sunt valabile pentru orice t € [0,

xercitiu rezolvat

Stiind cé sin % = @ , determinati:

N

2n T 2 oMo, T
a) cos 5 ; b) tglo,c) ctg 5 tglo +51n10c0510.

Rezolvare:

a) Avem g—%=%=%.Rezulté: c:os%C = cos(g—%) = sin% = ‘/§4_1.

T . N T T b4
b) Pentru a calcula tg 10 trebuie determinata valoarea cos 10" Cum 10 € (O, E)
2
T o din sin2 o 2 T _ To_ V5-1
=cos7y > 0, iar din sin 10 + cos 0 = 1 = cos 10 = 1—(7)

n _10+25 n_ B5-1
SS90 4 T8I0 fl0425°

o) ctg %ﬂ = tg(g—zfn) = tg7q - Atunci ctg%n - tg]g + singy - cosyg =
2
_ [ A5t L B-1 V10425
V10 +245 4 4

B Ne preocupam in continuare de exprimarea functiilor trigonometrice ale unui unghi

. - T . . Coa
din cadranul I, adica t, € [5, Tl:] cu ajutorul unui unghi din primul cadran.
Folosind paritatea functiei cos si imparitatea celorlalte functii trigonometrice putem

. . T
scrie, pentru orice t € (O, E)

sin (g + t) =sin [g - (—t)] = cos(-t) = cost si cos (g + t) = cos [g - (—t)] = sin(-t) = -sint;

n Sin(g+t) cost .
tg (§+t) = T = —sint = _Ctg t. Analog Ctg (§+t) = _tg t.
cos §+t
In concluzie, avem:
. (m _ T -
Sln(2+t) = cost tg (2+t) — Ctgt
)= sing n)
(o) s eufer) <
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Unghiul din cadranul II se poate exprima si sub forma

TT N
t, =m—t, unde t; € (0, E)' In acest caz putem proceda

astfel: sin(m—t;) = sin [g+ (% -4 )} = cos (%— 1‘1) =sint
sau analizand figura in care pe cercul trigonometric punctul
M este simetricul lui M fata de axa Oy.
Rezultd cd y,,; = y,y, adicé sin (1 — t;) = sin £, si
ON = —-ON, respectiv cos (1 — t;) = —cos ;.
Se obtin si formulele
tg (n—t;) = —tg t; sictg (w—t;) = —ctg ;.

® in cazul cand punctul M este situat in cadranul III,

T . .
t,=m+ t,unde te (0, E) putem folosi formulele anterioare

si avem: sin (w + t) = sin [ w— (-t] = sin (-t) = —sin tsi
analog obtinem: cos (m + t) = —cos t,tg (m + ) = tg t,
ctg (m+ t) = ctg t.

Daca acelasi unghi din cadranul III il exprimdm sub

3n ! .
format,= 5 - t,unde t; € (0, E)’ atunci avem:

2
. (3m . T . (T
sm(7—l‘1) =s1n[75+(§—f1)} =—sm(§—l‘1) =
=—sin(§—l‘1) = —COoSt;.

3

Analog, se obtin cos (7 1‘1) = —sin t;;

tg(%—ﬁ) =ctgt; si Ctg(:%n—l‘l) =1tg t;.

B Considerdm punctul M situat in cadranul IV si avem

3n

T
=73 4-Lcute(0r—

2). Obtinem:
sin(:%n+ t) = sin [3?71— (—t)} = —cos(~t) = —cos tsi analog
cos (ﬂ+ l‘) = sint;tg(%+ l‘) = —ctg t, ctg (3—n+ t) =—tgt.
2 2 2
Expriménd t, = 2n — t;, cu t; € (0, %) , obtinem

formulele de reducere la primul cadran utilizand simetricul
M al punctului M fatd de axa Ox:

sin (2n - ;) = -sin f; tg(2n-t) =-tg 4

cos (2 —t;) = cos f ctg 2n-t) = —ctg
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xercitii rezolvate

1. Reduceti la primul cadran: a) sin 225°; b) tgL c) cos ; d) ctg 150°.

6
Rezolvare
a) §§(5)0=% =a= %c =T+ % = sin225° = sin(TH'%) =—sin%=—%;
b) tglht —tg(Zn—%) :—tgg=%;c) cos%t =cos(n—g) :—cosg=—§;

150° _ a 51 5n T_
d) 360° - o2x A= >cgy —ctg(2 3) ~tg3 = el

sin1470° + tg 94" tg377° tg83°
2. Sa se calculeze expresia E =

a+ cost) +sin®t—2cost
Rezolvare

Avem sin 1470° = sin(4'2n+g) = smgc ;,tg941t = tg(2n+%) = tg% =1

tg 377° - tg 83° = tg (360° + 17°) - tg 83° = tg 17° - tg (90°—17°) = tg 17° - ctg 17° = 1.
(14 cost)? +sint—2cost =1+ 2cost + cos’t + sin’t — 2cost =

X ) i1
=1+sint+cost=1+1=2.0b§inemE=22 =%.
1. Reduceti la cel mai mic argument pozitiv:

2) sin 600°; b) cos 1200°% ¢) tg 1125°% d) ctg 23" .

2. Reduceti la cel mai mic argument pozitiv:

a) sin (—17) b) cos(-675°); c) tg(—%); d) ctg(—zdrﬂ).

3. Calculati expresiile:
2 3311: 3rn

217m 3n
4 T, g

sin(=212°)- cos302° + cos>(—148°)
sin(—58°) - cos(—32°) +sin392°-sin(—148°) —sin 58°-sin148° *

a) E = 2sin

b)E =

cos® (=) + sin® (—x)

4. Aduceti la forma cea mai simpla expresia: E =

T (m )
cos (f + x) +sin (5 x)
5. Arétati cd au loc urmatoarele egalitati:
sin(t—o)- sin(3—27c - OL) -cosQn—-o)- tg(g - (x)
a) =1
sin (g + oc) -sin(2n— o) - cos(m+ ) - tg (3—27t + oc)
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cos(90°-o)+1  sin(90°+ )
sin(90° + o) 1+ cos(90°— )
sin(180°— o) +1 + cos(360°— o)
cos(360° — o) sin(180°— o) +1

b) = sin o

)
2 ¢) sin(mt-a) [1- ctgz(n — )] + cos’(m-o)[1 - tgz(n -o)] =0;

§' tg(180° — o) —sec(360°—a) +1 ctg(360° + o) — cosec(360°+a) +1 )
3 tg(360° + o) —sec(360° + o) — 1 + ctg(180° + o) — cosec(360° —a) -1 — 0;
E tg(r+a)+sec2n—o)—-1 ctg(2m+ o)+ cosec(2m+ o) —1

-g € tg(2n+ o) —sec2r+a)—1 ) ctg(n+ o) —cosec(2m—a) —1 L

a

[ ]

5. Formule trigonometrice
(pentru sume, diferente)

Consideram numerele t,, t, € [0, 2n], t; < t, cdrora pe
cercul trigonometric le corespund punctele M, (cos t;, sint;),
respectiv M, (cos t,, sin t,).

Fie numarul t = t,—t; € [0, 2rt] care corespunde pe cercul
trigonometric punctului M(cos t, sin t).

Avem AM = M;M, = [AM]=[M;M,] = AM? =M, M§:>
= (1-cost)? + (0-sint)? = (cos t;— costz)2 + B

+ (sin t; — sin t,)* & 1 - 2cos t + cos’t + sin’t =

= cos’t, — 2cos t,cos t, + cos’t, + sin’t; — 2sin t, sin t, + sin’t,.

Folosind formula sin®x + cos®x = 1 obtinem 2 — 2 cos t = 2 — 2cos t, cos t, — 2sin t,sin t,,
& Cost = cos t; cos t, + sin t; sin t,.

Functia cos fiind pard putem scrie cos(t, — t;) = cos(t; — t,) ceea ce inseamnd ca
formula gasitd este adevédrata si pentru t; > t,.

Am obtinut formula cos(t; —t,) = cos t;cos t, + sin t; sin t,.

Fie acum a si b doud numere reale oarecare. Scriem aceste numere sub forma a = 2krn + t;
sib=2nn + ty, k,ne Z. Atuncia + b = 2(k + n)n + (t; + t,) si
cos (a + b) = cos[2(k + n)m + (t; + t;)] = cos (t; + t,), sina = sin(2kw + t;) = sin t;
si analog sin b = sin t,, cos a = cos t;, cos b = cos t,. Este verificata formula:

cos (a—b) =cosacosb + sinasinb @D

pentru orice a, b € R.
Punénd a = b obtinem formula fundamentali cos 0 = 1 = cos’a + sin’a.
in formula (1) punand in locul lui b pe — b si tindnd seama de paritatea functiilor sin
si cos obtinem:

cos(a + b) = cosacosb —sina sinb 2
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Se pot verifica unele dintre formulele de reducere la primul cardran.
T T LT T .
1) cos(z—x) = C0s5 COS X + sin 5, sin x < cos(a—x) =0-cosx+ 1-sinxe
T .
= cos(i—x) = sinx

T b LT .
2) cos(§+x) = coszcosx—smismauncos(2+x)——smx

in vederea determinirii unei formule pentru sin (a + b) pornim de la formula

cos[g—(a+b)] = sin (a + b), dar cos[g—(aﬂ))] . cos[(g—a)—b] =

- r_ nlZE—alsi
—cos(2 Cl)cosb+51n(2 a)smb:

YabeR 3)

Schimband in formula pe b cu -b obtinem:

| sin(a—b)=sinacosb—cosasinb,| Va,be R 4

Formula pentru tg (a + b) se deduce imediat cu conditia cos (a + b) # 0.

sin(a+b) _sina-cosb+cosa-sinb

tg(a+b) = cos(a+b) _ cosa.cosb—_sina sinb 5¢ simplifica prin cos a - cos b si obtinem
sina-cosb , cosa-sinb
cosa-cosb cosa-cosb tga+tgh
tg(a+Db) = 1_ sina-sinb & |tgla+b) =T 5ateh ©)
cosa-cosb

Tindnd seama de faptul ca functia tg este impara putem scrie:

tga+tg(-b) tga—tgb
tg @-b) = tgla + (D)) = T_zqgpy > adich|tg @=b) = T rza10p (6)
Se deduc in mod asemanator formule pentru ctg (a + b) si ctg (a —b) in conditiile sin (a +b) #0.
ctga-ctgb—1 ctga-ctgb+1
ctg (@ +b) = ~garcigh (7 ctg (@=-b) = ~gp_ciga 8)

xercitii rezolvate

1. Calculati: a) sin 75°; b) cos 105°; ¢) tg 15°.

Rezolvare
a) 37650°_2tn =>t= ?2 Avemsm12 —sm(ng%) g s% +sm%cos% = \EZ\B,
b) cos 105° = cos ZZ cos(:,rC 3) = cos% cos% _sz smg = «/54—}\/6 ;

tg45°—tg30°  1-43
C) tg15°—tg(45° 30)— 1+tg45° tgso = 1+‘/— \/7 - 2.
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2. Calculati cos (a + b) si cos (a — b), stiind ca

oty ws= oo (03 0e (529
51na——17§1cosb—25,ae 5 be 2,275.

Rezolvare
8 _ 15

3n _ 15
5 21t) , deducem cos a= — 172 17>

Tindnd seama cd a € (n, 32 )51 be (?

sinb = —,’1—% 215, deci: cos (a + b) = (—%) %g - (—%) (—215) = —%22,

(33) 55+ (1) (-35) = s

cos (a-b) = 17

c .1 _1 T ) (BJ ) . .
3.Dacdsina = 4,cosb— 67 € (Z’E ,be 2,275 , atunci calculati

sin (a £ b) sitg (a+b).
Rezolvare

Avem cos a = —\] —sin?¢ ——\jl_% =—\/175,Siﬂb=—«j1—cos2 =

__ oLl __435 1
=_,1 % =6 - Deci sin (a £ b) = 3 + e 22 =
sina .
tga= cosa =_£5 1tgb=_\/375,de(ll
) -12)
g (@ b) (1) B9 ()85 (ase1588)
g(ath) = = - =
¢(_7).(_@ 15521 5(3%21)
5 15
. N .. o 7n
4. Calculati: sin a, cos a, tg a, ctg a stiind cd a = PR
Rezolvare
Avemsin% =sin(%+g) =sin% * cos g +cos% . sin g - 72% + 7273 _
_ 2406 _ 2(1+43)
4 4
cos% =cos(%+%) =cos% *+ COS % —sin% -sing = g% _ g% — ﬁ;\/g
7T
7T smﬁ 1443
12 = cos /T S 1-3 =2
12
7n
77-': COSﬁ -1
g1y = —== = = y3-2.
12 sin% V3
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.. .. . e
5. Calculati: sin a, cos a, tg a, ctg a stiind cd a = 13-
Rezolvare
Avem:
0 —an(T-T) i T cos T2 21 2(3-1)
sin 75 —sm(g 4)—sm3 COS g —cos 3 sing = 5 - oo = S
cos 75 =cos(g—%) =cos 3 cosy + sin g‘sin% = %‘/25 + %g = 7‘5(§+1).
sin—4 cos %
L_J_«/g—l_ . E 2 1
812 = cos% T 3+1 =2-43; ctgyy = sin% T 2-43 =2+43.

6. Stiind catga = %, tgh = %, tgc = 2 - /3, calculati tg (a + b + ¢) si deduceti de

aici valoarea sumeia + b + c.

Rezolvare
tga+tgh
o= jtgc
tg(a+b)+tgc 1-tga-tgh
Avem: tg(a+b +¢c) = 1-tgla+b) tgc = 1_(tga+tgb)'t c =
1-tgatgh J

tga+tgb+tgc—tga-tgh-tgc
= 1-tga-tgb—tga-tgc—tghb-tgc"
1+%+2—«/§—¥
Decitg (@ + b+ ¢) = 1 1 2-43 2-43 = 3.

Avand 1n vedere ca tg% =3 rezulticia + b + c = g + kn, k € Z.

7. Aratati ca tg®27° + 2tg 27° - tg 36° = 1.
Rezolvare
Avem tg 63° - tg 27° = 1 sau tg (27° + 36°) - tg 27° = 1 sau
tg27°+1tg36°) - tg27°
( gl—tg 2g70,t;3égo = 1, de unde rezulta egalitatea din enunt.

. .. . ctg20°—ctg30° .
8. Aratati ca: ctg30°—ctg40° 2 cos 30°.

Rezolvare

Tinand seamacé ctga—ctgb = E?Ifg - g?; Z = Ssllr?c(lb 5_1:3) , membrul stang al egalitatii

se poate scrie succesiv:

ctg20°—ctg30°  sin(30°—20°) sin40°-sin30°  sin40°

ctg30°—ctg40° T §in30°-sin20° sin(40°—30°) ~ ~ sin20°

_ sin(20°+20°) _ 2sin20°-cos20° _ o
- sin 20° - sin 20° = 2 cos 20°.
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9. Aratati ca:

sin? x

_ sinx+cosx

a) sinx — cosx

tg(a+b)—tghb

tg?

x-1
tgb+tg(a—>b)

1+tg tg(a+b)

+ 1_tgh tgla—b) — 284

. T
=sinx+cosx,x#zx . +kmn ke Z;

1+cos(g—a) ’1—cos(%—a)

I
9) - =2tga,ae (0—).
1—cos(£—a) V1+cos(ﬂ—a) g4 72
2 2
Rezolvare
- 2 . . .
a) = SIn" x _SInX+CoSx sinx  (sinx+cosx)cos® x _
S x —COs x tgzx—l sinx—cosx (sinx+ cosx)(sinx—cosx)

.2 2
= S _XZC08 X — 5inx + cos x;

sin x — cos x

sina sina
cos(a+b)-cosb  cosb-cos(a—b)

1+tgb-tg(a+b) +1—tgb~tg(a—b) =

tg(a+b)—tgb + tgb+tgla—b)
b) T tgb tgta+b) ' T-tgh-tala=b) =

1 1
__ sina cos(a+b) " cos(a—b)
~ cosb | cosb-cos(a+b)+sinb-sin(a+b) cosb-cos(a—b)—sinb-sin(a—b)
cosb-cos(a+b) cosb-cos(a—>b)

s 1 1 _ o Sina | _
- Slna(cosa-'_cosa) ~ “ cosa 2tg a.

T T

) ,1+cos(§—a)_ Il—cos(i—a) _ [l+sina [1-sina
T T ~ V1-sina Vl+sina
Vl—cos(i—a) 1+cos(§—a)

_ l+sina—-1+sina = 2tga,Vae (O, %)

cosa

Exercitii propuse

12 T
ﬁ,a,be (O;E).
Calculati cos (a - b) sisin (a + b).

@ sicosb = g,a,be (0, L

T T
2).Arata§1caa—b— 6"

1. Se dau cos a= % sisinb =

2. Sedau cosa =

3. Dacd tga= % sitgh = % , calculati tg (a — b) si ctg (a + b).

. L 5 . -1
4. Calculati sumaa + b, stiind cd tga = 3 st b= 303
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Exercitii propuse

9.

. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:

_ T T ] _ sin(a+b)-2sinb-cosa
) E = ctg(§+a) - ctg(g—a) D)V E = cos(a+b)+2sina sinb >

E- cos(a+b)+231na-cosb_d E- cos(30°+a)-cos(30°—a)
I E= Gn(a+b)—2sinb-sina > P E = sin(30°+ @) =sin(30°—a) *

. Arédtati cd oricare ar fi numerele reale x si y avem:

_r T L2 R P
a) cos(x 4) cos Z cos(X+4) sm4 = sin x;

b) cos (x +y) + cos (x—y) =2 cosx-cosy.

. Aratati cd oricare ar fix € Rsik € Z avem:

a) sin |:(2k+1)§+x] = (-1* - cos x;

b) cos [(2k+1)§+x] = (<D - sinx.

. Arataticd dacd 2sin (b + c—a) = sin (@ + b-c¢) + sin (a + c - b), atunci

2tga=tghb+ tgc.

tgy

Daca 2 tg x = 3 tg y, verificati daca tg (x-y) = —=>=5—.
2+3tg°y

10. Fie tg a si tg b radicinile ecuatiei x* + px + q = 0.

11. Arétati ca expresia: E =

Calculati in functie de p si g valoarea expresiei:
E = sin’(a + b) + p-sin (a + b) - cos (a + b) +q-cosz(a+b).

sin(a + b)-cosa —sina - cos(a +b)
cos(a+b)-cosa +sina-sin(a + b)

nu depinde de a.

12. Daca x + y + z = m, verificati relatia:

cos® x + coszy+ cos® z + 2cosx-cosy-cosz=1.

i

13. Arataticddacix +y + 2z = 3 » atunci

COSX - COSY * COSz = ECOS X siny - sin g este constant.

14. Aritati ci expresia E = sin® X 4 sin? (60° - %) + sin? (120° - %) este

15. Arataticatgx + tgy =

2

independenta de x.
2sin(x+ y)
cos(x+ y)+cos(x—y) -

Deduceti de aici valoarea pentru tg 9° + tg 81°; tg 27° + tg 63°, apoi calculati
fara tabele expresia E = tg 9° — tg 27° — tg 63° + tg 81°.

205



CAPITOLUL 9

I
6. Formule trigonometrice pentru

dublul unui numar

Daca in formulele trigonometrice (2) si (3) punem conditia a = b se obtin formule
pentru dublul unui numar.
cos(a+a) =cosa-cosa-sina-sina <

cos 2a = cos’a —sin®a = 1 - 2sin?a = 2cos®a -1 @

sin (a +a) =sina-cosa + sina - cos a

sin 2a = 2 sin a cos a (10)
. 2tga . ctg2 a-1
Analog obtinem tg 2a = - tgz . (11) si ctg 2a = 2ctgd (12)
xercitiu rezolvat
Calculati cos 15°.
Rezolvare
Se stie valoarea cos 30° = g =2-cos?15°-1 & cos*15° = 2+4J§ sicum 15° € (0, 90°)
adica in cadranul I, unde cos t > 0, rezulta cos 15° = 2+\/§

Din formula cos 2a = 1 - 2sin’a se obtine

sinag = + {% (13) si cosa = + ’1+C2082a 14)

in fata radicalului se stabileste semnul in functie de cadranul in care se afld punctul M de
pe cercul trigonometric C(0, 1) corespunzétor numarului a.

Exercitiu rezolvat

Calculati sin 7°30’.
Rezolvare

5 _2+3
Avem 7° 30’ & (0, 90°) rezultd sin7°30" = 1—c%s 15° _ 1—2 - Z—fm )
2

Folosind formulele de mai sus se pot deduce formule pentru triplul unui numér.

Exemplu:

Exprimam sin 3x in functie de sin x.

Scriem: sin 3x = sin (x + 2x) = sin x cos 2x + cos x sin 2x = sin x (1 - 25in2x) —+
+ 2cos?x sin x = sin x — 2sin®x + 2sin x(1 - sin®x) = 3 sin x — 4sin°x.

In concluzie, sin 3x = 3 sin x — 4sin’x.
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7. Formule pentru sin x si cos x

in functie de tg%

X

X

sin>  2sinZ-cos>
Avem sirul de egalititi: tg X = 2 _ 2 = .
cosE 2cos? X 1+cosx
2 2
Prin urmare s-a demonstrat formula:
x _ sinx
8% "1+ cosx (15)
xercitiu rezolvat
Calculati tg %
Rezolvare
sin2--% sin X
Utilizand formula (15) avem tg% = 12 _ 6 =2-43 .
1+c052~% 1+cos
X .
sin = sin” =
Pornind de la formula tg% = 2 rezultd tgzg =
cos% cos” =
) x sin® % X
=>1+tg"s =1+ ol+tg°5= & Cos _— =
2 cos? X 2 cos? X 1+ tg2 X
2 2
2
:>2c052§= 22x (:)Zcoszg— = > x —1,dar2c052£—1=cosx
1- tg2 %
si atunci cos x = 7 x (16)
1+tg°=
2
In mod aseminitor pornind de la sin x = 2 sin% cos% in care folosind
sin% = tg% . cos% (se obtine sin x = 2tg§ coszg si apoi inlocuim cos®* X cu 1
1+ tg2 %
2tg§
se obtine sinx = ——=% 17
1+tg? %
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xercitii rezolvate

. x_1 e .
1. Stiind 85=3> determinati sin x si cos x.

Rezolvare:
. 2% 2% 3 1—% A
sin X = 5 = 1=§,COSX= —1=§;
I+tg” x l+g 1+5

. < x_1 - . . .
2. Stiind ca g5 =g determinati valoarea expresiei E = 3sin x + cos?x — sin 2x.
Rezolvare:

x 1 x _ . 26 _12 _1-36__35
ctgi = g:>tg§ =6=sinx= 1436 37°C0SX= 7736~ 37
2

35"
37%2°
36 1225 840 1717

=37 % 372 ~ 372 T 1369°

= cos’x = sin 2x = 2sin x cos x = 2 12 (—35)——840

37 U377 3
E

3. Calculati functiile trigonometrice ale unghiului 2a stiind cd

A o )
sin a = 25,36 (2,71 .

Rezolvare
5 e h-7" __ 24 decitga=-TL __24
Avem ci cos a 1 e7 = 25,dec1tga 24,ctga 5
Cu aceste valori, obtinem sin 2a = 2 sin a cos a= — 336 cos 2a = cos’a— sin’a = 227
, ODL 625’ 625°

sin2a _ 336 1 _ 527

1824= (o505~ 527 C182a= tg2a 336"

4. Determinati functiile trigonometrice ale unghiului 4astiindcitga = 2,ae (0, g) .
Rezolvare

sin a sin® a

. in? 2 1+tg’a .
Din =tga= — 5 =tga= Sil a+2cos a_ 8 4 _ cos’a = 7 si
cosa cos® a cos? a 1 1+tg”a
1 . 2 . _ . . _ 2 .92
deducem cos a = —=, sin a = “=. Cum sin 2a = 2sina cos a si cos 2a = cos“a — sina,
V5 V5
. 4 . 3 . . .
deducem sin 2a = 7 sicos 2a = - Inlocuind a cu 2a rezultd sin 4a = 2 sin 2a - cos 2a

si cos 4a = cos“2a - sin“2a, deci sin 4a = — 55 » COS 4a = -5 -
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5. Calculati functiile trigonometrice ale unghiului de 22°30’.

Rezolvare
YA

Avem sin 22°30’ = sin% = Tz 2-\2 .

22°30'

»

2 /
V2 >
1+¥4 0 g
Analog gasim cos 22°30" = cos gz Tz = 2"2"/5 , \J

tg 22°30" = v2 — 1, ctg22°30" = v2 + 1.

527 . 3n . . . .
6. Pentru cos a = _6_22 sin<a<=-, calculati functiile trigonometrice ale

unghiului % .

Rezolvare
m_a_3mn .n<§<3n’d

A < 3n <« o« mW_a_3n n 3n . .. a
Tinand seama cd © < a < 5, rezulta ca 2<95<7% sz g » deci unghiul 5

apartine cadranului II, iar unghiul 2 apartine cadranului I.

-227 /49 7
. a _ 625 _ _ |47 _ __/
Avem: cos 5 == 5 =-1625 = " 25°

a

7
1-cos+ 1+4=
De aici rezulta ca: sing = J 3 2 - J 25 _ 16 _ i.

. . tga-sina .. <. a_1
7. Calculati expresia g—., stiindcatgs=7.
’ tga+sina’’ 2 2
Rezolvare
2tg§ 2.1 Ztgg Z.l
Avemsina= — , 5 = 21 =%,tga=ﬁ=721=%.
1+tg 5 1+Z 1-tg 5 1_Z
. 4_4 .
. tga-siha 35 1
Deci tga+sina 4.4 T4
3 5
NP 1
8. Ardtati cd sin 10° - cos 20° - cos 40° = R
Rezolvare
Avem:
. o. o. o _ 4sin20°-cos20°-cos40° _ 2sin40°-cos40° _
8 sin 10° - cos 20° - cos 40° = c0s10° = c0s10° =
_ sin80° _ L. o. o. o 1
= 0s10° — 1, deci sin 10° - cos 20° - cos 40° = g
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9. Demonstrati egalitatea: cos*T + cos* 3T 4+ cost 2T ST +cost M= 3
’ 8 8 8 8 2
Rezolvare
2 2
n V2
AT 1+cosZ ~ 1+7 _3+2J§
cos’ g = = =
8 2 2 8
2
3n Y V2
COS4E 1+cos4 _ 1—7 23_2\5
8 2 2 8
2
51} 2
cos45—n 1+cos4 _ 1—7 :3_2@
8 2 2 8
2
7n Y V2
4@ 1+cos4 _ 1+7 =3+2‘/§
cos” g 5 5 3 -
. 4T 431 45T 47T _ . 3+2V2 3-242 _ 3
Deci, cos 8+cos 8 + cos 3 + cos 8 =2 g + 2 g -
10. Calculati tg%, daca sina + cosa = g siae (O, %)
Rezolvare
2
(sin a — cos a)? = 2(sin%a + cos®a) — (sin a + cos a)? = 2 —(g) = % , deci
. 1 T\ . . .
Isina-cosa| = 5.Darae (O’Z) si deci cos a > sin a.
Rezultd |sina-cosa| = —(sina —cos a) = %
Aven sistemul: cos a + sina = g sicosa-sina = % care rezolvat da
cosa = 741 sisina = E
4 4
1_V7+1
4
) a 1l-cosa —=2—  3-7 ﬁ_z
Prin urmare, tg5 = — = = J7 -1 = 51" .

11. Arétati cd daca A, B, C sunt masurile unghiurilor unui triunghi, atunci

A B B C C A
tgi th + th -th + th -tgf =1.

Rezolvare
Cum A, B, C sunt masurile unghiurilor unui triunghi, avem: A+ B+ C=n
A+B+C_ 1 A+B E_Q —t ( B) —t (n C) " c _ 1
=72 27 2 "2 278 ) T8\27) Ty T ¢
§2
A B

1
A B = deundetgg tgg +tgg -tg% +tg%-tg% -
1—tg§-tg§ tg2
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12. Aratati ca 16 cos 20° - cos 40° - cos 60° - cos 80° = 1.
Rezolvare
Inmultind relatia din enunt cu sin 20°, obtinem:
8sin 40° - cos 40° - cos 60° - cos 80° = sin 20° < 4sin 80° - cos 80°- cos 60° =

= sin 20° < 2sin 160° - % = sin 20° < sin 160° = sin 20°

< sin(180° - 160°) = sin 20°. Asadar, relatia din enunt este adevérata.

Exercitii propuse

1. Stiind cd tga = %, calculati expresia E = 4 sin 2a + 5 cos 2a.

2. Stiind cd tg a = 3, calculati cos 4a.

3.Seddcosa = % . Calculati sin 2a, cos 2a, tg 2a, ctg 2a.
4.Sedasina = % . Calculati sin 3a.

5. Se dé sin 2a = % . Calculati sin a.

6. Pentru tg a= 1 - 2 dat, calculati sin 2a, cos 2a si tg 2a.

7. Verificati identitétile:

sin3a +sin® a 1+sin2a 1 5 2

— 5 =-cttga;b) ——- =51 +tga)’;c)1 +cos2a= ———.

cos3a —cos® a 84D) T3 cos2q 2 1 H188ATY) 1+tg’a
8. ArataticidacaA + B+ C=msi w = sin B, atunci 3tg% -tg% =1.
9. Verificati identitatea: ctg a - ctg 2a — ctg a - ctg 3a — ctg 2a - ctg 3a = 1.

o . o 1 _t83a
10. Aratati cd nu existd a € R astfel incat 3 < tga <

3

11. Verificati identitatea sin 3a - sin®a + cos 3a - cos®a = cos*2a.

12. Eliminati o intre urmatoarele relatii:
a)x=acosa-cos3osiy=Dbsina- sin 3a;
b) sin o + cos o = a si tg 20 + ctg o = b.
1-tg’ (g—x) T
————— =sin2a,x#+ + km.
1+tg? (%+x) 4

X_
14. Dacax,y € Rsi |x| > |y|,lartgu = 1’x+§ , COS 2V = ,/x;xy , stabiliti o

relatie Intre u siv.

13. Aréatati ca
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15.

16.
17.

18.

19.

20.
21.

22,

23.

24.

25.
26.

Sedatgx =

atVa* -4
2

E= tg3X + ctg3X + sin 2x + cos 4x.

o s - [P e

. Calculati expresia:

. : a
in functie de x = gy -

Determinati multimea valorilor functiei f definitd pe [-m, n], datd prin
f(x) = cos 2x + (5 — &%) sin x + a°, unde a este un numdr real.

Aritati citg 7°30" = V6 — V3 + V2 - 2.
2

o ..o a
Stiind cé sin a = 55 calculati gy -

oo O _m . . .
Stiind ca tg5 =" calculati expresia E = msin o + 1 cos o..

Calculati functiile trigonometrice ale unghiului de mésura 15°, stiind cé

sin 30°= % .

o a\ . . o . L <
Exprimati tg (45° _E) in functie de tg a si discutati formula obtinutd dupa cum

unghiul a este situat in unul din cele patru cadrane.

J1+5in 20° + 41 —sin 20°

Exercitii propuse
N
N

Arétati fara tabele ca E = = 10°.
ratati fard tabele ca A+ 5in20° —vI—sin20° ctg 10
cosa a
R . 1—sina_tg§ :
Aratati cd expresia E = nu depinde de a.
cosa-tg g
1+———=
l-sina
Calculati tg%, stiind cé sin a + cos a = @, ae (0, %)
Aréatati ca:
=%{ 121'E+ 12n]=%{ 1n+ in]zé[ 1n+ 1275]=
> = T sin? T tg° o ctg® o
cos” g sin”g cos®5  sin® &g &g
_ 1 (1 1 1
14| o¢ 2 m |
g5 8 15
a a a
o sin a cos3 %4 ©%g a
. Verificati identitatea: 1+ : . 2 2 =875
cosa 1+cosg l+cos? 1+cosg

212



Elemente de trigonometrie

8. Formule pentru transformarea sumei
in produs

in multe situatii suntem nevoiti s transformam o suma sau diferent de dou functii
trigonometrice in produs.
Pentru a gési o astfel de formula putem proceda astfel:
Scriem formulele (3) si (4):
sin (x + y) = sinx cos y + siny cos x
sin (x —y) = sin x cos y — sin y cos x
care prin adunare dau sin (x + y) + sin (x—y) = 2sinx cosy

Notdimx +y =asix-y = b, rezulta x = agb siy = aT—b'

Am obtinut astfel formula

a+b a-b
5 COsT5—

sina + sin b = 2sin (18)

Prin scaderea formulelor (3) si (4) se obtine:

a-b a+b
5 Cos —5 (19)

sina-sinb = 2 sin

xercitiu rezolvat

Scrieti sub forma de produs: a) sin 75° + sin 15°; b) sin 105° + sin 15°.
Rezolvare

a) sin 75° + sin 15° = 2sin 75 ;15 cos 75 ;15 = 25sin45°cos 30° = 2

m‘ﬁ
N‘ﬁ
N‘a

105 2_15 cos 192 2+15 = 2 sin 45° cos 60°=

V2

1_
2° 2"

b) sin 105° —sin 15° = 2sin

5. V2
=2

Adunénd membru cu membru egalitétile:
cos (x +y) =cosxcosy—sinxsiny  (*)
cos (x —y) =cosxcosy + sinxsiny (**)
obtinem cos(x +y) + cos (x—y) = 2 cosx cosy &

cosa + cos b = 2cos & ; b cos aT—b (20)

Scazand din (**) pe (*) avem:
cos (x + y) — cos(x —y) = -2 sin x sin y echivalent cu forma:

cosa—cosh =-2 sinaTH) sina—gb 1)
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xercitiu rezolvat

Transformati in produs: a) cos% + cos ﬂ ;b) e 35275 - gg
Rezolvare
a) cos~+ + cos7 = 2 cos ( +*) cos =z _ 7) = 2c0s X cos X
24 24 2\24 " 24 24 24 6 8>
151 9n _ 501 (15n 9| 1 (15t _9n
b) cos =5 —cos 32 = —Zsm2 ( + ) n; ( ) _2sin X 3 sin

Pentru functiile tg si ctg calculele sunt mai simple:
sin x 4 siny sinxcosy +sinycosx sin(x + y)

X +18Y = cosx  cosy COS X COS y ~ cosxcosy si analog
sin(x —y)
EX=18Y = Cosxcosy
cosx cosy sin(x+Yy) . sin(y — x)
ctgx + ctgy = + = = gictgx—Ctgy = sy

sinx siny sinxsiny

xercitiu rezolvat

sinxsiny *

Transformati in produs: a) tg én + tg 1975 ; b) ctgl8 — ctg 24.
Rezolvare
a) tghg" +iglgt = Sm(111é:+11291:n) = iR = — ErE
COSTCOST COSTCOS 6 COS ~ 6 COS?
b) ctg 18 —ctg 24 = %

9. Formule pentru transformarea

produselor de functii trigonometrice

in sume sau diferente

Din scrierea sin (x +y) + sin (x—Yy) = 2 sinx cosy obtinuta anterior (la demonstrarea
formulei 15) se obtine formula de transformare a produsului sin x cos y In semisuma

sinusurilor de suma si diferenta:

sinx cosy = % [sin (x + y) + sin (x - y)]

Analog avem:

COSX COSY = % [cos (x + y) + cos (x-y)]

sinxsiny = % [cos (x—y) —cos (x + y)]
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xercitii rezolvate

. b 2T 3r . T 2n . 3n
1. Calculati: a) 8 cos 7 €OS =~ €08~ ; b) sin 14 COS T4 sinq4 -
Rezolvare
a) Notdmn = 8COS%COS%COS % si inmultim ambii membri cu sing #0.
A in® — 2sinEcosE- 4 cos 2E cos S8 in® = sin 2™ . 4 cos 2T . cos SF
vemn sin= = 2sin~ cos= - 4cos & cos - < nsing =sin; €os 7~ * €Os
0 X _ i 2T 2T 5 oSt in® —sindT .5 cos SN
©nsing =2sin~" cos cos*7" e nsing =sin— cos 7.
Dar inﬂ = in(n—%) = in% iat ncininE —2inE - C 3n =
sin——" =s 7 ) =sin%" siatu sin = 2sin " - cos

= nsinE = sin@ Avem sin@ = sin (TC—E) = sinE
7 7 7 7/ 7"
. T LT T T . . T . .
T _gin ® gicum e (0.%) rezui—sin™ 1
nsin; =sin - sicum - € ( D) rezultd sin #0siatuncin =1
b) se procedeazi analog: notdm m = sin I cos 2n sin 3 e care o Inmultim cu cos I
P & TSI 740514514 P , 14

(cos% * O) ;

no_ 1l 5 T 2T 3T
mCOSl4 =3 sin 14 COos 14 COSl4 51n14<:>

no_ 1, 2m 2n . 3T no_ 1. 4x . 31
mCOSl4 = 4 51n14cosl4sm14 <:>mCOSl4 = 4811114 51n14 (=1
1
8

4n _3m) _ (ﬂ 3_75] n_1 T _1
[C05(14 14) cos 14+14) S meosT=glosyy em=g.

a

T _
mcos {4 =

2. Verificati identitdtile urméatoare (pe domeniul lor de definitie):

tgx+tgy ctgx+ctgy tgx+ctgy
a)tgxtgy = 7ctgx+ctgy;b) ctgxcty = Ttgxttgy ;o) tgxcetgy = CtgxTtgy -

Rezolvare

tgx+tgy R o

a) tgxtgy = Ctgxtctgy S€ inmulteste cu ctg x + ctg y care este nenula si avem:
tgxtgy(ctgx + ctgy) =tgx +tgy o tgxctgxtgy + tgxtgyctgy =
=tgx+tgyotgy+tgx=tgx +tgy (A
Procedam analog la b) sila c)

b) ctgxctgy (tgx +tgy) =ctgx+ ctgy S ctgxtgxctgy + ctgxctgytgy =
=ctgx +ctgyctgy + ctgx = ctg x + ctgy (A)

c) tgxctgy (ctgx +tgy) =tgx +ctgyotgxctgxctgy +tgxctgytgy =
=tgx +tctgy=ctgy + tgx = tg x+ ctgy (A)
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CAPITOLUL 9

3. Rezolvati sumele transformand in produse:

a) sin 45° + sin 15°; b) sin 5 /n

54 ¢) cos 60° + cos 30°; d) cos &

—sin,

24’ 3 Cose’

e) tg 105° —tg 75°% f) tg:%n —ctg %; g) sin% . cos% ; h) cos 20° - cos 40°.

Rezolvare
o

a) sin 45° + sin 15° = 2sin 6(2) . cos% =2sin30°-cos 15- =2 % cos 15° = cos 15°.

cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° cos 30° — sin 45° - sin 30° = 7\@1\@ .
¥6 ++2
.

Deci sin 45° + sin 15° =

.7/t .. m _ . . T . W _ 1—COSE_J§_\/§_J§_ .
b) smﬂ—smﬂ—Zsmg-mng—%. 5 4—31 7—72 \/E,

¢) cos 60° + cos 30°= 2 cos 45° - cos 15° = 2 \/25 JEZJE = J§2+1 ;
d) cosg —cosg =-2 sin6 sm1 «fsm . Dar sin7o 12 sin(%-%) =
in® eoe & M T V246
=siny -cos g —sing -cos, = 7
o o _ sin(105°-75°) sin 30° _ 1 .
e) tg105°-1g75° = c0s105°-cos75° ~ ¢0s105°-cos75° ~ 2c0s105°-cos75° "
3n T, 3n E_E) 3n 3n _
D tg5 —cig 5 =tgg tg(z 5) =%®5 ~810 T
i E_E) 3n 3n
_ Sm(s 10) _ Smjg g .
3n 3n 3n 3n 3n’
€Os “£= - Cos 7oy €os ==+ €os Ty cos &
n3p oty = 3 [nlZ5- ) ] = Ymgun3p) -
g) singg - cosyg = 5 [sm 30 15)tsinl50+ 1) = g(sing +sin{g
1 o),
=5 ( + sin 10
h) cos 20° - cos 40° = % [cos(20° + 40°) + cos(40° - 20°)] =
— l o oy — l l 0)
=3 (cos 60° + cos 20°) = 5 (2+c0520 .
sin 1251tJrcos 125n tg13n+ctg13n
leulati: 12 12 b 12 12
4. Caleulatiz a) ——o7 12570 ) 25 25
sin 2221 _ cog 12T cos—n—sm—n
12 12 12 12
Rezolvare
. 125¢ 1251 5 51 51 51
» SIn =75~ +Cos =75 sm(101t+ ) (101t+ 2) B smﬁ+cosﬁ ~
. 125m____125%; ST) © 5T oo 5T
sin =75~ —cos =75 s1n(101t+—) 5(10n+ﬁ) sin 75 —cos 75
on ST in® . cos®
_ sm12+s1n12 _ 251n4 cos6 :\/§
sm%—sm% Zsing-cos%
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sin(%+%)
b tgll?’—zﬂ+ctg113—27'C _ tg%+ctg% _ tg%+tg?—gC _ Cosllﬂ-‘zncosi%C _
cos%—sin% cos%—sin% sin%—sin% 2sinz - coso
1 L2 2 =22 45
cos % : cos%r‘ V2 V2 cos% -sin % sinz6

5. Scrieti sub forma de produse:
a) E; = sinx + 2sin 3x + sin 5x; b) E, = sin x — sin 3x - sin 5x + sin 7x;

¢) E; =sinx + siny + sinx - sin(x + y + 2);

d) E, = sin (x—y) + sin(y - 2) + sin (z - x).

Rezolvare

a) E; = (sinx + sin 5x) + 2 sin 3x = 2 sin 3x - cos 2x + 2 sin 3x =
= 2 sin 3x (1 + cos 2x) = 2 sin 3x - 2 cos®x = 4 sin 4x - coszx;

b) E, = (sinx + sin 7x) — (sin 3x + sin 5x) = 2 sin 4x - cos 3x — 2 sin 4x - cos x =
= 2 sin 4x(cos 3x — cos 3x) = — 2 sin 4x 2 sin 2x - sin x = — 4 sin x - sin 2x - sin 4x.
¢) E;=(sinx +siny) + (sinz—-sin (x +y + 2)) =
o XtY X-y XY X+y+2z
= 2sin 5 Ccos 5 + 2 sin 3 cos 5
L. Xty ( X-y x+_y+22) e Xty . ox+z . y+z
= 2 sin 5 cos cos 5 = 4sin 3 sin —5 sin
- -2y +
d) E, = [sin (x-y) + sin (y —2)] + sin(z - x) =25inx22~cosx 2y 2
. X—Z X—2 . X—% X-2y+z x—z] _
—Zsm—2 cos — = 2sin 3 [cos 5 cos 5 =
_ L X-y . Y—% . Z—X
= —4 sin 5 sin sin—
6. Aritati c (cos2a + cosa)? + (sin 2a + sin a)? 5 a
. Aratati ca: 3 ; =ctg" 5.
’ (cos2a —cosa)? + (sin 2a —sin a)? )
Rezolvare
(2cos3—a . cosg)2 + (Zsin?’—a-cosg)2
A (cos 2a + cos a)? + (sin 2a + sin a)? 2 2 2 2
Vem: 2 . . 2 = 2 2 =
2a— 2a-— . . .
(cos2a —cosa)” +(sin2a —sin a) (—231n3—a‘s1n2) +<2smg-cos3—a)
2 2 2 2
2
4 cos? %(cos2 32—61 +sin? 32—(1) a
= :ctg22.
sin? g(cosz 3a +sin? 37a)2
2 2 2

7. Calculati: S = sin 9° + sin 49° + sin 89° + ... + sin 329°.

Rezolvare
2sin 20° - S = 2 sin 20° - sin 9° + 2 sin 20° - sin 49° + ... + 2sin20°- sin 329
sau 2sin 20° - S = (cos 11° — cos 29°) + (cos 29° — cos 69°) + ... + (cos 309° — cos 349°)
Reducénd termenii asemenea, obtinem: 2sin 20° - S = 2 sin 180° - sin 169° sau

2sin20°-S =0, deci S = 0.
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CAPITOLUL 9

Exercitii propuse

1

. Aratati ca expresia E =

. Calculati:

. T LT . o o. T T,
a)sm3 +s1n6,b)sm45 —s11115,c)cos3 —Cos ¢

d) cos 45° + cos 15m; e) tgg + tg%t; f) tg 45° — tg 15°.

. Transformati in produs urmatoarele expresii:

a) sinx + tgx; b) sinx cosx + siny - cosy; c)sinx-cosx—siny-cosy.

. Calculati trigonometric 1 + 3.
. Aduceti la forma cea mai simpla expresiile:

a) E = (cos 2x + cos 2y)2 + (sin 2x + sin 2y)2;
sin? 5x —sin? 2x
cos?3x—cos?4x

b) E = sin?(2 x + y) - sinz(Zx—y); c)E=

sinBcoso(tg o+ tgP) Sin—y

+ —_—_—m
1-cos(o+f) cosB»sina;B

este independenta de o si B.

. Transformati in produs urméatoarele expresii:

a)E=m-ntgo; b) E=m-nsina; ¢) E=1 4+ cos 20 + cos4a;
d) E = cos(o + 2B + 3y) + cos(o + 2B - 3y) + cos (a—2P + 37) + cos (a0 + 2B + 3y).

. Verificati urmatoarele identitatii:

sin2a + sin2b sin2a +sin2b _ cos(a—b)
a) o op = ctg(b-a); b) = ;
cos2a —cos2b cos2(a+b) cos(a+b)

2 2 . .
Cc0os“S5x—cos“4x _  sinx . . . . sin 6a
sin® 7x —sin? 2 sin5x > ) sin Sa—sin4a + sin 2a-sina = 14 2cosa ”

. Demonstrati ca pentru valorile admisibile ale lui a avem:
2) sina—2sin2a+sin3a te 2a: b) cosa —cos3a+cosSa—cos7a tea
cosa—2cos2a +cos3a 8% sina +sin3a+sin5a+sin7a %

. Sedécosx+cosy=p,sinx+siny=q§ip¢0,p2+q2¢0.

Calculati cos (x + y).

sina +sinb . cosa—cosb

10. Fie relatiile “sina+b) —P% Tsin(a—p) - unde p si g sunt doud numere

date. Calculati, in functie de p si q, urmatoarele expresii:

a) sinagb;b) cos a;b ;o) tg a;_b;d) sinaT_b ; e) cos aT_b;f) tgagb.

11. Se dé cos a + sin a = m. Calculati sin a — cos a.

ctg 20° — ctg 30°

12. Arétati ca: Ctg30° _ctg40° 2 cos 20°.

13. Aratati ca:

€0os7°+sin7° _ 3c0s8° —+/35in8°
cos7°—sin7° {3 cos8° +3sin8° "
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e M 7n L 13m _ 1
14. Aratafi ca: sing¢ - cos 5o *sino . = {¢ (V6 —+2).

89 44

15. Demonstrati ci: H sink® = cos 45°H (cos?® k° —cos? 45°)
’ k=1 k=1

16. Demonstrati identitatea:

sina +sinb + sinc-sin (a + b + ¢) =4sina"2_b -sinb;C -sinc-'z_a

17. Arétati cd oricare ar fin € N avem:

Y +...+COSM =

1
cos + cos 4ni3 5"

T 3n
4n+3 4n+3
18. Considerati expresia:

E(x) = cosx + 2 cos 2x + cos 3x + cos 4x + 2 cos 5x + cos 6x.

Si se deduca egalitatea: cos 20° + 2 cos 40° —sin 10° = 43 cos 10° - sin 20°.

19. Daca tg 4a = cos 20° - cos 40° - cos 80°, calculati valoarea expresiei:

)
5 sin 6a + sin7a + sin 8a + sin9a + sin 10a

8‘ cosba + cos7a+cos8a+ cos9a + cosl0a *

S

2 20. Demonstrati ca pentru orice x € R\ {kn| k € Z}, avem:

5 sin9x :

= Sinx 2 cos 2x — 2 cos 4x — 2 cos 6x — 2 cos 8x = 1. Generalizare.
X

w

Test de evaluare

1. Stiind ci o e (E,n) sisin o =

5 calculati cos o si tg o.

S
13°
2. Fieo, B e (0, g) astfel incét sin o = % sisinp = % Calculati o — P.

3. Verificati identitatea cos?o, + cos?p + cos?y + 2cos o cos B cos y = 1 stiind
caa+B+y=m

) )
4. Simplificati fractia F = sz 14x—31n2 L
cos” 10x —cos” 12x

5. Aritati ci expresiile E = cos®*x — 2cos x cos a cos (a + x) + cos’(a + x) si

F = cos®x + cos? (2—;: + x) + cos? (2—3“ - x) nu depind de x.

6. Calculati: E = sin®® + sin2 3% + sin® 2" + sin? /"
’ 8 8 8 8
7. Aratati ca expresiaE = cos®(a + b) + cos®(a—b) — cos 2a cos 2a este constanti.

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Aplicatii ale trigonometriei
si ale produsului scalar a doi
vectori in geometria plana

1. Produsul scalar a doi vectori

Fie d si b doi vectori liberi, nenuli si notdm cu ¢ € [0, ] mésura unghiuluidintre @ si b .

1.1. Definitie, proprietati

| pefinitie

Se numeste produsul scalar al vectorilor @ si b numirul real @ - b dat prin:

d-b=|d| |b|cose

Daci unul dintre vectorii d sau b este nul, atunci produsul lor scalar este zero. Produsul

scalar a doi vectori nenuli este strict pozitiv dacd unghiul dintre ei este ascutit, adicd ¢ € (O, g)

si este strict negativ daca unghiul dintre ei este obtuz, adica ¢ (g, n].
Produsul scalar a doi vectori nenuli este nul dacd si numai daca cei doi vectori sunt

perpendiculari, adica ¢ = % .

Conditia de perpendicularitate a doi vectori d si b este ca produsul lor scalar si fie zero.
Daci vectorii sunt dati sub forma @ = xi +yj si b=mi +nj,atuncid L b <

d b=0sxm+yn=0.

Probleme rezolvate

1. Determinati m e R astfel incét vectorii @ = 27 + V5 j si b =mi -8 s fie

perpendiculari.
Rezolvare

Stmeid Lb 2 -m+ 5 (-8) =0 m=4+5.
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2. Determinati m, n € R stiind cim + n = —11 si ca vectorii @ = 5mi -3 si

b = % { +nj sunt perpendiculari.
Rezolvare
@ Lbos5m- g—3n=0.
_-33(3-+2)

m+ 11 m
Rezolvand sistemul { ‘fn 3m20 se obtine:

7
_-332+22 °
H_T

Fie V multimea vectorilor liberi din plan

. Teorema

Produsul scalar are urmétoarele proprietati:

1. @-b = E-d,‘v’ d, b € V (comutativitate);

2. M(@-b)=Qd)-b=ada-(Ab),Vid,belV,VreR,;
3. d-(b+c¢)=d-b+ada-¢,vad,b,cel;

4, d-d=|d|*>0,vdeV

5. d-d =0 da=0,VdeV

Demonstratiile rezultd imediat din definitia produsului scalar.

Proprietati
Au loc urmatoarele inegalitati:

. Inegalitatea Cauchy

Demonstratie
Inmultind cu | @ | - | b | inegalitatea |cos ¢| <1 obtinem | d |- |b | |cos@|<|d|-|b |
adicd |d - b |<|d|-|b |.Avem egalitate dacd si numai daci |cos | = 1, adicd pentru

¢ € {0, m}, situatie In care vectorii d@ si b sunt coliniari.

. Inegalitatea Minkowski

Demonstratie
Folosind inegalitatea lui Cauchy deducem 2d b <2|db | <2|d|-|b|.

|d|?>+2db +|E|2<|a|2+2|a|-|5|+|E|2.
Avem |d@ + b| = \Ja+b =\G-a+2d-b+b-b = \/|&|2+2-&~5+|E|2 <
= I = _ = \2 _ -~
SJ|a|2+2~|a|~|b|+|b|2 =\(lal+|b]) =|al+|b]|.
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Problema rezolvata

intr-un reper cartezian (O, i, j) se considerd punctele A(1, 1), B(-1, -2), C(c, 0),

D(0, d),undec > 0,d > 0.

a) Scrieti coordonatele vectorilor: AB, AC, BC, BD, CD, AD.

b) Calculati produsele scalare: AB- CD, AC- DB, AD- BC.

c) Determinati c si d astfel Incat punctul A sé fie ortocentrul triunghiului BCD.
Rezolvare

a) Dacd M;(x;, y;) si M,(x,, ¥,), atunci
MM, = (e, =x) i + (p-y1) J
sau MiM, = (x,—xy), (2= ¥1)-
Obtinem: AB (-2, -3), AC (c-1,-1),
BC (c +1,2), BD (1,-2-d),
CD (-, d), AD (-1,d - 1).

b) AB-CD = (27 -3j)(—i +dj)=

=1‘c030=1,]—’~]7 =1, iar

B(-1,-2)

=0.

f] =1‘1‘cos%
Analog se obtine:
AC- DB =1-c+2+d=3-c+dsi
AD-BC =—(c+ 1) +2(d-1) =-3-c + 2d.

¢) Punem conditiile: AB 1L CD, AC L DB, AD 1 BC siavem:
AB 1L CD & AB-CD =0 2c-3d =0 (1)

AC L DB & AC-DB =0o1-c+2+d=0(2)
AD 1 BC & AD-BC=0o-(c+ 1) +2(d-1)=0(3)

Rezolvand sistemul format din egalitatile (1), (2) si (3) se obtinc = 9sid = 6.

1.2. Teorema cosinusului

Ne propunem sa gésim o relatie Intre valoarea cosinu-
sului unui unghi al unui triunghi oarecare si lungimile
laturilor triunghiului.

Fie un triunghi ABC cu notatiile consacrate (AB = c, b
AC = b,BC = a) sim(ZA) < 90°. B

Fixdm un reper cartezian cu originea in varful A al
triunghiului si varful C pe axa Ox.

Notdm cu B’ piciorul perpendicularei duse din B pe Ox
si din triunghiul ABB’ dreptunghic in B’ gasim AB’ = c cos A
siBB’ = csin A.

YA

>

Il

o

oy} -----
<Y
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Rezulta ca avem B(c cos A, ¢ sin A). Calculand distanta BC? obtinem:
a’>= (ccosA—-b)? + (csinA - 0)? & a® = c?cos?A — 2bc cos A + b? + c*sin’A
& a® = ?(cos®A + sin?A) + b? - 2bc cos A & a® = b? + ¢? — 2bc cos A.

Daca triunghiul ABC are m(&A) > 90°, atunci B’ este situat

in afara segmentului [AC] si B’A = — cos (T —A) = c cos A, YA
adica avem B(c cos A, c sin A).
Analog calculand distanta BC* vom obtine: ¢

a* = b* + ¢* - 2bc cos A.
Dacd m(xA) = 90° triunghiul ABC devine dreptunghic
in A avem cos A = 0 si obtinem
a=b*+c?

care este relatia data de teorema lui Pitagora.
in mod aseménator se pot demonstra relatiile prin care se exprima b si c2.

S-a demonstrat astfel sintetic:

. Teorema cosinusului

in orice triunghi ABC (cu notatiile AB = ¢, BC = a, AC = b) au loc relatiile:
a® =b* + ¢*-2bc cos A
b* = a* + ¢* - 2ac cos B
¢? = a* + b* - 2ab cos C

Reformulare

In triunghiul ABC, 1n care se noteaza cu a, b, ¢ lungimile laturilor opuse
unghiurilor XA, ¥ B, ¥ C, au loc relatiile:

a® =b% + 2 - 2bc cos A
b? = a® + ¢? - 2ac cos B
2 =a®>+b*-2abcosC

Demonstratie vectoriala

Relatia BC = AC - AB se ridici la pétrat:
BC'=AC +AB° -2AC-AB < a® = b* + ¢ —2bc - cos A.

In mod aseminitor se pot demonstra relatiile celelalte.

Din formulele date de teorema cosinusului putem exprima valorile cosinusului pentru
masurile unghiurilor triunghiului.

cos A = b*+c*-d® a?+c*-b? a+b*-¢*

obe 0SB = Toae 0= T
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Problema rezolvata

in triunghiul ABC se cunosc: b = 5, ¢ = 8 si m(xA) = 60°.

Determinati a, cos B si valoarea expresiei cos*A + cos?B + cos*C.
Rezolvare

Aplicand teorema cosinusului avem:

a2=b2+c2—2bccosA<:>a2=25+64—2-5~8~%<:>a=7;
2,2 12 2,12 2
_ a’+c b = 1. _ a’+b" - =1
cosB = 2ac =>cosB—14,cosC 2ab = cos C =

. 2 2 2 1,121, 1 174
Atunci avem cos“A + cos“B + cos“C = 7 +196 +49 196"

Folosind teorema cosinusului putem arata cum se calculeazd modulul sumei a doi vectori
in functie de modulele vectorilor care se aduna si a cosinusului unghiului format de ei.

. Teorema

Fie v; si ¥, doi vectori nenuli care formeaza un unghi de masura ¢ si v

suma lor: V¥ =¥; + ¥, . Atunci are loc:

2 _ .2 2
Ve = v +Vy + 2vV,C08 @

Demonstratie
Fie O un punct si construim vectorii OA=7,, OB =",,
m(XAOB) = ¢si OC =V =V, +V,.
Rezulta ca OACB paralelogram si atunci m(2 OAC) = t—¢
= c0s(X OAC) = cos(m — ¢) = —cos O.
Aplicand teorema cosinusului in triunghiul OAC avem:

v2 = v +v2 + 2vv,cos(m — ¢), adicd

V= vZ4+v2 + 2v;v,005 Q.

*1.3. Teorema lui Stewart

Fie M un punct pe latura BC a triunghiului ABC.
Atunci este adevdrata relatia lui Stewart:

AM? - BC = AB® - MC + AC? - MB - BC - BM - CM

Demonstratie A

Aplicam teorema cosinusului in triunghiurile ABM si ABC
pentru laturile AM respectiv AC si avem:

AM? = AB* + BM* -2 AB - BM cos B €Y}

AC* = AB® + BC* - 2 AB - BC cos B 2 5 e
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fnmul'gim relatia (1) cu BC, relatia (2) cu -BM si adunam egalitdtile obtinute. Rezulta:

AM? - BC = AC? - BM + AB? - (BC - BM) + BM(BM - BC) - BC &

& AM? - BC = AC? - BM + AB? - MC - BC - BM - MC.

Problema rezolvata

In triunghiul ABC cuAB = 8,AC = 12, BC = 10, punctul
M e (BQ) astfel incat BM = 4. Determinati lungimea
lui AM.

Rezolvare

AM? = %(ACZ-BM+AB~M(D—BM~MC:>

=AM = (14444 8-6)-4-6 =AM =6,2.

1.4. Rezolvarea triunghiului dreptunghic

A rezolva un triunghi dreptunghic oarecare inseamna a determina toate lungimile
laturilor si masurile tuturor unghiurilor sau valorile unor functii trigonometrice ale acestor

unghiuri cdnd cunoastem o parte dintre ele, dintre care cel putin o latura.

In cazul triunghiului dreptunghic trebuie sa se cunoascad doud elemente, dintre care

cel putin lungimea unei laturi.
Avem situatiile:

Se cunosc Se determina

B [ungimile a doua laturi | ® a treia laturd cu teorema lui Pitagora
B valorile unor functii trigonometrice pentru unghiurile

unui unghi ascutit trigonometrice a lui)

cutit sau valoarea unei | @ lungimea celei de-a treia laturi
functii trigonometricea | ® celdlalt unghi ascutit (sau valoarea unei functii

ascutite
B lungimea unei laturi B lungimea unei laturi a triunghiului (folosind functiile
B masura unui unghi as- trigonometrice)

xercitiu rezolvat

Rezolvare
Avem m(XB) = 90° - 15° = 75°.

sin C = AB dar sin 15° = COSBOO V2

BC’
2-v3 _5y2-+3
Avem 5 = 5.BC = BC = 5.
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Cu teorema lui Pitagora, obtinem AC = \/25 —(50-25y3) = «/25«/5— 25 =5 JJ§ -1.

AD _ 2- AD . ap - 5\3B3-5
ac ” 2 T 531 2

In AACD, dreptunghic in D, avem sin C =

Probleme propuse

Probleme propuse

. Ardtati cd daca Intre elementele unui triunghi avem relatia sin A =

. Rezolvati triunghiul dreptunghic ABC (A =

1. Fie @ si b doi vectori si ¢ misura unghiului format de acestia. Calculati produsul

scalar @-b pentru:

a) @ =21 +3j; b =31 —4j,a=§;

) d=91 -40j; b =21 +7j,0= %%,

d)a=J3_3{+J§j,E=J2_1f—zj,a=g.

. Determinati m, n € R stiind 2m — 3 n = 20 si cd vectorii @ = 2mi -4 si

b = g i +nj sunt perpendiculari.

. In triunghiul ABC se cunosca = 11, b = 8, ¢ = 6. Stabiliti daca triunghiul este

obtuzunghic.

. In triunghiul ABC se cunosc a = 7, b = 8, ¢ = 10. Calculati valoarea expresiei

cosA + cos B + cos C.

. Ardtati ca in orice triunghi ABC au loc inegalitatile:

3 -ZA ZB C
= < = <L =
a) 1 <cosA = cosB+cosC_2,b)4_51n2+51n2+51n2<1.

. In triunghiul dreptunghic ABC cuA = & se cunosc sin C = % sic = 28.

2
Determinati sin B, a, b.
sin B+sinC
cosB+cosC’
atunci triunghiul este dreptunghic.

T

2) in care se cunosc:

a)a=10sib-c=2; b)b—12§1C— ﬁ
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2. Aplicatii vectoriale si trigonometrice
in geometrie

2.1. Teorema sinusurilor

. Teorema

In orice triunghi ABC (cu notatile AB = ¢, BC = a, AC = b si R raza cercului
circumscris triunghiului) are loc relatia:

a _ b _ ¢ _
sinA ~ sinB  sinC 2R

Demonstratie
Notam cu O centrul cercului circumscris triunghiului
ABC si cu D intersectia AO N C(O, R), A#D.

m(ABD) _
= =9

AD fiind diametru rezultd cd m(xABD) = 0°
m(AB)

sim(xC) = m(XD) = 5

Din triunghiul dreptunghic ABD obtinem: sin D =

SE

C

=sinC =sinD = R’

de unde rezultd —¢— = 2R.
sinC
b

N a _ . _
Analog se arata ca SnA 2R si SnB 2R.

2.2. Rezolvarea triunghiului oarecare

intr-un triunghi oarecare ABC vom folosi notatiile obisnuite (standard): A, B, C pentru
masurile unghiurilor in radiani, a = BC, b = AC, ¢ = AB pentru lungimile laturilor.

Ca sin cazul triunghiului dreptunghic, prin a rezolva un triunghi oarecare se intelege
determinarea tuturor elementelor sale (lungimile laturilor si masurile unghiurilor) cand
se cunosc o parte dintre ele (dintre care cel putin o latura).

intre cazurile de congruenta ale triunghiurilor si cazurile de rezolvare a triunghiurilor
exista o anumita similitudine.

Cazul I
Se cunosc: a, b, ¢ — lungimile laturilor triunghiului.

b2 +c®—d’

Se determina: A din formula cos A = he @_. din formulele analoage se calculeazi

BsiatunciC =n— (A + B).
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Cazul II
Se cunosc: B, a, C - o laturé si doud unghiuri.

Se determind: A =n - (B + O);

a __b _ asinB din 4 ___¢ _ asinC
sinA sinB sin A ; sinA sinC sinA ’
Cazul III

a) Se cunosc: a, b, C — doua laturi si unghiul cuprins intre ele.

c
sin A ~sinC

Se determini ¢? = a® + b% - 2ab cos C:

asinC
=c=9% B_n_@A+0);
¢ sinA ’ m- 3
b) Se cunosc: a, b, B — doua laturi si un unghi necuprins intre ele.

Se determina: sin A = asinB ,C=m-(A+B),c*=a®+ b*>-2ab cos C.

b
Probleme rezolvate

1. Rezolvati triunghiul ABC in care se cunosc:
A
T
a=12,B = C= ==
4’ 12
Rezolvare
_ T 51t) m., a _ b _ ¢
A=m- (4 12)°3° sinA _sinB _sinC A
A\
12-sin T . B a C
b= —% 5b=4y6 sic= ang’
sin & sin A
3
5% — sin(Z+2) = sincos Tgn® - 20443)
darsm12 sin 6+4 sm6cos4 -i—cos6sm4 4 =c =26 (1++3).

2. Rezolvati triunghiul ABC cu perimetrul de 24 in care au loc relatiile:

sinB-sinC =
Rezolvare

BP+i-a®=a*b+c-a)e (b +c)b*—bc+c®) =a*b +c)sicumb + ¢ > 0 = a* = b*

+ ¢ - bc pe care o comparam cu a® = b? + ¢ — 2bc cos A si obtinem

COsA = 1 = m(XA) = 60° = m(B) + m(xC) = 120°.

2
Transformém produsul sin B - sin C in suma si obtinem:
[cos (B-C)—-cos(B+CO]= >,cos(B+0C) —cosz?n =—% =cosB-0)=1=

-C =0=>mKB) =mE C) = 60° = triunghiul ABC este echilateral =

=a=b=c=8.
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Probleme propuse

1. Sa se arate cé In orice triunghi au loc relatiile:

a) sinA + sinB + sinc = 2cosé cosEcosg;
2 2 2

sin(A—B):az—b2 :0) tgA:a2+c2—b2

sin(A + B) 2 7 tgB p2ic2_g?’

b)

2. Sise arate ca un triunghi este dreptunghic daca si numai daca sin’B + sin’C = 1.
3. Sé se rezolve triunghiul ABC 1n care se cunosc:

) a=4v3 -4,b=4J6,C=T;0)B=" c=6,4=T;
4 3 4
c)a=14«/§,b=7«/§,c=7«/€;d)A=%,C:%,a=16;
_E 25775 = : = :E =
©A=g,B=10.a 122;HA=C 6,b 10.

4. Sd se arate ca un triunghi este dreptunghic dacé are loc relatia:
cos’B + sin®C = 2 cos B sin C.

Probleme propuse

2.3. Calculul razei cercului inscris si a cercului circumscris
triunghiului

Fie un triunghi ABC cu notatiile obisnuite AB = ¢, AC = b,
BC = a si R raza cercului circumscris triunghiului.
a _ b _ c
sinA sinB sinC
exprima lungimea razei cercului circumscris:

Din teorema sinusului = 2R putem

R = a __b __c
2sinA 2sinB 2sinC

Construim inaltimea AD, D € BC, notdm AD = h,,.

h
Din triunghiul ABD dreptunghic in D obtinem sin B = Ta = h, = csinB,
iar din triunghiul ADC, dreptunghic in D se obtine h, = b sin C.
In mod analog, se pot exprima inéltimile h, si k..
Se stie ca aria triunghiului oarecare ABC se noteaza cu S si se calculeaza cu formula
a-h, b-h, c-h
2 2 2

S:
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Ne propunem sa exprimam lungimea razei cercului
inscris 1n triunghiul ABC.

Fie triunghiul ABC si cercul de centru I si raza r Inscris
in acest triunghi. Notam cu M, N si P punctele in care cercul
este tangent la laturile BC, AC respectiv AB.

Rezultd ca IM 1. BC, IN 1L AC, IP L AB.

Atunci avem:

Sapc = Sago + Spoc T Scpa =
_¢crar  br _rlatbto _
=5 T3t = 2 =P

a+b+c

5 (se numeste semiperimetrul triunghiului ABC). Am obtinut formula:

unde p =

- S
TP

Problema rezolvata

In triunghiul ABC se cunosc m(xA) = 60°, b = 8, ¢ = 10. Determinat;i:
a) raza cercului circumscris;

b) inéltimea triunghiului corespunzétoare laturii b;

¢) aria triunghiului;

d) raza cercului inscris.
Rezolvare A
a) a2=b2+c2_2bccosA:>a=2Jﬁ; 8
__a 2321 _ )
R_ZsinA =R= ‘/§:>R_2‘/75
2% B 10 C
. b-h

D) by =csinA=h,=5\3; S = 5t =5=2043;
Dr=3 or= 203 =Sr=343 - 7.

P 9+421

2.4. Calculul lungimilor unor segmente importante din triunghi

2.4.1. Teorema bisectoarei

. Teorema bisectoarei

Fie triunghiul ABC si [AM bisectoarea interioard a unghiului % BAC, unde
M € (BC). Atunci are loc relatia:

AB _ BM

AC ~ MC

230



Aplicatii ale trigonometriei si ale produsului scalar a doi vectori in geometria plana

Demonstratie

A
Construim MP || AB= 4B — PM auand 2 ABM =< MAP A
AC~ PC’ »
si ¥BAM = XAMP = ¥PAM = ¥PMA = PM = AP, deci
AB _ AP « AP _ BM
AC = PC dar din PM || AB mai rezulta PC=MC
B M C
AB _ BM
Prin tranzitivitate obtinem AC - MC

Lungimea bisectoarei interioare a unui triunghi, in functie de lungimile laturilor
triunghiului, este datd de urmaétoarea teorema.

. Teorema

Fie ABC un triunghi cu AB = ¢, AC = b, Bc = a, [AM bisectoarea interioara a
unghiului % BAC, unde M € [BC]. Atunci lungimea bisectoarei [AM verifica relatia:
bc 2 2
MA* = —2¢_[(b + ¢)*-d?]
(b+c)?

Demonstratie
Din teorema bisectoarei avem

A
b_cM b+c_CM+MB _ ac
cTMBT ¢ - MB MBT pac .
C

si analog CM = ba—fc. Scriem teorema lui Stewart pentru
triunghiul ABC si punctul M si apoi inlocuim MB si CM cu B M c
expresiile gasite.

MA?-a=c*-MC+b*>-MB-a-MB-MC&

2. _ 2 ab 2, ac . ab . ac 2 _ _
MA“ -a=c —b+c+b btc ab+c b+c:>MA (b ) [(b+ c)?-d?.

Observatie: Pentru lungimea bisectoarei din A se mai foloseste notatia [,.
Analog se pot duce [ si .

Problema rezolvata

Calculati lungimea bisectoarei [AM, M € [BC] in triunghiul ABC care are
BC=7,AB=4,AC = 6.
Rezolvare

6-4
(6+4)?

Avem MA? = [(6 + 4)%-7%] = MA = 12,24.
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*2.4.2. Teorema medianei

. Teorema medianei

Fie triunghiul ABC 1n care AB = ¢, AC = b, BC = a. Dacd notadm cu my, my, m,
lungimile corespunzatoare laturilor de lungimi a, b, respectiv ¢, atunci au loc egalitatile:

s b2+ @, 2 a®+c? b2, o a®+b* 2
=T g™ KX

m

Demonstratie
Fie M mijlocul laturii (BC) si notdm o. = m(XAMB) = A

= mEEXAMC) = - o.

Aplicam teorema lui Pitagora generalizata 1n triunghiul b
ABM pentru latura AB si in triunghiul AMC pentru latura AC:

2= m? + BM?- 2m,BM cos o N

si b*> = m2 + MC?* - 2m, MC cos (1 — o).

Avem cos (t — o) = —cos o, BM = MC = % . Adunénd cele doua relatii obtinem:

2 2 2 a 2 _ b2 +C Cl2
+b2=2-m?+2% _2m 2 +2m, o = -
C b m, mg, 2 coso mg, ) COSOC & mg 2

Analog se demonstreaza si celelalte relatii.

Probleme rezolvate

1. in triunghiul ABC se cunosc m(xA) = 60°, AB = 7 si AC= 5. Calculati:
a) BC; b) mg; ¢) cos B.

Rezolvare
a) BC=a,a2=b2+62—2bccosA:>a2=72+52—2-7-5-% oa= +39;
2_b*+? d _ 4109 . _ a?+*-b? _ 339
b) mg == P M= S ; cos B = T:mosB— =6

2. Demonstrati cd, daca intr-un triunghi ABC, medianele corespunzatoare varfurilor
B si C sunt perpendiculare, atunci exista relatia 5a* = b* + ¢*.
Rezolvare

Vectorii mediani BB, CC’ se exprimi: BB = BA;B BC cC = CA+CB D).

Cum vectorii BB si CC’ sunt perpendiculari produsul lor scalar este BB’ - CC’' = 0 (2).
Din (1) si (2) obtinem: (BA+BC)(CA +CB) =< (BA+BC)(CA-BC)

& BA-CA-BA-BC +BC-CA-BC =0(3)
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Dar BC- = (BA + AC)? =BA? + AC* + 2BA -AC = AB® + AC*~2BA -CA, de unde
a®=b*+c*-2BA-CA (4
b2 = AC" = (AB+BC)* = AB> + BC* + 2AB BC = ¢* + a®- 2BA-BC , deci
b?=a*+ c*-2BA-BC (5)
= AB" = (AC+CE)® = AC + CB + 2AC-CB = b+ a® + 2BC-CA, deci
*=a*+b*>+2BC-CA (6)
Inlocuind (4), (5) si (6) in (3) obtinem 5a% = b + 2

Probleme propuse

1. Demonstrati ca suma pétratelor lungimilor laturilor unui paralelogram este egala
cu suma patratelor lungimilor diagonalelor.

™~

Demonstrati cd intr-un triunghi dreptunghic fiecare cateta este medie propor-
tionala Intre lungimea ipotenuzei si lungimea proiectiei ei pe ipotenuza (teorema
catetei).

. Demonstrati cé intr-un triunghi dreptunghic inaltimea corespunzatoare unghiului
drept este medie proportionald intre segmentele determinate de ea pe ipotenuza
(teorema Indltimii).

Probleme propuse
w

2.5. Calcul de arii

Ne propunem sid gasim mai multe formule pentru c
calculul ariei unui triunghi.
1. Aria triunghiului este egala cu semiprodusul dintre b a
lungimea unei laturi si Indltimea corespunzatoare ei.
S= a-ha:b-hb:c-hc o) L
2 2 2 A c B
2. Am gasit mai intéi formula
S=pr 2
a+b+c

unde p = este semiperimetrul;

2
r este lungimea razei cercului inscris in triunghi.

3. Construim CD L AB, D € AB, CD = h_si din triunghiul ADC dreptunghic in D rezulta

h. = bsinA. Analog se obtin h, = csin B §i hy, = a sin C care Inlocuite in (1) dau fomulele:

S = acs;nB:abszlnczbcs;nA 3)

233



CAPITOLUL 10

4. Din teorema sinusului

a __ b __c _ asinC _ csinB _ bsinA
sinA sinB sinC sinA ’ sinC ’ sin B
care inlocuite in (3) conduc la:
S = a®sinBsinC _ b*sinAsinC _ c*sinAsinB @
2sin A 2sin B 2sinC
5. Avem -4 =2R=R= & = _abc . _abc __ abc p.
vem sin A = 2sin A 2bcsin A 4(bcsinA) 48 Rezulta
2
_ abe
S= AR (5)
unde R este raza cercului circumscris triunghiului.
b2 +c? —a?

6. Informula cos A = @ (dati de teorema cosinusului) adunim 1 in ambii

2bc
membri si obtinem:

b% + ¢ —a? + 2bc A _ (b+o)?-a?

— 2_ = —_—
1+ cosA= he & 2c0s° 2 5he =
2A _ (a+b+c)(b+tc-a) _  (b+c-a) btc—a _
& cos - 4bc 2bc dar 2
_ b+c+a-2a _ 2p—2a _
2 2 )

s 2A_plp-a) A _ plp-a) . . A _ /(p—b)(p—C),
Rezulta cos 5 =T pe sy = be Sising = m—p

A s s A
tindnd seami ci = e (0, L) avem:

2 2
A_ [(p=b)(p-0)
%27\ pp-a ©
Avem S = M’%A = bc sin % cos % = bc\/p(p—b)(bzc—zc)(p—a)’ adica
S = {p(p-a)(p-b)(p—0) @)

numitd formula lui Heron.

7. Calculam produsul p(p - a)tg% si avem:

T /M - Db p-0) =
PP-tgy =pp-a) S E s Vp(p-a)(p-b)(p-¢) =S.

Am obtinut formula

S=plp- a)tgg ®

Analog se obtin si celelalte formule care depind de b si ¥ B, respectiv c si X C.
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bcsin A

8. In formula S = 5

inlocuind b = 2R sin B si ¢ = 2R sin C se obtine

S = 2R%sin A sin B sin C 9

9. Sa calculam produsul psin% sing sin% .

C [(p-b)(p-0) \/(p—a)(p—c) \/(p—a)(p—b) _

- osin A sinBsin& =
Avem: psin 5 sing sin s pV be s b
_ pp-a)(p-b)(p-c) _ > _ 545 _ S N
abc abc 4 -abc 4R~ Rezulta
_ 4R psin2 sin B sin€
S = 4R - psin 5 sin 5 sin 5 (10)
Probleme rezolvate
1. Calculati aria triunghiului ABC cénd se cunosc:
= :E = @' = = = i
a) a=16,A 4,B 12,b)a 12, b =10, c = 6;
cp=5+ V3,a=1+ «/§,A=%.
Rezolvare
2gin Bsin C 25@@.@
_ a“sinBsinC _ 4 2 _ .
O 5 =323 (V3 + 1);
?«Y
b)S = Jp(p—a)(p—b)(p—c) ,undep = % —p=14=>S=+14.2.4.8=8/14 ;

c)s=p(p—a)tg§ =S8=(5+ @)-4-§:S= @.

2. in triunghiul ABC calculati tg A cunoscand S = 21 si b* + ¢* —a® = 28.

Rezolvare
A 5 [(P=b)(p=0)

2tg =
2 \_ p(p-a) [(p-a(p-0) p(p-a)
A t: A= = = . —
R T2 AT L 0-bp-9 “\ pp-a  pp-0-(p-bp-9
2 p(p-a)
_ 2yp(p-a)(p-b)(p-0) _ 8s _ 48 _ 421 _q
(a+b+c) b+c—a_a+c-b a+b-c 2b% +2¢2 - 242 b2 +c2 — g2 28 )
2 2 2 2
3. Fie triunghiul ABC in care S = R?. Aratati ci are loc egalitatea
sin 2A + sin 2B + sin 2C = 2 si triunghiul nu este obtuzunghic.
Rezolvare
Avem S = % siS = R?= abc = 4R3,dara = 2R sin A, b = 2Rsin B, ¢ = 2R sin C rezulti

2sin A sin B sin C = 1.

235



CAPITOLUL 10

Cum 2 sinA sin B = cos (A—B) —cos (A + B) si sin C = sin [t — (A + B)] = sin (A + B),
iar cos (A + B) = cos (- C) = — cos C putem scrie:
[cos(A-B)-cos(A+B)]sinC=1<cos(A-B)sinC+cosCsinC =1«

< cos(A-B)sin (A + B) + % sin2C =1« %(sin 2A + sin 2B) + %sin 2C = 1, adica

& sin 2A + sin 2B = sin 2C = 2
Presupunem cd A € (%, n) = 2A € (&, 2n) = sin 2A < 0.

Intrucat sin 2b < 1 si sin 2C < 1, atunci sin 2A + sin 2B + sin 2C < 2, ceea ce contrazice

n
2
si C. In concluzie triunghiul ABC nu este obtuzunghic.

egalitatea demonstratd, prin urmare A € (O, ] . Acelasi rationament se poate face pentru B

4. in triunghiul ABC se cunosca = 2(3 + V3) ;b—c=2siB-C= T Rezolvati triunghiul.

6
Rezolvare

Din -4 -_b___¢ a ___b-c a _ b-c

sinA sinB sinC sinA sinB-sinC ZSinAcosé 2cosB+CsinB_C

2 2 2 2

A ___ B+C . A _ 9sinTo A2 _,_n
darsmz—cos 5 ,rezultacosz = —p=¢ DCs 5= =A= 5
Relatiile B + C = 5 siB-C 6 conduc la B 3 siA 6

jardinb = asinBsinA=b =3 + V3 .Analogc =asinCsinA=c=1+ 3.

5. Rezolvati triunghiul ABC in care se cunosc % =2+43 ,A= % sia =4y6-3V3 .

Rezolvare
Scriind a® = b* + ¢* - 2bc cos Ain care b = ¢(2 + V3 ) sicos A = % se obtine
c=4(2- J§)§i apoi b = 4. Utilizdnd formulele b = 2R sinBsic = 2Rsin C =
b-—c _2R(sinB-sinC) _ B+C., B-C _ A  __B-C -
b+c  2R(sinB+sinC) ST BTy Ty (8T » adica
tg M=x/§-i = B-C_T gistemul B_ng conduclaB = /K sic= T
2 J3 2 4 B+C=% 12 ° 12
6. Rezolvati triunghiul ABC cu perimetrul de 18 si in care este verificata relatia:
. A . B.C
1-8sin = sin=sin= = 0.
2 2 2
Rezolvare
inAsinB) siné = (A-B_M-QZ
4(251n251n2) sm2 1< 4|cos 5 cos 5 )51n2 1, dar
C _ E_Q) _ . A+B
sin 3 —cos(2 5 cos =
N A-B . g) . C _ _ 2A-B , .2A-B
Rezulta4(cos 5 sm2 sm2 cos 5 + sin 5 =
2A—B A-B . C . 2C . 2A-B _
& CoS S —4 cos 5 smi + 4 sin 5 + sin = =0
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_ . Cc\? . ,A-B _A-B . A-B " C
= (cos —sm—) +sin“” 2 =0=sin" 2 =0sicos” 2 = 2sinz, adicd
2 2 2
— 1 1< g—l = E 3 = = = E i = = =
A—B§1atunc1sm2—2:>C 3.RezultaA B=C 3 sia b=c=6.
Probleme propuse
2
1. Aritati ci in orice triunghi ABC este adevirati relatia: ——%——— = 25,
’ 7 ctgB-ctgC
2. In triunghiul ABC se cunosc: R = v2,a =2, b = V6. Calculati c 5i S.
3. Aria triunghiului ABC este 153 , iar ¢ = 6 si b = 10. Determinati a.
4. Arétati cd In orice triunghi au loc identitatile:
a) tgé tgﬁ tgg = i; b) a® + b% + ¢ = 4S(ctg A + ctg B + ctg C);
2 °2°2 p?
coszg coszg coszg p2 D) a? cte A 4 b 2 e C = 45
c) 7 + a + c _4RS’)a ctg A+ b ctgB + ¢ ctg C = 4S.

5. Aritati cd dacé aria triunghiului ABC verifici relatia 4S = a’sin 2B, atunci
triunghiul este dreptunghic.

6. Aritati cd In orice triunghi au loc egalitdtile:

2) (a® -b?)sin Asin B
2sin(A - B)
¢) a’ctg A + b2 ctg B + % ctg C = 48.

=S;b) B> +c2-ad tg A = 48S;

7. In triunghiul ABC se cunosca = 13, b = 14, ¢ = 15.
Determinati S, R, r, cos A si sin B.

8. In triunghiul ABC, unghiurile A, B, C, luate in aceasta ordine, sunt in progresie
aritmetici si verifici relatia cos?B = sin A sin C. Determinati masurile unghiurilor
triunghiului.

9. Determinati masurile unghiurilor triunghiului care are laturile proportionale cu
numerele 2, 1 + 3 si V6.
10. Arétati ca dacé intre lungimile laturilor triunghiului ABC si cosinusul a doua

2b—c _cosC

unghiuri existi relatia ==—— =
& 7" 2c—-b cosB

,atunciA = % sauB = C.
11. Demonstrati cd in orice triunghi ABC avem:

cosA+cosB+cosC=1+ %
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CAPITOLUL 10

12.

13.

14.

Probleme propuse

Se noteaza [, [, [, lungimile bisectoarelor triunghiului ABC corespunzétoare

unghiului A, B, respectiv C. Demonstrati ca 1, 1 1 _2P
’ [ sin4 . B . C S
o SiING L sing L. sing

Aratati ca in orice triunghi ABC are loc egalitatea:
(@a+b)cosC+ (b +c)cosA+ (c+a)cosB=a+Db+c.

Aratati ca in orice triugnhi ABC au loc egalitétile:

a’sin(B-C) , b*sin(C-A) , *sin(A-B) _
sin A sin B sinC

a) 0;
a’sin(B-C) | b*sin(C—A) , c*sin(A-B) _
sinB+sinC sinC +sin A sin A +sin B

b)

. Fie ABC un triunghi oarecare. Aratati cd valoarea expresiei

E=sinB (tgg + tg%) + sin C (tg% + tg%) este un numar natural.

Test de evaluare

w

1. Fie vectorii nenuli ¥, = X, +y,j i ¥, = X,1 + Y, , unde xy, Xy, y1, ¥, sunt
numere reale.
a) Arétati cd vectorii V; si ¥, sunt perpendiculari daca si numai daca
X +yy,=0. ~ ~
b) Daca v; =(A+1)i —Aj si V, =(A+2)i +(A+5)j, determinati A € R
astfel incat vectorii V; si V, sa fie perpendiculari.
2. Triunghiul dreptunghic ABC, cu m(xA) = 90°i m(xB) = 30°, se inscrie intr-un
cerc curaza R = 10 cm. Calculati:
a) celdlalt unghi si laturile triunghiului;
b) lungimea medianei din A;
¢) lungimea bisectoarei din A;
d) aria triunghiului.
2bc

. Ardtati cd daca triunghiul ABC este dreptunghic neisoscel atunci tg 2B = — 7
C f—

S

. Aratati ca daca intre elementele unui triunghi exista relatia
cos A + cos B = sin C, atunci triunghiul este dreptunghic.

2, 2_ 2
b’ +c”—a” _ 2 sisinB-sinC = 3. este echilateral.
b+tc-a

5. Aratati cd triunghiul in care 7

6. Aratati cd un triunghi in carea tg A + b tg B = (a + b)tg A; B este isoscel.
7. Aratati cd in orice triunghi are loc relatia b cos B + ¢ cos C = a cos (B — C).

Timp de lucru 120 minute; se acorda 1 punct din oficiu.
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Exercitii si probleme
recapitulative

1. Algebra

1. Cercetati daca existd numere naturale care Impartite la 2n + 2 sd dea restul 2n si
impartite la 2n sa dea restul 2n — 1, unde n este numar natural nenul.

2. a) Determinati n € N pentru care numarul 1! + 2! 4+ 3! + ... + n! este patrat perfect.
b) Aratati ca un produs de 2 numere naturale consecutive nu este patrat perfect.
c) Aratati cd un produs de 3 numere naturale consecutive nu este cub perfect.

3. a) Ardtati cd existd 7 numere naturale consecutive neprime.
b) Arétati ca existd n numere naturale consecutive neprime, oricare ar fi ne N*.

4. Aratati ca urmdtoarele numere sunt prime intre ele:
a)3n+2si4n+3,ne N;b)k-n+k-1sitk+ 1n+k,ne N, ke N*.

n+2
2n+3
n+k
2n+2k-1"°

5. a) Arétati ca fractia este ireductibild, oricare ar fin € N.

b) Aratati ca fractia ne N, k e N* este ireductibila.

6. Determinati n € N astfel incat:

a) \n®+1 e Q; b) yn? +2003 € Q.

7. Determinati x, y € N astfel incat:

a) Vx + 4y = V1960 ; b) Vx + Jy = y2250.

8.2a) Fie k € Q si multimea H = {a + b2 | a,be Q, a® - kb® = 1}. Determinati o
valoare strict pozitiva a lui k astfel Incat pentru orice x, y € H sd avem xy € H.
b) Fie k € Q si multimea H = {a + by3 | a, b € Q, a* - kb*> = 1}. Determinati o
valoare strict pozitiva a lui k astfel incat pentru orice x, y € H sa avem xy € H.
9.a)Fiea, b, c e Rastfel incita + b + ce Q§ia2 +b*+ e qQ.
Demonstrati cd ab + bc + ca € Q.
b) Fiea, b,ce Rastfel incdta + b+ ce Q, a’> +b> + *e Q,® +b* + e Q.
Demonstrati ca abc € Q.

10. Aratati ca V2, V2 +43, V2 ++3 ++5 nu sunt numere rationale.
11.Fie a, b, c € Z astfel incat a® + b% + ¢ sia +b + csedivid cu 7.

Demonstrati ca abc se divide cu 7.

12.Fiex,y e Q*siz = x?,y ,x +y#0. Ardtati cix* + y* + 2> este patratul unui numar rational.

(RMT 2/185)
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CAPITOLUL 11

13. Demonstrati cd oricare ar fi a, b € Z numarul 2[a* + b* + (a + b)*] este pétrat perfect.

14. Aratati cd nu exista x, y, z € R astfel incat vx -1 - @ + Jz+1 = % Gc+y+2z+3).

15. Rezolvati in R ecuatia: vx +y =1 ++z — :% (Cc+y+2).

5_ .5
N . . s -y =31
16. Rezolvati in multimea numerelor reale strict pozitive sistemul Y 4 3 .
xT+yt =17
(GM 11/1988)

17.a) Dacd a, b, c € (0, +<0) astfel Incata + b + ¢ = 1, demonstrati ca:
1 1 1 9
> 2

l+a+b * 1+b+c * l+c+a ~ 5°

b)Dacéd a, b, c € (0, +=) astfel incata + b + ¢ = p, demonstrati ca:
1 " 1 " 1 > 9 )
l+a+b 1+b+c l+c+a ~ 3+2p

18. Demonstrati inegalitatile:
a . b ¢ .3

b+c c+a a+b_2’va’b’6>0'

a)

2 2 2
py &+l b7+l 1 53 G0 p 0.
b+c c¢c+a a+b

a2+p2 b2+p2 C2+p2

> > 0.

©) b+c ct+a a+b 3p, v a,b,c¢>0

19.Fie 0 < a<b <c. Aritati ci: & + byesybyca
b ¢ a a a c

20.2a) Dacaa, b, ce [—%, +oo) astfel incata + b + ¢ = 1, atunci

VAa+1+V4b+1++4c+1 < 21.

b) Dacday,ay, ..., a, € [—%, +z>o) astfel incata; + a, + ... + a, = 1, atunci

Vda, +1+f4a, +1 + ... + J4a, +1 < Jn(n+4) .

21.Demonstrati cd dacd a, b, ¢ € (0,+00) si v¥2005+a ++v2005+b = 242005+ c , atunci
a+b=2c.

22.a)Dacax,y,z € Rastfel Incatx +y + 2= 2sixy + yz + zx = 1 ardtati ca

3]
X,Y,2€ [O, 3]

2
b)Dacd x,y, 2€ Rsia > O astfel Incit x + y + 2 = asixy + yz + 2x = %,

arataticax,y, z € [0, Z?G] .
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24,

Probleme recapitulative

23. Demonstrati inegalitétile:

ab bc ca a+b+c .
a) a+b+b+c+c+a_ 2 »Vab,c>0;
b) ab + bc L_ca a+b+c Vab.c>o0:

ab+1 bc+1 ca+1" 2 ’ ’ ?

ab bc ca a+b+c
< .
) ab+p+bc+p+Ca+P_ 2p vabep=0;
2 2 2
a b C 4
24 B .
D gt paiTes12g @t 2 +2-3),Vab,c>0;

2 2 2
e)a b C

4
4 ~ :
a+p+b+p+C+p_9(2a+2b +2c-3p),Va,b,c,p>0;

f aafbsazb,Va,be (0, +o0);

ab bc ca a+b+c
< oo
a+b b+c+c+a_ 2 » Vb, c€ (0, +e).
ab a+b
< o)
h) T~ 4 ,Va,be (0, +);

. ab bc ca
D 1+ab+1+bcJr

g)

a+b+c .
Trea s 5 ,Va,b,ce (0, +);

b ab Sa+b
m?+ab  4m

K 2ab + 2bc + 2ca Sa+b+C,Va,b,m>0;
m“+ab m“+bc m*+ca 2m
2,12

l)%za;b,Va,be(O,+w);

> va, b)me (O) +OO);

2,12 12,2 2,2
m)a+b b”+c” " +a >a+b+c,Va,b,ce (0, +);
a+b b+c c+a
2,2 2, 2 2, 2
+ + +
n) G vdy dp¥d3 M2a1+a2+...+an,Va1,a2, , a,
a; +a, a,+ag a, +a
Folosind inegalitatea mediilor aratati ca:
1.1 4 1 1 8
—4=> 0):* —_ 4= > o)
a) a+b_a+b’va’b€ (0, +); b) a2+b2_(a+b)2’va’b€ (0, +o0);
n+1
9L+Lls 28 yabe (0 +e)ne N;d) L4l > A v be(+e;
a® b* (a+b)" b a a+b
a b 8
e) —=+—2 ,Va,be (0, +e);
b®> @ (a+b)?

D a N b S 2n+1

T2 ,Va,be (0, +),ne N;
a™t (a+b)"
1,11 9 .

c a+b+c,Va,b,ce(O,+ );
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CAPITOLUL 11

25.

26.

1 1 1 27
h) =+=+= 2>—=2L— Vab,ce (0, +);
a? b> 2 (a+b+c)?
n+l
i) l+L+L23—,Va, b,ce (0, +),ne N;
at bt " (a+b+o)
na,b c5_ 9 o):
i) b2+C2+a2_a+b+c,Va,b,ce (0, +e0);
b, 6 c 27
WL+ 24+ 8> 47 wa b ce (0, +);
p° & @ (a+b+¢)?
n+l
D b’g’l nlil HCH_( 3b )H,Va,b,ce(0,+oo),ne N.
c a a+b+c
2 2 2
a) Demonstrati cd a—+B—ZM,Va,Be R, Vx,y € (0, +0), cu egalitate dacd
x ¥y xX+y
si numai daca % = % . (Titu Andreescu)

b) Demonstrati cd pentru orice a > 1, b > 1 este adevérata inegalitatea:

a? b?

—_ > L

b—1+a—1 > 8. (OM, Rusia, 1992)
¢) Demonstrati ca pentru orice a > %, b > % este adevarata inegalitatea:

2 2
a b
>
2b-1t2p-1 2%
2 2

d) Demonstrati ca: a b 8 Ya,b> %, n>1.

e 4+ Y >9°
nb-1 na-1"pn2°
a) Demonstrati cd pentru orice numere reale o, 8, y si pentru orice numere reale

o? ﬁ+ﬁ> (o+B+7)*

strict pozitive x, y, z are loc inegalitatea: ~* , Cu egalitate

Z xX+y+z
dacé si numai daca % = % = % . (Inegalitatea Cauchy-Schwarz)
2 2 2
b) Demonstrati ca: + b ¢ >at b+c ,Va,b,c>0.
’ a+b b+c c+a 2
2 2 2
¢) Demonstrati ca: + b - _>at btc ,Va,b,c>0.
7 b+c c+a a+b 2
2 2 2
- b C a+b+c
d) Demonstrati c: =% + + > ,Va,b,c>0.
) 7 2a+b 2b+c 2c+a 3
2 2 2
¢) Demonstrati cd: — 2+ + b c >4 +b+c ,Va,b,c>0.
’ na+b nb+c nc+a n+1
2 2 2
f) Demonstrati ca: b < >atbtc ,Va,b,c>0.

a
2a+3b 2b+3c 2c+3a- 5
2 b2 c? >a+b+c

+ + > ,Va,b,c,n,m>0.
na+mb nb+mc nc+ma n+m

¢) Demonstrati ca:
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Probleme recapitulative

27.

28.

29.
30.

31

32.

33.

34.
35.

36.

Fie multimea E = {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} si submultimile sale A = {1, 2, 3,4, 5, 6} si
B=1{4,5,6,7,8,9}. Determinati submultimea X a lui E astfel incat (A\X) U X\ A) = E.

Notéand partea fractionard a numarului real x cu [x] aratati ca:

AD[VIT+[V2]1+...4+[¥99]1=1-34+2-54+3-74+4-9+5-11+6-13 +
+7-15+8-17 +9-19 = 615;

D) [VI1+ [V21+ ... + [\/n2+2n] =§n:k(2k+1) = W,Vne N*;
k=1

c) [«ln2+n+1] =n,Vne N¥; d) [(«/E+x/n+1)2] =4n+1,Vne N;
e) [(«/E—«/n+1)2]=0,Vne N;
N Jn+l - ¥n < S S Jn —Jn-1,V ne N* si calculati partea Intreaga a

2Vn
numaruluia =1 + i+i + ...+ 1 .
V23 V2005

Determinatim € R astfel incit ecuatia |x—2| + m(x—1) = 2 sd admit o singuré solutie.
Fief(x) = |[x-2| - |x—-4]| - |2x- 6|, unde 2<x < 8.
Calculati suma dintre cea mai mare si cea mai micd valoare a lui f(x).

. Determinati numaérul perechilor Intregi cu componente pozitive care verificd ecuatia

P +y =3

a) Fiea, b, c e [0, +) astfel incAita + b + c = 1.
Aritati cd 1 < va ++b ++c < V3. Cand are loc egalitatea?
b) Fie a;, a,, ..., a, 2 0 astfel incata; + a, + ... + a, = 1.
Aratatical< \/a +Ja, + ..+ Ja, <+n.Cand are loc egalitatea?
Arataticddacax>1siy>1, atuncix\/)?l +yJx-1 <xy.
Fie a, b € R astfel incAt a + b = 2c. Aritati ci a* + b* > 2¢*,
a) Aratati cd dacad x siy € R astfel incat |x| <1si |y| <1, atunci
N +\/1—y2 < \/4—(x+y)2 .
b) Arédtati ca daca x siy € R astfel incat |x| <asi |y| <a, a > 0, atunci

\/a2 -x* + \/a2 -y? S\/4a2 —(x+y)*.
c) Arédtati cd daca x, y € R astfel incat |x| <asi |y| £b,a,b e (0, +e),

atunci \/a2 —x? +\/b2 —y2 < \/(a+b)2 —(x+y)2 .

a) Dacd x,y € R astfel incat |x—1| <2si |y - 3| <4, atunci-2 <x + y < 10.

b) Dacd x,y € R astfel incat [x—a| <2si [y-b| <4, undeaq, b € R,
atuncia + b-6<x+y <a+b+6.

c) Dacd x,y € R astfel incat |[x—a| <csi [y—b| <d,undea,be Rsic,de (0, +e),
atuncia + b-c-d<x+y<a+b+c+d.
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37.

38.

39.

40.

41.

Ardtati ca pentru x € R are loc inegalitatea:
X 1
a) <=; b ‘ ,Va>o.
x*+1 2 x*+a? =2
< oA | x+y
a) Dacd x, y € R astfel incat |x| <1, |y| £ 1, atunci <1
1+ xy
b) Dacéd x, y, a € R astfel incat |x| <a, |y| £a, a > 0, atunci 2+y < 1.
a® +xy a
< oA | x-y
c) Daca x, y, a € R astfel incét |x| < 1, |y| < 1, atunci - <1.
< N . +y 1
d) Dacéd x, y, a € R astfel incét |x| < a,|y|< a, a > 0, atunci 5 < =.
a® —xy a
e) Dacd x, y,a € Rastfel incat |x| <1, |y| <1, |a|] <1, atunci x+y+al+x) <
1+xy+alx+y)

Rezolvati inecuatiile:
a) [x-1]<€2; b) [x-1|<aq,a>0; ¢) |[x-a|£2,ae R;
d) |[x-a|<b,ae R,b>0; e) |x-1|22; f) |[x-1|=a,a > 0;
2) |x-a|=22,ae R; h) |x—a|=2b,ae R,b>0; i) |[x-1| < |x-2];
Dlx-a|] < |x=-2],a<2; k) |x—a| < |x=b|,a<b; 1) |x=-1] + |[x-2|>3;
m) |[x-a| + |x-2| >a+2,0<a<2;n)|x-a| +|x-b|<a+b,0<a<b;
o) |[x=1| + |[x=2| + |x=-3|> 6;
p)lx-al + |x=b| + |x-c|>a+b+c,0<a<b<c<2a+2b
Rezolvati ecuatiile:
a) [x=2|-|x+3| =|x+1|-|x+6]|; b) [x-1| =3|x+ 1] = 6;
o) |x=2|-3|x+ 2| =12; d) |x-a| -3|x+ a| = 6a,a > 0;
e) x| + |x=1]=1; 0 |x| + |x-a| =a,a>0;2) |[x-1| + |x+ 1| =2;
h) |x—a| + |[x+a| =2a,a>0; 1) |x| + [x=1]| + |x-2] =3;
Dodxl + |x=1 + |x=2] =35 ) |x| + |x-a| + |x-2a| =3a,a > 0;
k) |x| + |x-a|] + |x-b] =a+b,0<a<bs2a.
Rezolvati ecuatiile in multimea numerelor reale:
a) * + 12 =2(£—g) +5; b X +ﬂ = 10(£—£);
X 3 x2 3 x
) (4x + 3)*(2x + Dx + 1) = 75; d) Bx - 1)(4x-1)(6x-1)(12x - 1) = 5;
e) (x+ 2)(x+ 3 - (x-5) =44; 1) (x +2)* + (x + 6)* = 194;
D O+FDE+ D +6)x+8) =x+2>+x+49*+ x+6°+ x+8>+5;
(GM 8/1977)
h) c—=Dx-2)x=5)(x-6) = 12; 1) (x=1)(x-2)(¢c + 4)(x+ 5) = -8;
D+ +1+ (x+2%+ (c+3°=0; b (x+ D*+ (x + D* =125
1 1

Dx+)*+Gx+a+2*=12,ae R; m) 5 +— =1
X°—4x+3 2x°-8x+7
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Probleme recapitulative

42.

43.

a4,

45.

46.

47.

n) (x—l)4+(x+5) = 16; 0) (x—§)4+(x+5?a) = 16a*, a € R¥;

3 3
2 a®+a 2 1
p)x2+x=2—;r)x2+x=2—,ae R; s) (x-1) + 5 = 3;
xX“+x+1 xXx“+x+1 X° —2x
2 2
2 a — _x = M
) (x—a)® + Z oo =da? +a+ 1l,ae R; u)( +1) + (x—l) 2;
x V x V
0 (F) ) —ea-veer
Rezolvati ecuatiile irationale:

) V6-—x + Jld+x =6; b) Yx+14-8/x—2 +yx+23-10yx—2 = 3;
) «/x—a+«/b—x+a—;b =x,a<b; d) yx+3—4Vx—1+yx+8—6vx—1 = 1;

e) Vx—1+2-x =1; O \/x2—1+\/x2+1:\/2x2—4x; g) V3x—-2++2x-1 =2;
h) Vx—a+vb—-x=+vb—a,a<bh; i) \x—1+Jx+2+Jx+7 =6;

) V50-x+Vx+15 =9; k) yx—a+Vx+a+1 = |a| + |a+ 1|,ae R;

) Ja+bx + Jc+dx = Ja+c+bx+dx,a,b,c,de R;

m)«/Sx +2x+9 = 4x% + 3x - 3; n) Vx+2 +V4- x? -2;
0) \/x+2«/x—1 + \/x—2\/x—1 =2 (Bac1998); p) x = ——

(GM 9/ 1995).
\/1— \/1+X

a) Rezolvati ecuatia Jx+497-x =5.

b) Rezolvati inecuatia Jx +497 —x >5.

Rezolvati ecuatiile:

a)x% + x4+ 12Jx+1 =36; b) xX* + a’ + 12am =36,a € R;
)%+ a®x + 2abx+a® = b2, a,be R; d) Vx+1+Vx+4 +Jx+9 =6;

e) Vx+1+Vx+4 +Jx+9 + ..+ Vx+n? = w,ne N*.

Fiea, b, c € Rastfel Incata + b + ¢ = 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:

xX+y+z

Vx—a + Jy-b+ Jz-c = 5

Rezolvati in R ecuatiile:

x x-1_5, Jx x-1_5
a),/x_1+,} p —Z,b) —x—1+ K 2

Rezolvati in R ecuatia vx —a +vb—x = 2(b—a) + (2x—a-b)? undea <b.
(GM 8/1989)
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48.

49.

50.

51

52.

53.

54.

55.

56.

57.
58.

59.

60.

Rezolvati ecuatiile:
x+1]_x-1, x+3|_x+1, x+5]_ x+8. x+9|_x+14
a)[3]‘2’b)[4}‘3’@[2]‘ 3 ’d)[4]‘ 5
x+1|_ x-1. x+2|_ x-2. 2x+1]_ 3x-1. 3x+1]|_4x-1.
e)[ }‘3’0[3]‘4’?’)[3 ]‘ 2 ’h)[4}‘ 3
~|lx+2n+1]_ x+2n-1 L[ x+4n+1] x+6n+2 .
l)[ n+3 ]_ n+2 ’”ENﬁxat’~’)[ 2n ]_ on+1 e Niixat
k) [x+n] X—N 4e N fixat; 1) [nx+1:|:(n+1)x—1 n e N* fixat.
n+1 n+2’ n+1 n ’
2 _
Determinati cardinalul multimii M = {nz +2 n=1, 100}.
n“+2n

FieA={xe R |3*+mx-22=0},B={xe R |x*-(m+ 4)x + 14 =0} si
M={meR | An B= @}. Determinati S = Z m.

meM

2x+1
(Admitere Facultatea de Matematicd, 1984)
Determinati m € R stiind ci ecuatiile x* + x + m = 0 si x> + x — m = 0 au acelasi
numdr de radécini reale.
Fie multimile A = {x € R | ax* - (3a - 4)x — 6(a — 1) = 0} si
B={xe R|bx*-bx+ 6(b-1) = 0}.
Determinati a, b € R astfel incat multimea A N B sd aiba exact 2 elemente.

3
. Determinati multimea A = {x € Z‘ X -3x+2, Z}.

Fiea, b, c € R. Aratati cd ecuatia ych-fz + )CC-H; + i"'? = 3 are toate radacinile reale.

3
FieA = {xe Z Me Z} Determinati S = )’ x .
5x* -3x+1

xeA

(RMT 2/1984)

Determinati multimea A = {xe N ‘ w Z}

x? —4x+5
Aritati ci ecuatia 2x* — (m—2)x + 3m—1 = 0, m € R nu poate avea ambele ridcini intregi.

Determinati numaérul elementelor multimii

2 _
A= {xneR x, =“;—”+4,n=1,100}.
n“+1
2
Determinati parametrul real m astfel incat -3 < x2+—mx—12 <2,VxeR
XT—-x+

Folosind metoda inductiei matematice demonstrati egalitatile:
a)1+3+45+..+2n-1=n%*neN¥%

2
MD12+32+52+ .. +@2n-12= w

)PP +3+5 + ..+ @2n-1)=n*@2n*-1),ne N¥

,he N¥;
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Probleme recapitulative

61.

62.

63.

d)2+4+6+..+2n=nn+1),ne N¥

2n(n+1)(2n+1)

)22+ 42 +6%+...+ (2n)? = ne N¥;

3
D22 +42+6%+ ...+ (2n)° =2n’(n + 1% ne N¥;
©1-2+23+..+n@m+1)= —”(””%(”*D,ne N¥;
112342344 .. +n0+1)n+2) = ”(””)(”:2)(”*3),% N*;
D1-1+20 2+31-3+..+nl-n=m+1)!-1,ne N
1 l 2 i 7”1 = _—1 *e
TR TR TR e s Tl o s TRRLS AN
o D@4t _q.5.5. . (2n-1),ne N*.

2

Folosind metoda inductiei matematice demonstrati inegalitatile:
a)2">2n+1,neN; b)2">2n+1,n=23; 0)2">3n+ 1,n=4;
d)2">4n+1,n25; e)2">n%n>5; N2">n’-1,ne N; g)2"2n*+7,n>5;
M2">n®n210; )2"2n® +24,n>10; H3""' >3 +2n+1,neN;

2 2
k)B"Z% +0,n23: )22 >8n-1,n>1;

m) (1 +a)"21 + na,a=1,ne N (inegalitatea Bernoulli);
% 22;1 < «/anﬁ’nzh 0) % . g jg;i < \/E,nzl;
P) %'%'"'23—11

2 n}Ll nﬁlLZ T ﬁ 2nlﬁ’

Folosind metoda inductiei matematice demonstrati relatiile de divizibilitate:

)3 +2n-1) 4, neN; b)@"+6n-1):9,neN;

O+ D"+pp-Dn-1]:p% neN,pe N; d) (10"-9n-1) : 81, ne N;
e) 11"-10n-1) : 100, ne N; O [(p + D"-pn—-1] : pz,pe N,ne N;

g (®+11n) : 6, ne N; h) (16"-9n-7) : 84, ne N*;

D@2 +5>" Y 121 ne N; j) (32 +40n-27) 1 64, ne N;
Dn+Dm+2)..(n+m]:2% ne N* 1) (31 +3-5") 17, ne N;

m) (2-7"+3-5"1-1):8 neN*; n) (13" +6-3"+5): 24, ne N.

Fie familia de functii de gradul al doilea f;,(x) = mx? + 2(m + n)x + m + 2n, unde
m € R* este variabil sin € R este fixat.

a) Arétati ca varfurile parabolelor asociate acestor functii se gasesc pe o dreapta.

b) Fie A, B punctele de intersectie ale unuei parabole oarecare cu axax’x si F proiectia

varfului V al parabolei pe x'x. Arédtati cd oricare ar fi m, 2VF = |n|AB.
c) Aratati cd toate parabolele familiei trec printr-un punct fix.

n)

> 2n,n2>1;

n e N*,

<3 _
4
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CAPITOLUL 11

64.

65.

66.

67.

68.
69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

Fie familia de functii de gradul al doilea:
fm®) = (m? + 2)x%* - 2(m? + Dx + mz, unde m € R.

Arétati ca toate parabolele familiei trec printr-un punct fix.

Fie familia de functii de gradul al doilea:

fnn®) = m?> +n2 + Dx*-2m?> + Dx + m®>-n?2 + 1, unde m, n € R.
Arétati ca toate parabolele familiei trec printr-un punct fix.

Determinati functiile de gradul al doilea astfel incat punctele A(-1, 3), B(3, 3) apartin
graficului si are un minim in punctul x = 1.

Fie familia de functii de gradul al doilea: f,,(x) = mc2-(2m-Dx +m-1, me R*.
Determinati m astfel incét varfurile parabolelor asociate acestor functii s se géseasca
pe prima bisectoare.

2
Determinati m € R daca xz——mx-i-Z >-1, (M xe R
x“-3x+6

Determinati m € R astfel incat ecuatia 4+ (1 -m)x®—x* - (m+ 1)x-—m = 0si aiba
toate radacinile reale.

Fief:R - R, f(x) = x> + mx + m? unde m € R este fixat.
. 3m?
a) Demonstrati ca f(x) = 4 VxeR.

b) Rezolvati ecuatia (f o f)(x) = 3mf(x) si determinati m € R astfel incat ecuatia sa
aiba radicinile reale.

c) Determinati o valoare a € R \ Q astfel incat f(a) € N, unde m € Z.

Determinati valorile parametrului real m astfel incat ambele rddacini ale ecuatiei

x* - 2mx -1 = 0 si fie reale si cuprinse in intervalul [-2, 2].

Se considera ecuatiile o +bx+c=0,bx>+cx+a=0,c +ax + b =0, unde

a, b, c € R*. Aratati cd daca ecuatiile au radacini reale, atunci a, b, c au acelasi semn.

Se considera ecuatiile o +bx+c=0,b%+cx+a=0,cx>+ax+b=0,undeaq,b,

c € R*. Demonstrati cd daca ecuatiile au o rddacind comuna, atunciab + bc + ca < 0.

Determinati m € R astfel incat radécinile ecuatiei

(m-1Dx*-2m-1)x+m=0sa apartind intervalului (0, 2).

Fie ecuatia x* — (m* - 2)x + 1 = 0, m > V2 avand radicinile x;, x,.

Calculati X3 + x5 .

a)Fief: R > R, f(x) = x—a)® + (x-b)? + (x—c)z, undea, b, ce R.

a+b+c

3
b) Fief: R - R, f(x) = (x—a)* + (x—a,)* + ... + (x—a,)? unde a,, a,, ..., a, € R.

Demonstrati cd: f(x) = f ( ), Vxe R.

Demonstrati ca: f(x) > f

+ +...+
(%) Vxe R (OM 1994)

a) Determinati f: R — R astfel incat f(x-3) + 1 <x<f(x) -2,Vxe R.

b) Determinati f: R — R astfel incat f(x—a-1) + 1 <x<f(x) —a, Vxe R.
c) Determinati f: R — R astfel incat f(ax + b) <ax <f(ax) + b, Vx e R.
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Probleme recapitulative

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84,

85.

86.

87.

88.

89.

920.

921.

a) Rezolvati in R ecuatia (x — D3+ (x-2)°2=09.
b) Rezolvati in R ecuatia (x — A+ x-b2=a®+1b%abeR.

Fief: R R, f00) = - —X—,a>0. Aritati ca f®) = [-1, L|.
x*+ax+a a’ 3a
Fief:R—)R,f(x)=%,a>O.
X" —ax+a

Aratati ca imaginea functiei f este Im f = [—%, %] .

Aratati ca nu exista functii f : R — R astfel Incat:

a) fG) + f(=x) =2x+ 3,Vxe R;

b) f) + f(<x) = ax + b, Vxe R, unde a € R*, b € R sunt fixate;

Af) +fA-x)=2x+1,Vxe R;

d) fG) + f(1 —-x) = ax + b, Vxe R, unde a € R*sib e R sunt fixate;

e)f(=x) + flx-1) =3x+2,Vxe R;

Dfl=) +fx-1) =ax +b,Vxe R,undea € R*sib e R sunt fixate.
Determinati functia de gradul al doilea f : R — R, f(x) = ax* + bx + c care admite
pentru x = m un maxim egal cu m(7 + m) si trece prin punctul A(1, 9m — 1).
Aritati ca daci ecuatiile x* — mx + n = 0 si x* — (m + n)x + mn = 0 au o singura
raddcind comund, atunci m = n + 1 si rddacina comund este x, = n.

Daca 2(b; + by) = aja,, unde ay, a,, b, b, € R, atunci cel putin una dintre ecuatiile
x* + a;x + by = 0six* + a,x + b, = 0 are radicini reale.

a) Fiex,y, 2, a € R astfel incatx + 2y + 3z = a. S& se afle a stiind ca minimul sumei
X +y2 + 2% este 14.

b) Fie xy, Xy, ..., X,;, a € R astfel incatx; + 2x, + ... + nx, = a. Sa se afle a astfel incat

minimul sumei x? +x3 +...+ x> si fie w .
Gasiti o relatie independentd de m intre rdd4cinile x; si x, ale ecuatiei
(m+ 6)x*-4mx + m+1=0,me R\{-6}.
Fie ecua;iﬂex2 +@+b-0)x-2ab=0,x*+ (b +c-a)-2bc =0,
X+ (@+c-bx-2ac=0,ab,ce R.
Aratati ca cel putin una dintre ecuatii are rddacinile reale.
Fie ecua‘;iile:x2 + (@-b+c)x-2ab=0,x*+ (b-c+ a) -2bc =0,
X+ (c-a+Dbx-2ac=0,a,b,ce R.
Aratati ca cel putin una dintre ecuatii are rddacinile reale.
Determinati m, n € R astfel incat ecuatiile (m - x>+ m+n-Dx+4=0 si
(m + n)x*> + (2m + 3n—3)x + 8 = 0 sd aibi aceleasi radacini.
Determinati m € R astfel incat rddacinile x; si x, ale ecuatiei
. e XX

x*—2(m-1)x-2m + 1 = 0, si verifice relatia: —;+—§ >1,. 1

X3 x; X1 X2
Determinati minimul functieif: R - R, f(x) = |[x—a| + |x-b|,a,be R,a <b.
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CAPITOLUL 11

92. Se considera functiile f, g: R - R, f(x) = mx?-2(m + 2)x-1, g0 = X —2x + m.
Determinatim € R astfel incat graficele celor doué functii sd aiba 2 puncte comune distincte.
93. Fie ecuatiile (m + 3)x* + (m + 2)x + m-2=0si mx*+ (m + I)x + m—-1= 0,
m € R. Determinati m € R pentru care cele doua ecuatii au o rddacind comuna.
94. Arétati cd numarul elementelor multimii
{6, e ZxZ| 2(x? +y2) + 5xy = 14} este egal cu 8.

95. Determinati m € R astfel incat ecuatia 2 | x | -2x = 5m—x are trei radécini distincte.

96. Fie functiaf: (0, +°) — R cu proprietatea f(x) + f(y) = Zf( fiyy ), Vx,ye€ (0, +).

. _ 3xyz -
Demonstrati ca f(x) + f(y) + f(z) = Bf(—xy Tyziax ), Vx,Yy,z€ (0, +o). (OM, 1994)

97.Demonstrati cd functia f: R — R \ {0, 1} cu proprietatea f(x + 1) = %f(x) ,
V x € R, este periodica.

98. Determinati functiile f: R — R care au proprietatea f(a + x) —f(a—x) = 4ax, Vx € R,
unde a € R este fixat.

99. Fie functia f : R — [5, 10] cu proprietatea ca

flc+2) =5+ {10f(x)— fz(x) . Arétati cé f este periodica.

100.Fiea > 0, b > Osi functia f : R — [a, 2a] care verifica relatia
flx + b) =a+ 2af(x) —fz(x) , V x € R. Aratati ca f este periodica.

x? —5x+4
x* -4
102.Demonstrati ca oricare ar fi numerele reale pozitive a, b, ¢, x are loc inegalitatea:

(@® + bx + )(ex® +bx+a)>(a+ b+ o)>2
103.Determinati m € R astfel incat imaginea functieif: R —» R,

101.Rezolvati inecuatia <1 (Bacalaureat 1998)

fo0) = w si fie Imf = [-3, 2].
x“=x+1
104.Fie A multimea tuturor functiilor f : R — R care satisfac relatia
ab[f(xy) + fOx2)] — a®f)f(yz) 2 b% V x, y, z € R, unde a, b sunt numere fixate din
intervalul (0, +eo). Determinati numarul de elemente ale multimii A.
x®+mx+1
x2rx+1
106. Determinati functia de gradul al doilea f : R — R care satisface conditia:
(Fo P = 4f(*) - 4f() + 1, Vxe R.
107.Determinati functiile f : R — R pentru care f(ax + b) < ax<f(ax) + b, Vx € R, unde
a si b sunt numere reale date. (RMT 1/1961)

105. Determinati m € R astfel incat <3,VxeR
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Probleme recapitulative

108. Determinati multimea valorilor functieif: R - R, f(x) = (x-1)(x-2) (3 -x) (4 —x).

109.Fie functia f : R — R o functie datd si a € R fixat. Determinati functia f: R > R
care verifica relatia 2f(x - a) + 3fla—x) = gx), Vx e R.

x* —5x+6

(x-1)°

111.Fie f : R — R, f(x) = distanta de la x la cel mai apropiat punct din intervalul
[1, 2]. Reprezentati grafic functia f o f.

112.Determinati m € R astfel incat ecuatiile 2x* — (3m + 1)x + 12 = 0 si
4x% — (9m + 2)x + 36 = 0 si admita o radicind comuna.

110.Determinati imaginea functiei f: R\ {1} > R, f(x) =

113. Determinati m € R astfel incat ecuatia mx?* — 2(m — 2)x — m — 10 = 0 si aiba doua
radacini reale de semne contrare. (Bacalaureat, 1998)
X +r(m+Dx+m+2

X +x+m
strict pozitiva pentru orice x real. (Bacalalureat, 1998)

114.Determinati m € R astfel incat E(x) =

sa aiba sens si s fie

115. Determinati numerele naturale a si b astfel incét ecuatia
116. Determinati conditia necesara si suficienta pentru ca

a+b+c
3
117.Daci x, si x, sunt radacinile ecuatiei 3x* + 5x — 3 = 0, calculati expresia

a® + bx +c< 0% +x+1),Vxe R, undea, b, ce R.

£ 10x7 +3x, +5 N 10x2 +3x, +5

x12 +1 xg +1
118.Se considera functia f : R — R, f(x) = (m — 2)x* — 2mx + 2m — 3, m € R \ {2}.
Determinati m € R astfel incat f(x) <0, V x € R. (Bacalalureat, 1998)
119. Rezolvati ecuatia: + b _ 2,a,beR. (GM 12 / 1984)
’ T x-b x-a

120.Fie ecuatia ¥+ (5-m)x + 5-m? = 0 cu radicinile X7 §iXy.
a) Arétati cd x;, x, € R, V m € R. b) Determinati m € R astfel incat % + fc—z < 0.
2 1
121.a) Fie functia f : R — R cu proprietatea f(f(x)) = 2x% — 3x + 2,Vxe R.
Calculati f(1).
b) Fie functia f: R — R cu proprietatea f(f(x)) = ax?® - Ra-1)x+a, Vxe R,
unde a € R* este fixat. Calculati f(1).
122.2) Fie functiaf: R — R cu proprietatea (fo f)(x) = x*—3x + 4, V x € R. Calculati f(2).
b) Fie functia f: R — R cu proprietatea (fo f) (x) = - (2a-1Dx + a? Vxe R, unde
a € R, fixat. Calculati f(a).
123.a) Fie functia f : R — R cu proprietatea f(f(x)) = 2x -1, V x € R. Calculati f(1).
b) Fie functia f : R — R cu proprietatea f(f(x)) = ax —a + 1, Vx e R, unde
a € (1, +o0) este fixat. Calculati f(1).
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CAPITOLUL 11

124.Rezolvati In multimea numerelor reale sistemele:

2 2 _ 2 _ 3 3 _
2) {x+y+xy 29 b) {x +xy+y =75, o {x +x_y—10,d) {x +y° =9 |

X+y—-XxXy= -11° x> —xy+y*=25" y2+xy=15" x° -y =31’
3,.3_ 3,13 2 2 _
x> +y = 'f) x5+y5_a5+b5,a be R ¢ 3(x +12)(y +12)—20xy;
x° —y° =33 x> -y’ =a’-b 3(x+D*(y+ D =64xy
— 2 = 2— =
h) (x +12)(y +12)—5xy - X +}2/_a,aeR; ) x2 3y=9 :
(x+1D*(y+1) =18xy xX+y“=a y —4x=11
2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 12
K (x—y+1)2—z 92;1 (x y+1)2 22 k 2,k>0;
(x+y-1)"=92-32 (x+y-a) =k“z—kz
xX+y+z=4 X+y+z=2 x+y*+22=3
m) ;) 9 ;0 .
Xy+yz+ax+z=7 2xy —z° =4 Xy +yz+zx =3
[
2. Geometrie si trigonometrie
1.Fie d o dreaptd pe care se fixeazd n puncte echidistante A;, A,, ..., A, n = 2.

Se noteazd cu M mijlocul segmentului [A;A,]. Aratati cd pentru orice punct P din
plan, exterior dreptei d are loc egalitatea: PA, + PA, +...+ PA, =nPM .
2.Fie P un punct interior triunghiului echilateral de centru O. Dacé P,, P,, P, sunt
proiectiile lui P pe laturile triunghiului, s se arate ci: PP + PP, + PP, = %I?O .
3. a) Dacéa diametrul [MN] al cercului C (O, R) se roteste in jurul centrului O si punctul
A este fix, aritati ci produsul AM - AN este constant.
b) O secantd variabila dusa prin punctul A taie un cerc in B si C. Aratati ca produsul
AB-AC este constant. (Constanta se numeste puterea punctului A fata de cerc.)
4. a) Daci I este mijlocul segmentului [AB] si M un punct oarecare, atunci
MA? -MB* = 2IM - AB.
b) Aflati locul geometric al punctelor M pentru care diferenta patratelor distantelor
la doua puncte date este constanta.
c) Determinati locul geometric al punctelor care au aceeasi putere fatd de doua
cercuri date. (Acest loc geometric se numeste axa radicala a celor doua cercuri.)
5. Aratati ca intr-un patrulater oarecare ABCD are loc egalitatea
AC-BD = AB-CD + BC-AD.
6. Printr-un punct fix P, interior unui cerc, se duc doud coarde variabile AB si CD, AB L CD.
Demonstrati ca:
a) PA+PB+PC+PD = const.; b) AD-CB+ AC-BD = 0;¢) A—B2 +@2 = const.
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Probleme recapitulative

7.

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) Determinati locul geometric al punctelor M cu proprietatea MA* + MB? = k

(k constant), unde A si B sunt puncte date.
b) Determinati locul geometric al punctelor M cu proprietatea

MA? + MB? + MC? = k (k constant), unde A, B, C sunt puncte date necoliniare.
Daca [AD este bisectoarea unghiului A al triunghiului ABC, D € (BC), aratati ca:
AD*=b-c- BD-DC.
Fie [AB] si [CD] doud coarde perpendiculare ale unui cerc cu centrul in O, care se
intersecteazi in P. Aritati ci PA+PB+PC+PD = 2PO.

Fie O punctul de intersectie a diagonalelor unui patrulater ABCD.

Sa se arate cd ABCD este paralelogram dacé si numai dacd pentru orice punct M are
loc egalitatea: MA + MB + MC + MD = 4MO .

Fie M, N, P mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB] ale triunghiului ABC. Aratati ca:

a) AM+BN +CP = 0 b) GA+GB+GC = O

¢) GM +GN +GP =0, unde G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

Se considera triunghiurile ABC si A’B’C’ avand centrele de greutate G si G'.

Aritati cd AA’+ BB’ +CC’ = 3GG’ . Determinati o conditie necesari si suficienti ca
doua triunghiuri sa aiba acelasi centru de greutate.

Pe laturile [AB], [BC], [CA] ale triunghiului ABC se considera punctele M, N si P astfel
incat: M = @ BC . Aratati ca triunghiurile ABC si MNP au acelasi centru de greutate.
MB NC PA

Fie M, N mijloacele diagonalelor [AC], [BD] ale patrulaterului convex ABCD si P mijlocul
segmentului [MN]. Determinati coordonatele punctului P in functie de coordonatele
vérfurilor A, B, C, D.

Pentru M € (AB) sa se arate cd urmdtoarele propozitii sunt echivalente:

a) M este mijlocul segmentului [AB].

b) MA+MB=0.

¢) Existd P € P astfel incat PA + PB = 2PM , unde P este planul real.

d) Pentru orice X € P are loc egalitatea XA + XB = 2XM .

Sd se arate cd urmatoarele propozitii sunt echivalente:

a) ABCD este paralelogram. b) AB=DC. c¢) AD =BC.

d) Existd P e P astfel incAt PA+ PC = PB+PD .

e) Pentru orice x € P are loc egalitatea XA + XC = XB+ XD .
f) Dacd O € AC N BD, atunci OA+OC = OB+0D.

Sd se arate cd urmatoarele propozitii sunt echivalente:

a) G este centrul de greutate al triunghiului ABC.

b) GA+GB+GC =0.

¢) Pentru orice x € P, XA+ XB + XC = 3XG .
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

Fie triunghiul ABC si punctele D € (BC), E € (CA), F € (AB) astfel incat BD =mBC,
CE =nCA, E:pﬁ,undem,n,pe (0, 1).

Sa se arate cd urmatoarele propozitii sunt echivalente:

a) Triunghiurile ABC si DEF au acelasi centru de greutate.

b) AD+BE+CF=0.c)m=n = p.

Pe laturile AB, BC, CD, DE, EF, FA ale unui hexagon regulat ABCDEF se considera
punctele M, N, P, Q, R, S astfel incat BN = NCsi ER = RF. Demonstrati cd dreapta care

uneste centrele de greutate ale triunghiurior MNP si QRS este perpendiculard pe AD
daci si numai dacd AM + DQ = AS + DP. (Concurs ,,Cezar Ivdnescu®, 2002, Cristinel Mortici)

Se considera in plan un patrulater ABCD si punctele E € (AB), F € (BC), G € (CD) si

incar AE _ BF _CG _DH
H e (DA) astfel incét B -FC-GD - HA

(AO), (BD), (EG), (FH). Sa se demonstreze cad PM - QM = PN - QN.

= k. Fie M, N, P, Q mijloacele segmentelor

Fie ABCD un pétrat de latura 1 si M € (AB), N € (BC) astfel incét % =7, % =
2. Notdm cu P intersectia dreptelor CM si DN.

a) Arétati cd 13AP = 12AB + 5AD.

b) Sa se calculeze AP. (OM 2002, Bucuresti, L. Panaitopol)

Fie A, B, C, D patru puncte pe o dreapta d. determinati pe d un punct M astfel incat:
|AM || - | BM || = k- ||CM || - || DM ||, unde k este dat. (relatia lui Apollonius)
Fie M un punct in planul dreptunghiului ABCD. Arétati ca:
a) W+W:W+m; b) mz +W2 =m2+m2; ¢) MA-MC =MB-MD .
Fie M, N, P mijloacele segmentelor [BC], [CA], [AB]. Arétati ca: AM + BN +CP = 0.
Fie A, B, C trei puncte necoliniare si fie punctele A’, B’, C" astfel incat BA'=k-BC,
CB =k-CA, AC’=k-AB, k #0. Aratati ca pentru orice punct M din planul punctelor
A, B, C avem: MA’+ MB’ + MC’ = MA + MB + MC si deduceti ca triunghiurile ABC si
A’C’B’ au acelasi centru de grutate. (relatia lui Pappus)
Fie ABC un triunghi si ABDE, ACFG pétratele construite pe laturile [AB], [AC] in
exteriorul triunghiului ABC. Aratati ca CE L BG.
Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si fie M un punct in planul acestui triunghi.
Artati ci 2( MA- MB+ MB - MC + MC-MA) = 9MG - MA® - MB" - MC".
Fie ABCD un patrulater cu AB | CD si fie E, F mijloacele laturilor [AD], [BC].
Demonstrati ca:
2)2EF = AB—CD;b)4EF = AB +CD ;) AD-CD = BD-CD;d) AD-AB = AC - 4B .
Intr-un triunghi ABC, fie a, b, ¢ lungimile laturilor siI centrul cercului inscris. Arétati ca:
b =% c
a+b+cAB+ a+b+c

a) a-IA+b-IB+c-IC=0;b) Al = AC . (OM 2004, Vaslui)
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Probleme recapitulative

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

Determinati coordonatele varfurilor unui triunghi ABC in care sunt date ortocentrul
H(-3, 10), centrul cercului circumscris O(-2, -3) si mijlocul D(1, 3) al laturii [BC].
(OM, et. jud., 2004)
Fie A, B, P, Q patru puncte distincte Intr-un plan astfel incat unghiurile <{PAQ si <PBQ
si fie drepte. Aratati ci AB-AQ =BA-BP .
Fie ABCD un patrulater astfel incat AD = BC. Fie M, N, P, Q mijloacele segmentelor
[AB], [CD], [AC], [BD]. Arétati va vectorii MN si PQ sunt perpendiculari si cd
MN-AD =MN -BC, PQ-AD =PQ-CB.
Fie triunghiul dreptunghic ABC cu catetele de lungimi AB = 3, AC = 4. Pe ipotenuza
[BC] se considera punctele D, E, F, G astfel incat BD=DE=EF =FG=GC. Calculati
lungimea vectorului AB+ AD + AE + AF + AG + AC .

Stiind ca vectorii i si ¥ sunt perpendicularisica || i | = %, iar ||V || = %, calculati
Tal +1visifia-vi.

Aratati ca daca vectorii i, v au ||t | = ||V ||, iar mdsura unghiului format de cei
doi vecori este 120°, atunci | u+V | = ||t |.

Fie dreptunghiul ABCD si M un punct oarecare. Aritati cd MA? + MC* = MB* + MD?.

Fie patratul ABCD si M un punct oarecare pe cercul Inscris in patrat.
Aritati ca suma MA? + MB* + MC? + MD? este constanta.

Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si M un punct oarecare din planul
triunghiului. Aratati ca:

a) GA® + GB? + GC? = %(a2 +b%2+c%); b) 4(m§ +m§ +m62) =3(a® + b + A);
©) MA? + MB? + MC? = 3MG? +% @+b>+c»; d) OG> =R %(a2 + b2+ D).

Fie patratul ABCD si M, N, P si Q mijloacele laturilor lui.

Aratati ca pentru orice punct L din planul patratului existd relatia:

LA® + LB® + LC* + LD* = LM* + LN* + LP* + LQ* + AB*.

Fie triunghiul echilateral ABC si M un punct oarecare pe cercul circumscris triunghiului.
Aritati ca suma MA® + MB? + MC? este constant.

Fie triunghiul ABC si punctul M apartine planului.

Determinati pozitia punctului M pentru care suma MA? + MB? + MC? este minima.
Sa se arate cd triunghiul ABC este dreptunghic in A dacd si numai daca
b+c=2R +71).

Fie triunghiul isoscel ABC (AB = AC = b, BC = a) in care m(<{BAC) = 20°.

Aritati ca exista relatia a® + b® = 3ab?.

Fie ABC un triunghi dreptunghic in A si D piciorul inéltimii din A.

Arétati cd: AD > AB + AC - BC.
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CAPITOLUL 11

45,
46.

47.

48.

49.

50.

51.
52.

53.

Demonstrati cd un triunghi ABC pentru care (p — b)ctg 5= ptg— este isoscel.

fn triunghiul ABC fie m, lungimea medianei din B si I, lungimea bisectoarei

interioare din B. Aratati ca:

2
a’ +c2 b )lb_

a) mb— P

c)2 p(p-Db).

In triunghiul ABC, cu laturile de lungimi a, b, c, fie O centrul cercului circumscris,
G centrul de greutate, H ortocentrul, I centrul cercului inscris, R raza cercului

circumscris si r raza cercului Inscris. Ardtati ca:
2) 0G* = R*- § (@ + b + ¢); b) OH” = OR* - (@* + b* + ¢¥;
¢) O = R?> - 2Rr (relatia lui Euler).

Ardtati ca in orice triunghi ABC au loc relatiile:
. A . B .C A B C p
d o Iy = b - —_ —_— = —,
w)sm2 sm251n2 4R’ )cos2 coszcos2 4R
Sa se arate cd in orice triunghi ABC avem:
2 2
a)bcosC+ccosB=a; b)bcosC—-ccosB = b%;

¢) 2(bc cos A + ca cos B + ab cos C) = a® + b? + ¢?;
d)bcosB + ccosB =acos (B-0).

a+c
b

= ctg 5 este dreptunghic.

Aritati ci daci in triunghiul ABC avem ctg A + ctg B = 2 ctg C, atunci a® + b* = 2¢

Aratati ca in orice triunghi ABC au lor relatiile:
a)r = (p—a)tgé;b)8=p(p—a)tgé; c)p=4Rcosécos§cos£;
2 2 2 2
—arsin AsinBsinC; o) p = r(cig + gD v g
d) r = 4Rsin 5 SInosino; e)p=r ctg2+ctg2+ctg2 5
= reto A e B € e o) SinA 4 sinB 4 sin C = 4cos A cos B eos ©
f)p—rctgzctgzctgz, g) sinA + sin B + sin C = 4cos 5 085 COS T
14 4sinAsinBsinC =14 T
h)cosA+cosB+cosC—1+4sm2s1n251n2 1+R,
i)actgA+bctgB+cctgC=2R +71);
- sinA+sinB+sinC _ P A B _ 4R+r
) cosA+cosB+cosC  R+r’ )tg tg tg p
Aratati ca in orice triunghi ABC au loc inegalitatile:
A a 2A . 2C _a+b+
e - S —_ S _—
a) sm2 he ; b) sin 25n 2sm 5 Zabe ;
c) > (a+b)(b+c)(c+a) >2: d)r< labc ’
r 4abc 8p
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Exercitii si probleme recapitulative

54.

55.
56.

57.

58.

59.

60.

61.
62.

63.

A a a b c . A B C
. > 2
2_b+c b+c+c+aJr b_smz +smz +sm2,

2) Jp-a)(p-b) +(p-b)(p-) +(p-c)(p—a) <p;h) a®+b* + > <9IR%

1)Rr$22p7 )_ M Dp=J(p-b)(p—c)+bc;

ab+bc+ca’

e) sin=—

m) 2(sin B + sin C) <3 + 2cos A; n) % >

oo
+

c.
b’
1
2Rr

1

2
< 2;13)18Rr£ab+bc+cas—4§ ;

1 1 1
[ _+_
2 b2 4
R 1_95)_ 1. 1. 1_9R, 2,12, 25 qp2
r) o 3(b+c+a 5 S) a+b+c <250 t) a® + b + ¢ > 3614

0) — <

I\/

9R .
27
Demonstrati cd triunghiul ABC este dreptunghic in A dacd si numai dacd

Jp(p—a) +(p-b)(p—c) = 2bc .

W) m2+mi+m? < x) 36r*< ab + bc + ca < 9R%.

2
27f ; v)m, +my +m <

Demonstrati cd triunghiul ABC in care a = 2bsm 5 A e [3 s ) este isoscel.

Transformati in produs suma S = sin x + sin y + sin z — sin (x + y + 2) si scrieti
identitatea conditionatd dex + y + z = m.

Demonstrati cd triunghiul ABC este echilateral dacd si numai daca este indeplinita
3

5

Demonstrati cd in orice triunghi ABC au loc relatiile:

sin(A-B)sinC _ a? -b? .
1+cos(A-B)cosC 2 +p2°

relatia cos A + cos B + cos C =

a) h, = 2Rsin Bsin C; b)

b* +c?
4R*
Cercetati daci existd triunghiuri in care a* + 2bc cos A = 8R>.
Daci in triunghiul ABC are loc relatia b* + bc + c* = a?, determinati masura unghiului
A si demonstrati inegalitatea ctg B - ctg C > 3.

¢) 1+ cosAcos (B-C) =

S 2T 23n 25T 271
Calculati E = sin 3 + sin 3 + sin 3 + sin 8

Dacdx +y + 2z = 2x, atuncisinx + siny + sinz = 4sin§sin%sin%.

Fie ABC un triunghi. Aratati cd are loc echivalenta:

ctg A = 2(ctgB + ctg C) & cos A = 2bic'

Demonstrati cd tg% + tg% =4,
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CAPITOLUL 11

64.

65.

66.

67.

68.

69.
70.

71.

72.

73.

74.
75.

Daci tgo = 1’ — 2sin2a2+3c052'oc .

2 3sin” .+ 5c0s” o +7sinocosa
Calculati produsele: P; = tg 1° - tg 2° - tg 3° - ... - tg 88° - tg 89° si
P, =ctg 1° - ctg 2° - ctg 3° - ... - ctg 88° - ctg 89°.

calculati

Demonstrati ca dacd a si b sunt numere reale astfel incat egalitatea

a sin x + b sin 2x = a cos x + b cos 2x este adevarata pentru orice x € R,
atuncia = b = 0.

Demonstrati cd dacd a, b si ¢ sunt numere reale astfel incat egalitatea

a sinx + b sin 2x + ¢ sin 3x = a cos x + b cos 2x + ¢ cos 3x este adevaratd
pentru orice x € R, atuncia = b = ¢ = 0.

A cosa-cos7a _ 1

11° cos3a + cos5a 2°

Fie a, b € R astfel incat cos (a + b) = 0. Arétati cd sin (a + 2b) = sin a.
Demonstrati cd au loc egalitatile:

T 27 3n _ 1.
a)cos7 cos7 +COS7 =5

27 4n 67
b) cos > + cos = + cos >

Demonstrati cd dacd a = atunci

Demonstrati cd oricare ar fi numerele reale o, o, ..., 0, € (O, %) are loc inegalitatea

(tgo; +tgay + ... +tga,) (ctgoc1+ctgoc2+...+ctgocn)2n2,Vn21,neN.

In ce caz are loc egalitatea?

Aratati ca pentru orice x, y € R sunt adevarate inegalitatile:
a) |sin(x + y)| < |sinx| + |siny];
b) |sin(x- y)| < |sinx| + |siny|;
) |sin(x +y)| < |cosx| + |cosy|;
d) |sin(x- y)| < |cosx| + |cosy]|.

Aratati cé relatia Vsin® x + mcos? x +cos* x + msin® x = 3 are loc pentru oricex € R

daca si numai dacd m = 4.
Ardtati cd 3(sin*x + cos*x) - 2(sin6x+ coséx) = 1, oricare ar fix € R.

a) Aratati cd pentru orice x € R are loc egalitatea sin®x + 3sin®xcos?x + cos®

b) Fiea, b € [O, %} . Aritati ci sin®a + 3sin’acos®h + cos®h = 1 daci si numai daci

a=b.
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l Indicatii si raspunsuri

Capitolul 1

Pag. 21

8.2)81: b) 27; ©) - 16

1024’ 27’6) 1036’g)19a)81 b) 945’ 9"

11. (Y7 < 27! < 8! < (4. 13. a) Daca m < 3 este pozitiva; daca m = 3, este zero;

d) - L)— 10. x

dacd m > 3, este negativd; b) daca m < %, este pozitiva; daca m = %, este zero; daca
4

m> <,
14. a) &% b) % ) a'?; d) a®; e) is .15.2) ¥% b) (a + b)% ©) 3" + 27
a

17.0) T+ DT+ 150 T HYDE Y™ d) T+ DR+ 1P+ 1).18.a = (127HA
19. a) Presupunem prin absurd ci existi k e Z astfel incAt m? + 1 = k% Avem (k + m)(k - m) = 1.
Cum divizorii In Z ai lui 1 sunt 1 si -1, putem avea k - m = k +m=1sauk + m=k-m=-1.
In ambele cazuri rezulti m = 0, contrar ipotezei; b) Avem 492 + 2 7"+ 2 = (7" + 1)2 + 1 si se
aplica rezultatul de la a). 20. a) 3k b) 1.

este negativa; c) este pozitiva oricare ar fi m # 3; pentru m = 3, este zero.

22. Notaim t = X+ , t > 2 deoarece X +L >0 /ﬁ,l = 2. Avem egalitate dacd si numai dacad
y X y X y x

t=2&x=y.

23. Presupunemcda>b >c. Avema-b + ¢ > 0,a + b—c > 0, iar pentru—a + b + c apar doud situatii:
1) dacd -a + b + ¢ < 0, atunci inegalitatea din enunt este evidenta;

2)dacd-a +b +c> 0,atuncinotim-a + b+ ¢ = x,a-b + ¢ = y,a + b— ¢ = z i inegalitatea din enunt

devine xyzsé(x+y)(y+z)(z+x),x,y,z>O.Avem\/Es%(x+y), \/)Tzs%(y+z), @S%(x+z).

fnmul';ind aceste inegalitdti membru cu membru, obtinem xyz < % x+ Yy + 2@+ x).

Pag. 28

1A= [-6; 9); B = (=05 515 C = (-2; 0); D = (4; +e0); E = (10 0; F = [1; +20); G = [—%; %]
H=(—0;0,3).2.AuUB=[-2;6]; A B=1[0;3];A\B=1[-2;0); B\A = (3;6];
AxB=1[-2;3]x[0;6] = {0,y) eRxR | -2<x<3s5i0<y<6}.
3.A=(4,7);B=(0;5);AUB= (47 =A;AnB=(0;5) =B;A\B = (-4; 0]; B\A = J;
AxB=(-47)x(0;5) ={0,)) eRxR | -4<x<75i0<y<5}AN(0; +0) = (0; 7);

B N(-%0;0)=(-4;0].4.me[-3;0).5.m=14.7.a=4,b=1.8.AUuB=R;AnB = [-3;5];
ANnC=1[2;7;BNnC=1[2;5]B\C=(—0;2);CNAUB)=CNnR=C.9.a=18.10.x € (2; 5).
Pag. 34

4a+6
a(a+1)(a+2)(a+3)
avemxz—y2 > 0saux >y.Pentrua < -3 avemxz—y2 < 0, decix <.

20. Avem (x/H+x/n+1)2 =2n+1+2yn(n+1).Cum2n<2yn(n+1) <2n+1,Vne N=
:[(w/r_l+«/n+1)2j| =4n + 1.

21. Avem S = [1+l} [1+L} ot [1+#} =1+ [l} +14 [L} ot
X x+1 x+k-1 X x+1

. Pentrua > 0

9.% +y* + 2% -4 = xyz. 12. Avemx>0,y>0§ix2—y2=
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Indicatii si raspunsuri

+1+ [¥} = k + 1, deoarece daca 1 <x <1, atunci 1 < 1 < 2 si deci [l} =1, iar
x+k-1 2 b b

17 717 [ 1 _
[x+1} B [x+2} B [x+k—1} 0 pentruk > 2.

22.2)x e [4,5); b)xeR; ¢) x = %; dxed;e)xed.

23. Din ipotezarezultdaca 1 = x(y + 2) + yz=x(2-x) + yz = 2+ 2 + yz, deci (x - 1% = yz.
Aceasta aratd cd y si z au acelasi semn. Analog, x siy au acelasi semn sipentrucdx +y +z2=2 =
=x20,y20, 22 0. In aceste conditii, relatiile din ipotezd sunt echivalente cu: x +y + 2 = 2 si
2 +y2 + 22 =2 Fiex = % -a,y = % -b,z= % —c. Din prima relatie rezultd a + b + ¢ = 2, iar
din a doua a® + b%> + ¢> = 2. Decia>0,b >0, ¢ > 0. Obtinem 0 <x < %,OSyS %,OSZS %

24. Folosim inegalitdtile x* 4+ y2 > 2xy, y* + 2% > 2yz, 2> + x* > 2zx. Din acestea se obtine prin
adunare 2(x*> + y* + 2% 2 2(xy + yz + 2x). Tinand seama de ipoteza rezultd 3 > 4y 2+
+2(xy + yz + 2x) = (x + y + 2)°. Prin extragerea radicalului rezulti concluzia.
25.a)x=-2six=3;b)x=2;¢) x e {-1, 2}.

29. Pentru orice x € [3; 4] are loc inegalitatea (x — 3)(x — 4) < 0, ceea ce conduce la

x% + 12 < 7x, de unde x + 1 <7.Cumux,y,z e [3;4] => x + Q <7,y + % <7,z + Q <7,

inegalitati care, adunate membru cu membru, conduc la 1negahtatea din enunt.
30. Folosind cd media geometrica este mai mare sau egald cu media armonica pentru perechile de
. a b c . | a 2a [D 2b
numere pozitive (— 1)' (— 1)' (— 1) obtinem > ; >- ;
P b+c’ )’ \c+a’ ")’ \a+b’ i Vb+c “a+b+c’ Nc+a ~ a+b+c’
c_ 5 2c
a+b a+b+c

. Adundm cele trei inegalitdti. Egalitatea ar avea loc daca si numai daca

(L =1, b 1, — 1) < @=b+c¢,b=c+ac=a+b),deunde prin adunarea
b+c c+a a+b

egalitatilor avema + b+ c=2(a + b + ¢) © 1 = 2, fals.

Pag. 43

1.b),c)sid). 2.a)0;b) 0;¢)1.3.a)1;b) 1;¢) 0; d) 1;e) 0. 4. a) 1; b) 0; ¢) O etc.

Pag. 50

1. p(135) adeviratd; q(135) falsd; p(400) falsd; q(400) adevarata.

2.16-8x+ 2 -x* = 2-)(2 + ) (4-2x + x?); p(0): ;4 divide numarul 2 - 2 - 4“ este adevarata;
p(1): ,4divide numarul 1 - 3 - 3“ este falsa. Deci (3 x € Z)p(x) este adevarata, (V x € Z)p(x) este falsa.
3.a) {3} b) {-4; 1}; o) {2}; d) {2}; e [-1;1]; D) {(0; D}; ) R x R.

4. a) adeviarat; b) adeviarat; c) adevarat. 5. a) adevaratd; b) falsa; c) adevarata.

6. A(1; 3) adevarata; A(2; 2) falsa; B(1; 3) falsa; C(4; 2) falsd; D(5; 6) adevirata.

9. (a, b) € {(1; 2); (1; 2); (2; 1); (2;2); (1;3) (3; 1); (15 4); (25 3); (35 2); (45 1); (1; 5); (2; D;
(3; 3); (4; 2); (5; 1); (1; 6); (25 5); (35 4); (45 3); (55 2); (6; 1}

10. a) ,V xe R, 2> x4 b),IxeN,x : 5%c),3 AABC, AB = AC = BC“.

Pag. 58

2. a) Raspunsul este negativ. Contraexemplu: Fie A = {1, 2}, B = {2, 3}, C = {1, 2, 3}.
AvemAUB =AuU C = {1, 2, 3} si B# C; b) Rdspunsul este negativ.

Contraexemplu: Fie A = {1, 2, 3}, B={1,4}, C = {1, 5}. AvemANnB=AnC={1}siB=C.
4.2)Dacin = 2n, + 1 (n, € N), atunci 2" + 3" = 22m*1 4 32m+l -

= (2+3)(2%m 4227134 42.3%m7 1 32M) = 5(2°™ + .+ 3°M)si deci a, nu este prim.
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Indicatii si raspunsuri

Dacin = 2n, (n, € N), atuncia, = 2" + 3" = 2™ + 3*™ = 4™ 4+ 9™ Daci n, este impar,
atunci 4™ + 9" = (4 + 9)(4M T +4" 7294 +4.9M7 49N = 13(4M7 4+ 9T )i
deci a, nu este prim. Daci n, este par, adici n, = 2n, = n = 2(2n,) = 2°n, (n, € N).
Continuand rationamentul prin inductie, deducem ci exist k e N astfel incat a, = 25;

b) Réspunsul este negativ. Contraexemplu: Fie n = 2% = 8. Avem a, = 6817 = 17 401.

Pag. 60 - Test de evaluare

1Txyz=0.2.a-1=1-b=x;a* +b* =1 +0* + Q-0 =2* + 122* + 2>2. 3. x € [1; +0).
4. x € {-13; -10; -7; —4; -1}. 5. P(x, y): ,,(x — D2 + - 2)? <0,x,y e R“ a)0; b) 0.
6.A={0;2},B={1;3},AuB={0;1;2;3},AnB=J,A\B ={0; 2}, AxB = {(0; 1); (0; 3);
(2; D; (25 3}

Capitolul 2

Pag. 67
4.a3=-7,a;9=-28,a,90 = —298,a,990 = -2098.5. a) a; = 3,a, = 7,a3 = 13,a4 = 21,a5 = 31, a6—43
a, =57,by =4,b,=7,b;=14,b, = 25,b; =40, bg = 95;b) a,=b,<n =2,decia, =b, =7

6. 2) 3, 10, 9 5i 100; b) 23 7. )bnzm,VneN*;b)Sn:msau

n n

Z Zakﬂ—ak)=an+1—a1=ﬁ.&a)a=1,B:1.9.a)an:n;b)an:@;
o a, = n* +2n;d)an=azﬂ;e)an=%;Dan=n!;g)an=%;h)an==2;i)an=2;

Na,=2"%n%Da, =1+ %;m) a,=3""10.a)a,=8,-S,, =n*-(n-1)>=2n-1;

b)a,=3n+1; dJa,=a n+1; dJa,=a n+b; e)a,=n; 0)a, =n? 2) a, =nd.

11.2) 0<a, <1; b)§$an<%; 0)0<a,< % d)7<a <1; ea,e{0,2}; )9<a,<1;
g)0<aq, <— h) = <a,<1.12.a) a,, —a, > 0= (a,),n+ Strict crescétor; b) a,,;-a, < 0=

= (@) ey Strict descrescator, ) (@) pen+ Strict descrescétor; d) (a,),on- strict descrescator;
e) (a,),en- Strict descrescétor; f) (a,),cn+ Strict crescétor; g) a,.1 — a, =a"(a-1) > 0=
= (a,)pen+ Strict crescdtor; h) (a,) oy« DU este monoton.

Pag. 73
2.a) ayg = 28; b) a;g = 47; ¢) a;p = -33; d) a;p=4,5.3.a;, =-11,a, = -4; a3= 3; b) a; = -12,
a, =-9;a;=-6;c)a; = 23,a, = 16; a3=9; d) a;, = %,a2= 1; az= %

4.a)a, = -13,a; = -7; as= -1; b) a; = -7, a; = -13 az= -19.
5.a)r=3,a;;,=34;b)r=2,a;;,=17;0)a; = 1;r=2;a;; = 21; d) a; = %;au = 1—21
6.a)a; =-2,r=3,a;; = 28,ay =58,a;; =88;b) a; =3,r =-5,ay; =-47,ay =97, a5 = -147.
7.2) ayy = 8,5; b) s = -5,8; ¢) aypp = ~102,5; d) a5 = % .

8.a)a; =1;b)a; =-1;¢)a; =100; d) a; =-18,5.9.a) a; =2,r = 11; b) a; = 109, r = -1;

c)a1=4,r=3;d)a1=—2,r=5.10.a)a1=—1,r=2;b)a1=—2,r=—5;c)a1=—%,r— %;
d)al=1,r=—%.11.a)a1=4,r=3;b)a1=2,r=3;c)a1=1,r=2;d)a1=2,r=1.

12. a) S350 = 5000; b) S109 = 5000; ©) @300 = —96; S190 = —4650; d) @10 = 97; S100= 4750.
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13.a)a1=—2,r=2;b)a1=—1,r=4;c)a1=1,r=%;d)alz ,r=-

Nlw
N

14. a) da; a, = 2n + %; b) da; a, = 4n + 1; ¢) nu; a, — a; # as — a,; d) nu; a, — a; # ds — dy.

15. Dacd r si s sunt ratiile progresiilor aritmetice (a,),cn+ (bp)nen+ atuncir + s este ratia progresiei
(a, + b,)pen+ 16. 2) x = 46; b) x = 1.

17.2) S13 =81;b) S39=225;c) a, + Ayy3 + Qg+ Ao =2n + 8 2a; + 2n + 7)r=n + 4;

S +“2H+§) @n+8) g+ @n+ DG+ = (1 + D+ D) = (1 + D

) _ . _ o Sn:n2 2a; +(n—-Dr=2n
18-2) S50 = 900; b) 819 = 361; ©) {Sm =m? {Zal +(m-Dr=2m

Sr=2,a,=1;

a +a
a,=a+@-1) 2=2p—1;Sp=7(1 p)p=p2.

2
19.a)x=1; b)xe{l,6}; O)xeR; d)xeR; e)x=1.
20.a)a,=4n-3;r=4;b)a,=6n+5;,r=6;c)a,=10n-5r=10;d) a,=n - é, =1.
g +(n-Dr=2m+1 _ _ B _ 2. a+(n-Dr=a-m+b
21.9) {a1+(m—1)r:2n+1 r=-2,0,=2m+2n-1,5,., = m+mn75 b ag+(m-Dr=a-n+b

or=-aa=am+n) +b-as, _ (@+a)n _ (2am+an+2b-a)-n

2 2
2.0 L 1 4 41 1(L_L) + l(i_i) +o 1( 1 _i) =
a0,  ayds a,_ 1a r\a, a, r\a, as r\a,.; a,
_ l(i_i) n—1 b =1 =
r al an \/7 \/7 \/7 \/a Van—1+\/a

r m Tt T D Jor +ya,

1 11\ _,_ 1 _ _
_§)+”+(F_n+1)_1 n+1 n+1’b)s

2n+1

1 _ 11 1 e 11 1
2 n(n+2)) b)§ = 4[3 (2n+1)(2n +3)} ;¢S Zr(alaz amlamz) ’
27.2a)+-3,1,5;r=4;b) +-17,-3,11; r=14; ¢c) +a-2b,a, a + 2b; r = 2b.

B =2

Ds=1
26.4)5_2(

28. a) Presupunem ca V2, 43, V5 suntin progresie aritemtica; atunci

<23 =2 + 5 ©12=2+5+ 2410 < 5 = 2410, imposibil; b), ¢), d), ) analog cu a).

29. a) Presupunem ci existi o progresie aritmetici (a,),.y- astfel incit v2 , V5, 7 si fie termeni

ai acesteia. Prin urmare existd n, m, k e N* astfel incit v2 = a,, 5 = Ay V7 = Q.
a+(n-Dr= V2

Scriind formula termenului general avem: {a; +(m—1)r=+5 . Scizand ecuatiile doui cate doui

a, +(k-Dr=+7

. (n-mr=v2-5  _ . . . .. . n-m +2-45 . o
obtinem: . Impartind ultimele doua relatii rezultd: —— = , imposibil

! {(m—k)r=¢§—ﬁ pan ’ SN A
deoarece % e Qsi %ﬁ e R\Q
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a+(m-DreQ
a+(n-DreQ -’
numerelor de mai sus este numar rational, adicd (m - n)r € Q, decir € Q. Deducem apoicd a; € Q.

Fie a, un termen arbitrar al progresiei. Obtinem a, = a; + (k- 1)r € Q, deoarece a;, k, r € Q.
31.a,=3n-2saua,=-3n+10.32.a,=S5,-S,,=2n-3;a;, =-1;r = 2.

30. Fiea,, € Q, a, € Q. Scriind formula termenului avem: Rezultd ca diferenta

33.1 = —2ax; a, = (a + 0% - 2ax(n - 1); S, = W nl@ + 02 - ax(n - D).
Pag. 80
n-1 n
§ 1 1
2.2)by=6,b; =3 b by=4 b, =-23.a)b =3 2" hp =L . Fp =1 .
2 1 2 1 T2 ¢ By
Db, =2 (B)7.4.2)b,=4by=16;b) b, =1,b, =3; ) b, = f,b2=-%.

n-1 e
5.40b,=3 25 )b, =2 (" 0b, =2 (3 sb,=-05 (2.

1
6.a)b;=1,9q=2;b) b; = 2,q—z,c)b1—2q—3 d) by = q=3-
7. ) 55=242- b)Ss=1,5°-1;0) 8, =227 -1); d) Sg = 0.
728 254
8.a)q—3,S ﬁ,b)q 2,SB=T;c)q=2,510=1023;d)q=—1,$12=0.

N = 3 da- 1.5, 3.4, _ 1. 4. __1. 4.
9.a) q = 3;da; b)q—4,da,c)q 5,da,d)q 3,da,e)q 2,da,
f) nu existd ¢ € R* astfel incatb,,; = q¢ b,, ¥V n € N*; nu; g) nu; h) nu; i) nu.
10. a) nu; b) nu; ¢) nu; d) da, b; = 4,9 = 5.
b, +b, = b +bg=9 b(l+q=9 b, =3 b, =-9
11. {12 1 l )
{b3+b4—36 {b1q2+b1q3=36 bq?(l+q)=36 {q=2 M g=-2
. {b1+b2+b3:13 b, +b,q+bq* =13 - b(1+q+¢*) =13 @{blz .
by +bs +bg =351 bq® +b1q4 +b1q5 =351 b*(1+q+q*) =351 q=3

13.a)q=2,b;=3;b)qg=2,b; = c)gq=%2;b;=%22;d)q=13;b;=%3;e)q=2,b;=1;

7 2"’
f)g=-2,b;=1sauq =2,b; = 7,g)q=2,b1= %;h)q=2,b1= % sau g=-2,b; = %.
14.a)xe{0,1};b)xe{0,1};c)x=1;d)x=1;e)x e {—%,1};Dx=0

g)pentrua = 1,x e R\ {-1}; pentrua# 1,x = 0; h) x = 3.

S =2047:- 1) = o=l g 1023, 171 341,
15.2a) §=2047;b) S = 5 ,L)S—1024,d)5 512,6)5—683 S = .
all’-1 a'l+1
g)S = -1 ,a#z1;S=11pentrua=1;h) S = 1 ,a#-1; S =11 pentrua = -1.
16-a)b1=51=4;q=%=3;bn=b1-q""1=4-3”"lsaubn=8n—5n_1=4‘3"‘1,VneN"‘;
b)by =12,q=5,b, = 125", VneN""c)b1=a(b—1) qg=b,b, =al-1b"", Vn e N
¢ -
-1_ 1 2 p3_1
17. a) Avem b1 = —451 b1 1 = 6. Impértind relatiile avem: £ 3 < q 5
L ) . b1_4_._q9—1_b19_(l)_
Din prima relatie obtinem ﬁ—l—_l =-8;Sy=b; -1 ~q-1 q@-1D=-8 8—1 =7
2

b) Sy = 70; ) Sg = 7a; d) S = 700.
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2
18.a)x=0;b)x=1;0)xe J;d) x= %,dacéa+c—2b¢0;xe@,dacéa+c—2b=0

§ib2—ac¢0;xeR,dacéa=b=C.

e a1 . _2 d"-1 2 . . o_ 1 (1 _
19.a)S=a a_l,a;tl,b)S—a az—l’a ¢1,L)S—1_a(an 1),(1%{0,1},
Hs= L ( 1 —1],ae{—1,0, 1he)8= L (az"*z—%—a%l) +2n,ae{-1,0,1}.

1-a?\a*" a’-1 a*

(o] ) )
20.2)S= g;b)8=l- 9 qe(0130s=1 L1 feoyds=L 1L

by 1_ b? %_1 b} 1 47
q q q
2n n
-1 , (Va) -1 n
e{O;l};e)S:bz-q g #1;0)S= b -~=—— qg#1;29)S= ,q#1.
q 1 qg_l q 1 q—l q g \/&_1 q

21. a) Presupunem ca in progresia geometrica (b,),.n+ €Xistd trei termeni egali cu 11, 12, 13.
Adica: b, = 11, b, = 12, b, = 13 < b,¢™ " = 11, b;¢""! = 12, b,¢*" = 13. Impirtind dous cate
11wk _ 12
1207 T 13

demonstreaza analog. 22. b, ; = %bn; q= %

doua relatiile obtinem: ¢" ™" = imposibil deoarece m, n, k € N*; b), ¢), d) sie) se

Pag. 89
1. a) Numerele sunt consecutive, se completeaza cu 16, 17, 18; b) numerele sunt pare consecutive,

5 6 7

67 8"

2. a) Regula de formare a siruluieste 1,1 + 4 = 5,5+ 4 = 9,9 + 4 = 13; sirul se completeaza

cu 17, 21, 25; b) formula siruluiestea, =1 + 4(n-1),Vn2>1;a;50 =1 + 4 - 149 = 597,

asos = 1 + 4504 = 2017, ayp0, = 1 + 4 - 2003 = 8013; c) singurul care face parte din gir este

5009 = 1+ 4 - 1252 = a,,55 si este al 1253-lea termen; d) Spg =1 + 5+ 9 + ... + 97 + 101;

Sg6 = 101 + 97 + 93 + ... + 5 + 1. Adundm egalitdtile membru cu membru (tehnica lui Gauss)
26-102

si obtinem S,¢ = 5 = 1326.

3. Grupam numerele de la 0 la 999 999 999 in perechi astfel: (0; 999 999 999), (1; 999 999 998),
(2; 999 999 997), ..., (k, 999 999 999 — k), ..., (499 999 999; 500 000 000). Sunt 500 000 000 de
perechi, iar suma cifrelor din fiecare pereche este 81; deci suma cifrelor tuturor perechilor este
81 - 500 000 000 = 40 500 000 000. La aceasta se adauga suma cifrelor numéarului 1 000 000 000,
deci suma ceruti este 40 500 000 001.

4. 2) In scrierea numarului N existd 9 numere de o cifrd, 99 — 10 + 1 = 90 numere de doui cifre,
999 — 100 + 1 = 900 numere de trei cifre si 2004 — 1000 + 1 = 1005 numere de patru cifre; in total
sunt9-1+4+90-2 + 900 -3 + 1005 - 4 = 6 909 cifre;

b) pentru scrirea numerelor de o cifra si doua cifre se folosesc 9 + 90 - 2 = 189 cifre; rdméan 2005
— 189 = 1816 cifre pentru a scrie numere de trei cifre. Cum 1816 = 3 - 605 + 1, rezulta cd a 2005-
a cifra este prima cifra a celui de-al 606-lea numar de trei cifre, adica prima cifra a lui 605 = a 2005-
a cifra a lui N este 6;

¢) Numarul cifrelor cu care sunt scrise primele 999 de numere (numere de o cifrd, doud i trei cifre)
este1-9 4+ 2-90 + 3-900 = 2889, numarul cifrelor cu care sunt scrise primele 9 999 numere
(numerele de o cifrd, doud, trei si patru cifre) este1 -9 + 290 + 3 - 900 + 4 - 9000 = 38 889.
In concluzie, cifra aflatd pe locul 34 788 in N este a unui numir de patru cifre. Numirul de cifre cu
care s-au scris numerele de patru cifre pand la pozitia 34 788 este 34 788 — 2 889 = 31 899 = 4.
7974 + 3, deci pe pozitia 34 788 se afld a treia cifrd a celui de-al 7975-lea numdr scris cu patru cifre,
deci este a treia cifrd a numarului 7975, adica 7.

se completeaza cu 16, 18, 20; c)
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5.A=(10-1) + (100-1) + (1000 - 1) + ... + (1000...000 — 1) = 10 + 100 + 1000 + ... +
A

2004 cifre
+ 1000...000 —1-2004 = 111...1110 — 2004 = 111...11109106.
Nt bk ltl]
2004 cifre 2004 cifre 2000 cifre

Numarul A are 2000 + 1 = 2001 cifre de 1.
6. Fie numirul abc . Deoarece numirul este par, ¢ poate fi0sau 2. Pentrua € {1,2, 3}, b poate lua

orice valoare b € {0, 1, 2, 3}. Numere de forma ab0 sunt3-4 = 12, iar numere de forma ab2 sunt
3.4 =12, in total 24 de numere. Acestea sunt: {100, 110, 120, 130, 200, 210, 220, 230, 300, 310,
320, 330, 102, 112, 122,132, 202, 212, 222, 232, 302,312, 322, 332}. Suma loreste S = (1 + 2 +
+3+49H+R2+3+4+5)+B+4+5+6)+B+4+5+6)+@+5+6+7)+ 5+
+6+7+8) =10+ 14+ 18 + 18 + 22 + 26 = 108.

7. 270 de numere. 8. 1234 de pagini. 9. 1210 de numere. 10. 1200 de numere.

Pag. 90 - Test de evaluare

1. Progresie geometricd cu ratia ¢ = 3, u; = 810° = % , deciug — 21 = % .
2.aq;=1,r=1saua; = 3,r =-1. 3. n(n2+1) X+ n(nz—l) =n*ox=1.
(a; +a,)n -n
P = a +a, =2 2a; +(n-Dr =2 . B _ .
(@ +a,)-m _ = {al fa, =2 {Zal m-Dr=2 Obtinem (m —n)r = 0, cu m # n, deci
2

r=0sia; =1.S,,,=m+n.

o (bbb =7 b1(1+q+q) 7 [basgeg=7. {b -1 .. b=4
b, -b,q-b,q* =8 biq bg=2 ‘

Sy _2 b,

=Z CR — 8 S = 9 1v— e~ [ 7) =
b5 379201 - S 7@ -1) =-8n ( 8) 7r.
7. (243 1) = (1) (Bhax) 5 x = %
-2
_ 2.1 _ 2 _ 1.1 1
$=b S 5 e RNELO 1L 9. b mac e p=potpr.

Capitolul 3

Pag. 103

1. a) f; este descrescdtoare pe R; f, este crescitoare pe R; f; este descrescdtoare pe (—oo; 0] si
crescdtoare pe [0; +o0); f, este crescdtoare pe (—oo; —2), constantd pe [-2; 2], crescdtoare pe (2; 4] si
descrescétoare pe [4; +); b) f(x) > 0, V x € (—o0; 3); f;(x) = 0 pentrux = 3; f;00) <0, Vx € (3; +x);
£ >0, Vx e (—o0;-2); f,00) = 0 pentrux = -2; f,00) >0,V x € (2; +0); f300) >0, Vx € (—0; 4) U
U (4; +0); f300) = 0, pentrux = +4; f300) < 0, Vx € (-4; 4); f,(x) <0, Vx € (~0; =3) U (6; +0);
f400) = 0 pentrux € {-3; 6}; f,(x) >0, Vx € (-3;6);¢) Gf N Ox = {A;(3; 0)}, Gf N Oy = {B1(0; 3)};
Gf N Ox = {A,(=2;0)}, Gf M Oy = {B,(0; 2)}; Gf NOx = {A3(—4 0); A;(4;0)}, Gf N Oy = {B5(0;-3)};
Gf N Ox = {A4(-2; 0); A' 6; 0)}, Gf N Oy = {B4(0; 5)}.

2. d) crescatoare; b) Imf = (0; +0); L) i) f(2) = 1,41; i) f(3) = 1,75; iii)) x = 0,3.

3.a)f(x) >0,Vx e R\Z;f(x) =0, Vx e Z;b) crescatoare; c) fie T > 0 astfel incat f(x + T) = f(x),
VxeR,rezultd {x + T} = {x}, Vxe R, deci T = 1.
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Pag. 113
1—2x,xe(—oo, 0) 3-4)(, XE(—OO’ 0)

1.f+g:RoR, f+290)=-x-2,x€[0,2) ;f-g2:R>R,(f-g)0)=:6-5x,xe[0,2) ;
3x-5,xe[2, +o) 3-x, xe[2, +o)

2—3x

—3x2+5x+2, X € (-0, 0) X_1 » X €(-x,0)

f g R R, (fg)0) = {-6x* +16x-8, x [0, 2) ;i;R\{z}ﬁR,(é)(@: %;?Z,XG[O,Z).
2

2x°-6x+4, xel2,+x) 2);__14,)(6(2, +o0)

3.a) h(x) = 3f 00 - 2f(x) + 5 = g(f(x), unde f(x) = x + 2,g(x) = 3x% = 2x+ 5; b) h() = g(f(0), unde
F0) = 28— 4, g00 = x5 ©) h(O) = (), unde f() = 2 g00) = 50— 2 + 3; ) fx) = o2 4 x + 1,

200 = 2 + 2 — 4; &) fX) = X2 — 4x + 3, g0 = 2% ) F) = x— 2, g() = —2 + 3x + 1.
5.(fogoh)(x) = 24x—11. 6.f(x) = o 5x,g(x) = x* + 10x + 24.

12X+7,X€(—oo,—% 24x, x<-1
7. g(f0)) = 16x+3, xe(—%,l) . 8. f(f0)) = ;"’ ‘éi’;f?.

2x2+3,xe[1,+oo) 2-Xx, x>1
9.a)fog=1lpsigof=145b)" fl=gg' =f
10.£(0) = f(2) = f(4) = ... = f(2k) = 0, vkeN§1f(1) f3) =f5)=..=f2k+1)=1,VkeN.

Functia f este periodica, de perioadd T = 2.

11. a) fnu este nici para, nici impara; b) V x € [-3; 4) avem —x € (—4; 3], deci putem studia paritatea sau
imparitatea doar pe intervalul [-3; 3]; f este para pe [-3; 3]; c) f este imparéd pe R; d) f este para pe R.
12.Vx >0avem—x < Osisgn (-x) =-1 =-sgnx; Vx <0,avem-x > 0sisgn (x) =1 =-(-1) =
= —sgn x; pentru x = 0 avem —x = 0 si sgn (—=x) = 0 = - sgn x; in concluzie, sgn este impara si
marginitad (|sgn x| < 1).

Pag. 114 - Test de evaluare

1.AxB = {(-1;-2); (-1; 0); (-1; 1); (0; -2); (0; 0); (0; 1); (1;-2); (1;0); (1; 1); (2; -2); (2; 0); (2; 1)}
3.f:{-2;-1;0; 1} > {1; 2; 3; 4}; f(-2) = 1, f(-1) = 2; f(0) = 3, f(1) = 4 sau flx) =x + 3,

vV x e {-2;-1; 0; 1}.

4. a) f(R) = [0, +x); b) f este strict descrescdtoare pe (—oo; 0) si strict crescédtoare pe (0, +o0);

¢) 0(0; 0); d) x = 0; e) x = 0 (axa Oy); f) f pard; g) i) m > 0, doud solutii; ii) m = 0, o solutie;

iii) m < 0, nici o solutie; h) x € [-1; 1].

5.80f R >R, (geH0) = g(f6)) = {g;ggj; se -

22x-1)+1, x<0 4x-1, x<0 4x+1, x<—2
2
=J)2Bx-2)+1, 0<XS§ = J6x-3, 0<x£%.Analog: fo)) = J6x+1, —%<x£0.
3Bx-2)+2, x>% 9x — 4, x>% 9x+4, x>0

Capitolul 4

Pag. 117
1.f-1) = -2, f(0) = 3, f(1) = 2, f(2) = -10, f(5) = -19, f(6) = 4.
4x+3, x<2 16x-5, x<2
4.f+g:RoR, (F+20)=<-9x+11, 2<x<5; f-g:R>R,(f-2)(x) =47 3x+3, 2<x<5;
-x-2, x>5 —-5x+16, x>5
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—60x% +46x -4, x <2
f-g:R>R (f-90) = 18x% —54x + 28, 2<x<5;2f:R>R, (2)0) = {
—6x* +41x-63, x >5

20x-2, x<2
—-6x+14, x >2°

1001 e an[2)
. _ [24x-16, x<5 f { } i _ ) =3x+7 .
_4g.R—>R,(—4g)(x)—{ 8x+36, x>5° g R\ g )= ox 4’ xe(2, 5] ;
_23;_+97, x e (5, +©)
Bx44 e (o 2]\{1 }
g . pfl 7 &) | 6x+4 TN
N [f](x) oxrd v s\|Z
_233;_4_97, x e (5, +o)

100x% —20x+1, x<2
9x2—42x+49, x>2

36x% —48x+16, x<5

2 2
RoR, f70) = .
f f70 { 4x2—36x+81, x>5

;gZ:R—ﬂR,gz(x) = {
Pag. 119

1. a) strict crescadtoare pe R; b) strict descrescétoare pe R; c) strict crescdtoare pe (—oo; —3], constanta
pe (-3; 2] si strict descrescdtoare pe (2; +o).

Pag. 121
a)xe[%; +oo);b)xe(—oo; %);c)xe(%, ) d)xe(—oo,%:|
e)x e (—OO; —%) U (0,45 +00); ) x € (—002 —%) U (7; +o0).

Pag. 125
11 . 2 5 7
VAR VA g Y73
2.a)x =3,y = 1; A(3; 1) este punctul de intersectie a dreptelor d;: 4x + y—13 =0sidy:x + 2y -5 = 0;
b) x = 1,y = -1; B(1; -1) este punctul de intersectie a dreptelor d;: -5x—3y + 2 = 0sid,: 4x + 3y-1 = 0;
c) sistem incompatibil; dreptele d;: 9x + 7y = 13 si d,: 3x — 2y — 13 = 0 sunt necoplanare;
5—8a
3
d,: 16x + 6y — 10 = 0 sunt confundate; e) sistem incompatibil; dreptele d;: 6x — 5y —2 = 0 si
dy: 12x — 10y — 3 = 0 sunt paralele.
bc

+d= gt—— + d, decif(x) = fx

1.a)x:%,y:—3;b)x— ;c0) x=2

d)x=ay=

, V a € R; sistem compatibil nedeterminat; dreptele d;: 8x + 3y -5 = 0 si

Pag. 126

G

1. ) R\{2}; b) R\ {—% %} SO R\3) d) R\ {iﬁ, +

2. a)Notimax+b=t=>x = %;avemf(t) =c %

bc+d

+2

o o _ 1 . _ X+2 _ 3)(? -3
b) fG) = x* - 2x; 0) f) = =53 d) fx) = POS = e

3. Fdcand y = x in relatia (1), aceasta devine [f(x) -112=x% Vx e R, de unde f(x) = 1 + x sau

l+x,xe€A
l1-x,xeB”’

f0) =1 - x. Prin urmare, f(x) = undeAUB=RsiAnB=y.
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. N . . 1+x, x#0 1-x, x#0
Doua functii verifica relatia data: f; : R »> R, f,(x) = { 1, x=o0#% fol) = { 1, x=0°
_ 1 5. _ 3 1., . . -

4. a)y——§x+ E,b)y— Zx+ E,L)y—x+1.5.a)da,b)nu.6. a) da; b) da; ¢) nu.

7.2)Imf=4{5,6,7,8,13}; b) Imf = {1,2}.8.Imf= {0, 1,2, 3,4,5,6}; Img = {-1, 1}; Imh = {1, 9}.
9. a) Nu; de exemply, f;(0) = -5 ¢ N; b) Nu; de exempluy, f,(1) = % ¢ Z;

(1)=@e@.

¢) Nu; de exemplu, f5(1) nu are sens; d) Nu; de exemplu, f,

10 f(@ + ) = f1) = 1; fla-b) = (+2) = 3 ftab) = (- %) = z:x = 0.

11.2) A ={-3;-1; 0; 2; 3; 5}; b) {’;—ti’

12. Nu existd. Daca ar exista o astfel de functie f, ar insemna cd simultan am avea f(1) = 3 si f(1) = 4.

nez, n;tl}.

13.Im f = {0; 2; 4; 6}. 14. x < {_%; 5}.
15. Pentru x € (-, —2) ecuatia nu are solutii; pentru a = -2, V x € [-2, 2] este solutie; pentru

a € (-2, 2), avem solutiile x; = aT—Z six, = a—“2L6; pentru a = 2, avem solutiile x; = 0 six, = 4;
a+6

pentrua € (2, 6) avem solutia x = 5

;pentrua = 6,V x € [2; 6] este solutie; pentru a € (6, +o)

ecuatia nu are solutii.

16.f0)==x+2.17.f:R> R, f(x) =x+ 1.18. Imf = {-3} U [0, +); Img = {1} U [3, +x);
Imh = (-0, -1] U [1, +0). 19. Din f(3) = g(3) = a = -1. 20. Punem conditiacaa-1 =3 sia =2,
rezultd a = 4. 22. a) m = -1; ¢) f,,(2) = 3, V m € R, deci graficele trec prin punctul fix A(2, 3).
23.A=[-3,5],B={-1,3},C= 0.

24. a) feste strict crescdtoare pe R; b) g este strict descrescitoare pe (—o0; —1] U [1; +0o0) si constanta
pe (-1; 1); ©) h este crescdtoare pe R; d) [ este descrescdtoare pe (—oo; 3] si constantd pe (3; +o).
25.m*-m-12=0cum > 0,decim = 4. 26. a) m € (-0, -2) U (1, +); b) A = {-8, -5, -4, -3,
-1, 0, 1, 4}. 28. 8 functii strict monotone. 29. C, D, Z, H, K, Q, R\ Q.

30. fi, f¢ sunt pare; f,, f; sunt impare, iar f;, f5, fg nu sunt nici pare nici impare.

32. Se proiecteaza graficul pe axa Oy siavemImf=R,Img = R,Imh = [-1, 2], Im [ = (-, 2].

33. 2) [%,Ho);b) (_oo, %)u A, +00); ©) (%,2);@ [—1, ﬂ U [2, +0); ©) (2, 3]; 1) (=2, 11;
9 [-7,8); 1) (on, 1) U (1, +00); D) (o0, =31 U [-2, 2] U [4, +a0); ) (-0,-2) w (-2, +00).

34. a) (1, 2); b) sistemul are o infinitate de solutii si anume, toate perechile de forma (5 — 2a, o),

unde o este un numadr real arbitrar; ¢) sistemul nu are solutii; d) “3; 1.

35.a)a = -4; b) pentrua e R\ {-4, 4}, x = - 4 6 este solutie unicd; c¢) a = 4.

—4

1  7a- 13) .
2-a’ 3a-6)/’
b) Dacd a # 4, solutia este (0; -5). Dacd a = 4, sistemul are o infinitate de solutii si anume (o, 2a. - 5),

1
a+l’a+1
(m, 1 -m), unde m € R, iar dacd a = -1, sistemul nu are solutii.

36. a) Dacd a = 2, sistemul nu are solutie. Dacd a # 2, solutia este (

unde a € R; ¢) Dacd a € R \{-1, 1}, solutia este ( ) . Dacd a = 1, solutiile sunt de forma
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37.a) [x1 =-1,y1 = 1,S ={(x,y) | x e [-1,0],y € [1,2)}; b) x = 3,95iy = 2,4; ) x= 3,7,y = 2,1;
d) Notam pdrtile intregi ale lui x si y cu m si n, iar partile fractionare cu a, respectiv ; avem deci

m+n+o=13,9
m+2n+23 =24,3"

deci o = 0,9 5i 2B = 0,3 sau 23 = 1,3. Solutiile sunt (2,9; 11,15) si (3,9; 10,65).
38.a)x e [ % 2) b)x e [ ; 175);c)xe [—i' )m(7 5} decix € J;

x=m+oasiy=n+p,cumneZzafe(,1). Inlocuind 1n sistem avem {

3’ 6’ 4
d)x e (—oo; —%)U(S; +om);e)x e [%, %) (;, 1)u[9; +00) .

Pag. 129 — Test de evaluare
2- b) f(xl)_f(xz)

X] = Xo

1-m

=m;c)x = >0ome(0;1);d)f0)=m-1<0=>m<1,m=0;

e) f) = -3x-4; —6x—8£0<:>x2—% o X e [—%; +oo).

2x+3y =8 x=1 _ Coyy. ) M3 -_9.
3. 2) {Sx AR {yZZ:dlmdz—{A(lﬁ)},b) n-3 om=-2;

Of:RoR,f0) =2x. 4.x e [—%, 3]

Capitolul 5
Pag. 136

1.a)f(x):5(x—%) 2O,b)f(x)_9(x——) L)f(x)—( —%)2-%.

2.2) Gy Ox = {Al (%; 0); Az(%; 0)},Gfm Oy = {B(0; 1)};

b) Gy Ox = {A,(1; 0); Ax(6; 0)}; Gr Oy = {B(0; 6)}; ©) Gy Ox = {A(2; 0)}, Gy Oy = {B(0; D};

_ om. 4 (5. _ ) 7 e el N2
d) Gy Ox = {Al(l, 0); AQ(E,O)},Gmey— {B(0; 5)}.3.x = g,b)x—O, c)x = 5o
4.2)S=7,P=12;b)S=0,P=-+/3;0)S=2,P=3. 5.2)x¥*-9%x+ 14 =0;b) - 4x=1=0;

c)x2+ax—2a2=0;d)x2—% =0;e)x*-15x + 26 = 0. 6. 3y*> + 26y + 54 = 0.

7.2)x = 129,y— %;b)x1 =5y, =-55ix,=-5,y,=50)x;,=1,y;, =65ix, =6,y, = 1;
d)x; =3,y = -2six, = -2,y, = 3; e) sistemul nu are solutii.
Pag. 136 — Test de evaluare

1.2) Gmex:{A1(2, 0), Az(%, o)}, Gy Oy = {C(0; 2)}; b) V(‘z%? —%) @v(%; —%);

b m-3
m

-_b -2 by x=-_b
d)x= % X 4.2.a)A<0<:>m>1,b)x >0

%a > 0o me (—0;0) U (3; +00);

C)S:xl-{-xz:M’p mTZB

= XXy = . Eliminand parametrul m intre cele doud relatii

obtinem: S + 2P = 4 & x; + Xy + 2x1Xy = 4.
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m-n__m+n-1 _ 4 2 —
“min Zm+3n-3 g &om=3sin=1

x; =2 Xy =3 x;=3 Xy =4 . x; =1 Xy =2
4. ) {y1=3 sau{y 2,b) {y _ 4 sau y—3’) y, =2 sau y, =1

Capitolul 6

Pag. 150
1.2)f0) =x2+6x+1;b) f0) =x*+ 2x=3; 0) fO) = =22 —x + 1. 2. f() = x* + x - 8.
3600 =32 + 6x-1.4.y = = + x— 1. 5. f() = x*— 4x + 8. 6. a)f(x)—Z(x—4) +2,

19 7 f00=x-4x+ 4.8 f Ro>R f0)=2%-4x+1.9.a=2,b=4

10. a) Ymin = 2; b).ymax =-9; C).ymin =-9; d) Ymax = & > e).ymax =8.
32

11. a) f este strict descrescétoare pe (—oo; —1] si strict crescitoare pe [-1; +); b) f este strict

b) fx) ——3(x+3)

descrescéatoare pe |—oo; l i strict crescatoare pe l, +|; c) f este strict crescatoare pe (—oo; 0]
p $ pe 5 p

si strict descrescatoare pe [0; +); d) f este strict descrescatoare pe (—oo; 0] si strict crescdtoare pe
[0; +); e) f este strict crescdtoare pe (—oo; 2] si strict descrescatoare pe [2; +o0).

12.2a) a = -2 sinimpar; b) a = 6 sin par; ¢c) a = +2 si n impar; d) a = £2 sin par; e) a = 6 si
nimpar; f) a = 0sinpar. 13.a)m € [0; 4); b) m = 4; ¢) A(0; 1), B(1; 1).

14.a) m € (0; 1); b)y,pin = -2, decim = 2 saum = -1; c)A(%; %), d)y= - + x.

15.a) m € (—0; =11; b) m € (~o0; =1] U [3; +); ¢) dreaptax + y = -2.

16.a) Im f = [ R 3} = VYmaxe = 35 Ymin = % ; b) f este strict crescdtoare pe (—oo; —1) si pe (1; +o)
si strict descrescatoare pe (-1; 1).

18.2) A(2; 1) siB(2; 3); b) |x;—X,| = V6 < (x; + x5)? — 4x,x, = 6 (1). Cumx; + x, = 3m -2

2m -1

=0,deundem { 2; —}

$ixq Xy = S

19. f(0) = —* + 2x -1 20.b) Punem conditiay, < 1;c)m = —% .

21. Notim |x| = t si trebuie si gasim valorle lui a pentru care g(t) = t* + ta + a*~ 1> 0, V t > 0.
Sunt posibile doud cazuri: a) A < 0; b) A2 0sit;, t, € (0; +), unde cu t; sit, am notat raddacinile
eciatiei g(t) = 0.

22. a) Punem conditiaa > 0 §i A <0, obtinema = 1; b) cum A>0, Va € R\ {0} avem xy, x, € R.
Punem conditiile a > 0 si xy, X, € [-2, +) si obtinem a 2% .

23.2a) x € (-0, 3) U (10, +0); b) x € [9; 11]; ¢) x € (=0, 0) U (4, +00); d) x € (-1; 0) U (1; +0);

c)x e (—oo l) UA{l}; ) xe (~0o;-1); 2) x e R; h) x e {-1; 1}.

> 2
24.2)5 = {(10 3;(-28, g;)} b)S = {(1, 1); (8, N} 0) S = {(% 1i(&.- %)}
D8 = (122505 = [0,0:(3, 2 )i0s - [3.-3) anf.

25.2) S ={(1;D; -1;-1D; 1;-1); 1, D} b)) S ={1; D} ©) S ={(2;5); 5; 2}
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PPN _J(—12-y142 . -12+4142 ) [—12+\/142 . —12—\/142) )
d)S={14; 4 -D}eS= {( 3 ; 5 ; 5 ; 5 ;
H8={1;2); 2D} 2S={1;2); 2D} S={1;1D}DS ={2;49; -2} S ={01;2); 2 D}
Pag. 153 — Test de evaluare

m-1 m-1

1. a) i) m > 0: f strict descrescatoare pe (—oo; T) si strict crescitoare pe (

),

m-—1 m-1

ii) m < 0: f strict crescatoare pe (—oo; T) si strict descrescdtoare pe (

v,

b) i) m > 0, f,, are punctul de minim V(mT_l; %), ii) m < 0: f,, admite punct de maxim.
2.yv>0<:>_—1 >0em<0.3.x=2L 0™l _gom=1
m 2a m

4.0)m > 0: f,(R) = [_ﬁl +oo) Jiym < 05 £, (R) = (—oo; %}

5. Ecuatia f,,(x) = 0 are radicinile x, = T -1 six, = 1. Se obtine x [mn_ll ; 1} .
6.x,=1- %,yv = %;yv = xy— 1. Deducem cd V apartine drepteiy = x — 1.

. Parabolele trec prin

2 — =
7.m(x2—2x+1)+2x—y—2=0,VmeR"‘<:>{x —2x+1=0 {x !

2x-y-2=0 y=0
punctul fix P(1; 0).
_ 2 _ _ _
8. Se discuti sistemul {Y =™ 2(m~Dx+m 2.Avemmx2+m—2:0<:>x2= Z_m‘
y=-2(m-1)x m

i) daca 2-m

> 0 avem m (0; 2); dreapta intersecteaza parabola in doua puncte distincte (secanta).

2—

ii) daca M - 0avem m €(—o0; 0) U (2; +); dreapta nu intersecteaza parabola (exterioara);

iii) daca m = 2 dreapta este tangenta la parabola.

2 4 _ _
9. {* 5 1=y S {x =1 . Parabolele sunt tangente in punctul T(1; 0).
-x*+4x-3=y y=0

Capitolul 7
Pag. 158

1. Cercul C(O, " AB ” ) . 2. Dreapta care trece prin O si are directia vectorului AB .

3. Semidreapta cu originea O avind directia si sensul vectorului AB .

Pag. 160

1. (AB+BC)+CA=AC+CA=0.2.Avem: PA-PM =MA, PM-PB=BM si MA=BM.

3. Din ipoteza deducem cd P € [BC]. Avem: PA+PB+PD = (PB+BA) +PB + (PC+CD) =
(PB+PC) + PB + CD - AB = (BP+PB) + CD-AB = 0+CD-AB = CD-AB.

4. BC=BA+AC = (MA+MA) + (AN +AN) = (MA + AN) + (MA+AN) = MN + MN =

= BC+NM =MN.5.2) PC+BP =PC-PB;b) AD+CP=BC+CP;c) AP+CB+CD = AP+CA =

= CA+AP=CP;d) PC-AB-BC+AP = PC+CB+BA+AP = PP=0.
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6.2) AB-AO=BO;b) BO-AD=BO-BC;c) CO-OB = OA-OB=BA;d) AD-AB=BA;
¢) AC-AD+0OD = DC+0D = OC;f) BC—(AO+DO) = AD-AO-DO = OD+0D =

= BO+0D=BD;g) AD+CO-0D = (BC+CO)-OD = BO-0OD = BO-BO =0 .

7. Avem: AB+BM = AM (1); AC+CN = AN (2). Adunind (1) + (2)= AB+AC +BM +CN = AM + AN .

[=]]

Pag. 162
1. Avem: PA=PM+MA (1); PB= PM+MB (2); PC = PM+MC (3); PD=PM+MD (4);

Adunand (1) + (2) + (3) + (4) = PA+PB+PC+PD =4PM + MA+MB+MC +MD .
0

2. Avem: AB=2AM , AC =2AN ; MN = AN - AM = ATC-% BZC.
3. Prelungim mediana AM cu un segment [MN] de aceeasi lungime (AM = MN), avem AN =2AM .

Deducem ci ABNC este paralelogram. Conform regulii paralelogramului AB+ AC = AN .

4.in amBD: MN =MBEMD 4 wapc: MB=2BXCB ;i aach: MT):%. Rezultd
Mﬁ:%(@+6}§+@+@) 1[AB+CB+CD+(AB+BC+CD)] AB+CD)

Pag. 164

1. Fie M mijlocul [BC]. Stim cA AM =30M, AO=20M . Avem AB+AC =2AM =2-30M =
= 3.20M =3A0 . 2. Avem: (AB+AD)+AC = AC+AC = 2AC =2-2A0 =440 .

3. in paralelogramele ABCO si AOEF avem: AB+ AO = AC si AO + AF = AE ;
AB+AC+AD+AE+AF = AB+(AB+AO) + 2A0 +(AO0+AF)+ AF = 4A0+2(AB+AF) =
= 4A0+2A0 = 6A0.4. GA+(GB+GC) = GA+2GM =GA+AG=0.

5. A—/Iﬁzkﬂ—/lz' @@—m:k(ﬁ—m)e(l—k)m = @—kﬁé @mzﬁﬁ—%ﬁ

Pag. 165 — Test de evaluare
1. AB, DC, ON au aceleasi sens. 2. Fie O centrul paralelogramului. Avem PA + PC = 2PO (1) (in APAC,
PO mediani); PB+ PD = 2P0 (2) (in APBD, PO median3). Din (1) si (2) avem PA+PC=PB+PD.
3.a) PA+PM =PN (in paralelogramul APMN); b) AN +PM = AN + NC = AC ;
¢) AN+MB=PM+MB=PB=AP;d) AB+MN =AP+PB+MN = AP+NM+MN = AP .

13 13

4. BC=13;AM = =, M mijlocul lui [BC]; AB+AC =2AM = |AB+AC| =2|AM | =2 5 =13

5. a) MN = % MQ = @ — MN+MQ = X (Z@ +BD) ; b) In patrulaterul MPCB avem:

MP+PC+CB+BM =0; in patrulaterul MPDA: MP+PD+DA+AM = 0. Adunand cele doud
relatii obtinem 2 MP = AD + BC . Analog obtinem 2 QN = AB + DC . Adunénd avem 2 MP + 2QN =
= AD + BC + AB+DC , de unde concluzia.

6.BC =BD + DC =BD + B0 = 2*1 BD — BD = —>_BC, AD = AB + BD =
A A A+l

A A as A= 1 -5 A =

AB+ch AB+T(BA+AC)— TAB+TAC mAB a1 AC
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7. Fie O centrul hexagonului. In paralelogramul ABOF avem AO = AB+ AF, cu AB=ED si
AD =2A0 . Deducem AD =2A0 = (AB+AF ) = 2(ED+ AF) = 2 ED+2AF .

Capitolul 8

Pag. 181

2. PA+PC=2PO si PB+PD=2P0.3. AB+AD =2AN; CB+CD=2CN ; NA+NC =2NM .

4. PA-PD=DA; PB-PE=EB; PC—PF =FC si AD+BE+CF=0.

5. Daci O este centrul hexagonului avem, conform regulii paralelogramului, AB + AC + AE + AF =
= AB+(AB+AO) + (AO+AF) + AF = 2(AB+AF) + 2A0 = 2A0+AD = AD+AD =2AD.
6.2a) In paralelogramul HBA'C avem HB+HC=HA";b) In triunghiul HAA’, [HO] este mediana
si avem HA+HA =2HO; ¢) HA+HB+HC = (HG+GA) + (HG+GB) + (HG+GC) =

= 3HG+(GA+GB+GC) = 3HG+0=3HG . d) Din 2HO =3HG deducem ci punctele O, H, G
sunt coliniare. ¢) OA+OB+0C = (OG + GA) +(0G +GB)+(0G + GC) = 30G +(GA+GB+GC) =
30G+0 = 30G = 3%61?:61?.

DB AB 1 k = aTn
7. Fiek = (teorema bisectoarei). a) Avem AD =-——AB—-—~—-AC = AD
DC AC b 1-k 1-k
=Y (b.AB+c.AC): b1 . 55__1 55 k 5= _b-PB+cPC
= 55 (b-AB+c-AC); b) In APBC avem: PD = = PB- 1 PC = =1

Daca P coincide cu A obtinem punctul a).
8.a) AB+AC =2AD < 2AF +2AE =2AD; b) (AB+ AC = 2AD si AB+AC=AL) = 2AD = AL

a)

= A, D, L coliniare; ¢) AL =2AD = 2(AE +AF).
15 155

— AN - _L1zac_1 -1 - =1
9. MN = AN AM—SAC 5AB 5(AC AB) 5BC.
.~ AO _BO _a A _ . _ . . oYa
10. a) oc oD b = Ao_a+b ’ a+b "’ a+b"’ a+bBC‘

11. AD-BC = AB-DC = (BC -2BM) - (2DM + AD) = BC-AD +2(MB+ MD) =
= BC-AD+2-2MN . AD—BC = 2MN . Din ipotezd AD — BC = 4MN , de unde 2MN =4MN <
< MN =0 < M =N < ABCD paralelogram.

Pag. 183 — Test de evaluare

A o_ 2 i T ST
1. i1 - 3 S3IA=-2A-2 A 5 2.2a) AB = (xg—x)1i+ g—ya) Jj 31 +27;

BC=-21 -5j; CA =5i +3j;avem AB+BC+CA=0;b) OA =x41 +y,j] =21 + j;
( 5 1

OB=-1-3j,0C=-31-2j;0) F1eM(%, ) 2) P(—l —l) mijloacele segmentelor

272
[AB], [BCI, [CAl, ; OM—%l +j:ON =-27 +% ,()T)_—%{—lj

3. AB =-3{ -3j,BC =-5i{ -5j, AC=-8{-8j, AB+BC = AC.
4.M(—1,—%); OM =-i - %j.s. G(1,-2); 0G =1 -27.
6. a) Fie [AA’, [BB’ bisectoarea unghiului A, respectiv B. Avem A'(g, 3), B’ (4, %) (teorema

bisectoarei) si OA’ = %f +3j,0B =41 + %j,
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a-OA+b-OB+c-OC
a+b+c

3j,0C =41 +3j,a=4,b=3,c=5.Deducem O =3i +27j.

7. Tinand seama cd tangentele duse dintr-un punct exterior la cerc sunt congruente, avem AP = AN,

- _ . PA MB NC _ . . o .
BP = BM, CM = CN. Obtinem 7B MC NA 1. Conform reciprocei teoremei lui Ceva, rezulta ca

dreptele AM, BN, CP sunt concurente.

b) Fie I centrul cercului inscris in AABC, avem: OI = ,unde OA =4i, OB =

Capitolul 9
Pag. 186

1. &, om.on . 7n, 2n, Sm, on, 7m, 1ln 5 350, 150, 220301; 225°; 315°; 102°.

18’36’12’12’3 6’ 4 4720 "

o. 107r 47r - 2. -1 Jh_1 =
3. 75% 12 .4.2) ; b) . 5. Panta este tg 3 stga = Ty < d=6mm.
Pag. 195

2.a)T=12m;b) T=2m0) T = %;d)T=5n;e)T=24;Df(x+T)=f(x)<:>|sin|x+T|| =

= |sin|x|| < sin|x + T| = £ sin|x|. Pentru T = wavem sin|x + | = % sin x; analog daca T = 2x.

Perioada functiei festen. 3. a) T=m; b) T = ) T=2m

10 ;
4. Conditia ca functia f(x) = sinvx sa fie periodicd este ca V x € R, si existe T € R, T # 0 astfel
incatsinVx+T =sinvx < Yx+T = Dx + knkeZox+T=x+ kK + 2D %nx <
o T = k% + 2(=1)"knx . Rezulti ci nu putem avea T = constant cand x # 0, adicd T nu este

independentd de x. Asadar, functia f nu este periodicd. 5. T = % .

6. a) Cele mai mici numere care satisfac relatia mn = ZLSH suntm =2sin=5=T=2m;b) T = 2x.

7. a) f nu este nici pard, nici impard; b) nu este nici pard, nici impard; c) Daca n este par f este
impara, iar daca n este impar, atunci f este para; d) Dacd n este par, f este para, iar daca n este impar,
f este impara; e) f este para.

9.a)T = %; b) f este neperiodicd; ) T=6m; ) T=m;e) T = %; HT=Z.10. a) feste par;

3
b) f este impara; c) f este pard; d) f nu este nici para nici impara; e) f este para; f) f este para.
11. Avem f(x) = 5 + % ,X € (0, E) = minf(x) =5 + % =5+ 2 = 9 si se obtine
sin“ 2x 2 max sin” 2x 1
pentru x = % 12. a) minflx) = - ; maxf() = 1; b) minf(x) = _§’ maxf(x) = 2; c) Daca—% <-2,
adicdm=>2,avemminf(x) = 1-m + nsimaxf(x) = 1 + m + n; dacad-1 < % < 1,adicam e (-2,2),
m? —4n

avem min f(x) = - simaxf(x) =1+ |m| + n; dacdim<-2,avem min f(x) = 1 + m + n;
max f(x) = 1-m + n. 13. min f(x) = 1 si max f(x) = 5.

15. Functia este periodica de perioadd T = = si este pard; f este strict crescdtoare pe fiecare interval de

forma [—% +km, kn} , k € Z, si strict descrescdtoare pe fiecare interval de forma [kn, %+ kn} ,k eZ.

16.a) x = % :>f(%):—% ; b) Notdm x — % = t, obtinem f(t) = cos t - 1.
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Pag. 199
1.a)sin600°—sm10Tn =-sinZ = g,b)——,g)l d) J— .2.2) J— g g,dn
3.a)E=0;b)E=cos32°-sin32°. 4. E=1 +sinx cosx.
Pag. 204
_ 63 _ 56 .y V3 ~ T, y
1.cos (a-b) = 65,sm(a+b) 65 - 2. Avem cos (a - b) = 5 ,eu0<a-b < 2,rezulta
16 33 us
a-b= 6 3.tg(a-b) = 63,ctg(a+b)—564a+b—3+kn,keZ.
243 (1+ ctg?
5-a)E=—M;b)E=tg(a—b);c)E=ctg(a—b);d)E:ctga.10.E:q.
1-3ctg®a
13. cosx cosy cosz-— Zcosx siny sing=cosx(cosy cosz—siny sing)—sinx(sinz cosy +
+ cosx siny) =cosxcos (y +2)—sinxsin(y+2) =cos(x+y+2) = %.14.E: %.15.E:4.
Pag. 211
- -7 in2q= 24 -7 - 24, =7 4.sin3a= 2
1. E=5.2.cos4a = 25.3.sm2a 25,cosZa 25,tg2a = ; ctg 2a 24.4.51r13a 195
5 smazi% 6 sm2a——g;c052a= g;tha——l

2
12.2) g—%:z(%%) S P@@ - D - - 12+ 1=0.14. u+2v = 2k + D, k € Z.

_ a®-3a*+d*+2a-8 _ % x;B’ x & (=0,-3) U (0, + )
15.E = : 16.E=] 2 X :
a _1 _

5 , xe(=3,0)

17. {f00) | x e [-m, ©]} = {g() | ¥y € [-1, 11}, unde g(y) = -2y* + (5 - a?y + a* + 1.
19.tg%=J§ +1.20.E=n.21.sin15° = %(«/@—«E);coslS": %(«/€+«/§).25.tg%:«/€—«/§ -1.

Pag. 218
Bl 326, ) 1= f «/_(f 1. V3
)73 3 b) 4 5 s d) se) 2c0520°cos40"’D B -1

2. 2) 2coszg tg x; b) sin (x + y)cos(x - y); c) sin(x —y) cos(x + y). 3. 4 cos 45° cos 15°.

4. a)E=4 cosz(x—y); b) E = sindx sin2y;c) E =4 cos’-1.5.E = 1.
6.E=n secP seca sin(B-o);b)E=n secP sin (- a);

¢) E = 4 cos 2a cos (E + cx) cos (f —cx) d) E = 4 coso. cos 2B cos 3y.

6 6
10. Avem cosaTb =p cosa+b si sin a;b =—q cosaTb de unde rezulta:
. a+b Pq a+b 1 a+b b p
a) sin =- ;b) cos = ;o) tg =-pq; deos =2 = 2
2 \/1+p2q2 2 \/1+p q 2 /1+p2qq
. a-b _ [1-p*+p°q* . a-b _ 1-p*+p’¢
e) sin = 55— ) tg = .
2\ 1+p7g 2 p
11.sina-cosa=+v2-m? ,m e [—«/5, V2 1.19. E(@) = Ljazg.
1-tg“4a 63
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sin(2n +1)x

20. Generalizare: sin x —-2cos2x—-2cos4x—..—2cosnx =1,Vx e R\ {kn}, k € Z.
Pag. 219 — Test de evaluare
_ 12 __ 5 443 sf _1 __=
1.cosa——13,tgcx 13- .2.cos0 = 7 ,Cos8 B = . Din cos(a— B)—Z,cuO<B a<2:>
_ _g=_T
=>B-a= 3 = B 3
4. Folosind formulele pentru a?-b% sinx £ sin Y si cos x £ cos y obtinem F = ctg 3x.
5.E= sinza;Fz %.6. sina, = %;Ez 2. 7. cos®o = %;E= 1.

Capitolul 10

Pag. 226

1.a 5“ ;b) 1542 ;0) - 123 ;d)0.2.m=16,n= 43 . 3. cosA——37—2 = unghiul A este obtuz.
_b+c -a* | a®+*-b* | d®+b*-c* _ 39

4.cosA + cosB + cos C = 5be + Sac + 5db =33

6.a=44: b= 2442 ;sinB = OV2

11
. 5T
sin 22
8.a)c=4,b=6; smB—§ smC=g,b)Bl;a= 12 ,c=12J;
5’ > 12 sin =% sin &
12 2
sin 12 \/_4\/_ $1sm =M:>a=(\/g+\/§) $ic=12(2+\/§).
Pag. 229
3.a)c=8;sinA=M:AziﬁsinB—% :?n;
- Toosge Y3 LpoE.oo X,
b)C—lz,a 643-6,b=9V2-3/6;0)A= T cosB= "3 =B £:C=3;

d)B = g;b=16(J€+I) c=16(2 464/3);¢) C = b=12(V3+1);c=12(v3+1);

12’

_2n.,_ 1043 . _ 1043
DB—S,a 3 ,C 3 -

Pag. 233

1.Avem AB = DC, AD=BC, BD=BA+AD, AC = AB+BC . Ridicand la pitrat obtinem:

BD" = (BA+AD)*= (AD-AB)*=AD*+ AB*~2AD-AB (1)si AC’ = (AB+BC)?=AB? + BC* +
+2AB-BC =AB*+ AD*-2AD-AB (2). Adunand (1) si (2) deducem BD? + AC* = 2(AB* + AD?).
2. Solutia 1 (vectoriald). Fie AABC cu m(<(A) = 90°,AD 1 BC, D € [BC]. Avem CD = CA + AD | - CB
= CD-CB = CA-CB + AD-CB = CA-CB (deoarece AD 1 CB < AD-CB = 0);

CD-CB = CA-(CA +AB)= CA + CA -AB = CA° (deoarece CA L AB < CA AB = 0)=
CA” = CD - CB = CA®> = CB - CD.

Solutia 2 (sinteticd). AADC ~ ABAC = gg Z—g < AC? = BC - DC. Analog pentru cealaltd cateti.
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3. Solutia 1 (vectoriald). Fie AABC cu m(<{A) = 90°, AD | BC, D e [BC]. Avem AD = AB + BD
si AD = AC + CD. Inmultind scalar cele doud egalititi avem AD~ = (AB + BD )(AC + CD) =

= AB-AC + AB -CD + BD-AC + BD-CD = AB-CD + BD (AC+CD)= AB-CD + BD - AD
0

— AB CD (deoarece BD | AD <> BD-AD = 0.Cum AB = AD + DB, avem AD- = (AD + DB)-CD =

= AD-CD+DB-CD =DB-CD (deoarece AD-CD = 0). Deducem ci AD?> = BD - CD.

AD _ BD 2
Solutia 2 (sinteticd). AABD ~ ACAD = D= AD < AD“ = BD - CD.
Pag. 237
T p_ M.~_ 51 3+\/_ -

2.A= 7,B=3;C= 12,c_f+1 S = .3.a= 219

_ _ 65, _ 4 = 3. :&
7.S=84;R = 8,r 4; cos A 5,s1nB 65 -
8.B = % siA=C= % In concluzie, triunghiul ABC este echilateral.
9 4_ b___¢ _ x=>a=2xb= 1+\/_xc—\/6x;

¢ b __c (1+43)

_\/5 _ T, _\/_ \/_ _ _ 1 1
cosA—T:A—Z,cosB B—lz,cosC §:>C—§.

Pag. 239 — Test de evaluare

1.2 y1 v, ©om(V;, V,) =90°<cos (V;, V,) =0 v, -V, =0

S0l +y17)0GT +Y,]) =0 XX, + Yy, = 0;

b) Folosind a) avem ¥, L vV, < V; ¥, =0 A+ DA+ 2)-AA +5)=0<r=1.

o A+B (A-B _ 5. C C 4 C  A-B _
4.cos A + cos B = sin C < 2cos 5 cos 5 = 2sin 5 cos 5 & sin 5 cos 5
. C C . C A-B C A-B C A-B C
= ~. =~ ~ — ~| = = = =4+ =
sm2 cos2 <:>sm2(cos 5 cosz) 0 < cos 5 cos2 = 5 x5

DinA-B=C=A= % ;din A-B = -C = B = <. Prin urmare, AABC este dreptunghic in A sau B.

NIE

5. Din teorema cosinusului si prima relatie obtinem cos A = % , de unde m(<{A) = 60°. Folosind si

relatia a doua avem cos(B- C) —cos (B + C) = % si obtinem B - C = 0; m(<{B) = m(<C) = 60°.

6. Transformand in produse egalitatea avem a (tgA tg A+ B) =b (tgA;B —tg B) si folosind

teorema sinusurilor obtinem sin AE (tgA-tgB) =0< A =B.

Capitolul 11

Pag. 239 - Algebra

1. Nu; se foloseste teorema impartirii cu rest.

2. a) n € {1; 3}; pentru n > 5 ultima cifra a numdrului din enunt este 3, deci nu poate fi patrat
perfect; ) > <nn+ 1) <+ D% o) n-1°< (n- D + 1) <n’.

3.a)8!'+2,8' +3,8 +4,8 +58 +6,8+7,8+8bn+D'+2 n+D+3 ..,
n+D'+ @®+1).
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=d/(12n+9-12n-8)=d/ 1.

4. 2) Fie {d /(Bn+2) {d /4(3n+2) {d /(120 +8)

d/(4n+3) — |d/3(4n+3) — |d/(12n+9)

d/n+2 d/2(n+2) d/2n+4
d/2n+3 ~ \d/2n+3 ~— \d/2n+3

6.2) n*+1=k*(keN) oh-k)(n+k)=-1=n=0;b) n* + 2003 = k* (k e N) &

< nm-k)(n+ k) =2003 = n =1001.

7.a) &+\/§:14\@; Jx = aV10 si \/;:b«/E cua,b e N,a+ b = 14; b) analog a).
8.a)k=20)k=3.9.2)(@+b+c)?=a>+b>+c%+ 2(ab + bc + ca);
a®+b2+cE-3abc=(a+Db +c)a®+ b%+ c?-ab-bc-ca).

10. Metoda reducerii la absurd. 11.a® + b° + ¢ = (@ + b + ¢)(a® + b®> + ¢® — ab - bc - ca) + 3abc.

2 2\?
2. = (ERE 13 4@ s ab 4 b

5.a)Fie{ =d/(2n+4-2n-3)=d/ 1.

14. Notdm vx-1 =a, Jy-1 =b; vz2-1 =¢; @-1D*+0+1D*+Cc-1%=0c
S @=1,b=-1,c=1),dar yy—-1 = -1 este imposibil pe R.

15. Notim Vx = a, Jy-1=0b; v2-2 =g @-1D*+0-12+c-1)?=0ca=b=c=1;
1 1 1
l+a+b’ 14+b+c’ 1+c+a’
18.a)b+c=x,c+a=y,a+b=zbd®+122a ) a®+ p*22ap. 19. (a-b)(b-c)(c-a) 0.
20. Se foloseste inegalitatea Cauchy-Schwartz; b) Inegalitatea Cauchy; egalitatea are loc pentru

(., y,2) =(1,2,3).16. (x,y) = (2, 1) solutie unica. 17. a) m, > my, pentru

a=ay=..0a,= % 21. Notam radicalii cu x, y, z; avem x + y = 2z = x* + y*> > 22°.

ab _a+b. ab _a+b. . ab a+b. ., da 8a 4., d 8a 4p.
23.2) a+bh = 4 D) ab+1- 4 ;¢ ab+p = 4p ;) a+l > 9 9’6) a+p = 9 9’
) (a-b)?>0; 2) se foloseste f); h) a(b - D%+ bla-12%>0; i) se foloseste ); j) a(b - m)? +
+ b(a-m)*> 0; k) se foloseste h); 1) (a — b)* > 0; m) se foloseste f); n) se foloseste f).
25. inegalitatea este echivalenti cu (o — Bx)* > 0; b) se foloseste a); c) se foloseste a).
27.X={1,2,3,8,9}.29.m e(—w0;-1] U [1; +).30.-8 + 0 = -8. 31. (0; 0), (0; 1); doud perechi.
32. Pentru prima inegalitate se ridicd la patrat. Egalitatea are loc pentru (a, b, ¢) € {(1, 0, 0);
(0, 1, 0); (0, 0, 1)}. Pentru a doua inegalitate se foloseste inegalitatea Cauchy. Egalitatea are loc
pentrua =b =c = L ; b) Vezi punctul a). 33. —“x_lsl.
J3 x 2
3.a-c=c-b=k=a=c+kb=c-k;a*+b*=(c+ *+ (c-k)* = 2¢* + 12c%? + 2k* > 2¢*.
39. a)x e [-153;b)xe[l-a;1+al;c)xela-2;a+ 2];d) x e [a-b; a+ bl;
e)x e (—oo; 1] U [3; +0); ) x € (~o0; 1 —a] U [1 + a; +0); g) x € (—o0; a—2] U [a + 2; +x);

h)x e (~o;a-b]l ula+ b; +0); 1) x € (—oo; %),J) X € (—oo; azz); k) x e (—OO; a;b);

) x e (0;0) U (3; +0); m) x € (—0; 0) U (a + 2; +0); x € [0; a + b]; 0) x € (—o0; 0) U (4; +0);
p)x € (—0; 0) U (M; +oo).40.xe {-4;-2;0; b)xeT;c)xe d;d) x e T; e) [0; 1];

3
2(a+b)}‘

fx e [0;al; g) x € [-1; 1]; h) [-a; al; 1) x €{0; 2}; j) x € {0; 2a}; k) x {0; 3

41. a) x € {—3; 2; Bigﬁ}; b) x € {-2; 6; Bi\/ﬁ}; c) x € {—2; %}, d) x e {—%;%};
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o) x e {1:V5; 1225} ; D x + 4 = t; ) x> + 10x = ¢, (¢t + 16)(t + 24) = 4¢ + 125;

- 7x + 8=t (-2 +2) =12, ) x> +3x-7 =1t xe {‘3i2‘/4_1; ‘3?33};

DEx+3)0P+3x+6) =0;x+2=t,xe {2+V5};Dx+a+1=tm)xe {1;3;“2‘/6}.

42.2)x=2;b)D = [2; +),S = {11;38}; ©) D = [a; b], x = a+b+2@(b‘“‘2) . d)x e [5; 101;

e)x € {1; 2}; ) D = (—o0; =1] U [2; +), x = —\/2+\/§;g)x =1;h) xe{a; b}; 1) x = 2;

j)xe{—14;1};k)x=a2+a;1)xe {—%;—%};m)le;n)D:[—2;2],x:—2.

43.2) x € {16; 81}; b) x € [16;81]. 44. a) x = 3; b) Vx+a® =t ¢) Vx+a® =t

45. 0, y,2) =@+ 1,b+1,c+ 1).46.a)x e {—%;%};b)xz %.47.x= a;b‘
48.2a) x € {1;3;5}; b) x € {-4; -1; 2; 5}; c) x € {1; 4}; d) x € {11; 16; 21; 26}; e) x € {-5; -2};

f) x e {-14; -10; -6}; 2) x € {%, 1}; h) x e {—%;%; 1}; i) x, = k(n + 1) - 2n + 1, unde
ke{n,-n+1,-n+2..0,1,2}; ecuatia are (n + 3) solutii; j) x, = (2n + 1)k — 6n — 2, unde
ke {2n + 1, 2n + 2, ..., 4n}; ecuatia are 2n solutii; k) x, = (n + 2)k + n, unde k € {-2n, -2n + 1,
n-k+1

n+1
ecuatia are n solutii. 50. M = {-19; 5}; S = -14.

..., —n}; ecuatia are (n + 1) solutii; ) x; = ,undek e {-n+2,-n + 3, ...,,-2,-1,0, 1};

=

2

51.A={-14;-5;-2;-1;0; 1; 4, 13}. 52. m (——' 3

1

—1.53.a=2,b =
4’4) a=2b
1 1 + 1
x—-a x-b x-c
3x2—2(a+b+c)x+ab+bc+ca=OcuA=a2+b2+cz—ab—bc—aczo,decixz,x3eR;

54.(@a+Db+c- x)( ) =0;x; =a+ b+ c e R, x, six; sunt solutiile ecuatiei

X1 X5, X3 € {0, b, €} 55. A = {-2;05 1}, § = -1.56. A = {1;2; 31, 57. x5, - 301, + %) = 2 ¢ 7.

2
58. X, = X135 X; = Xg; card A = 98.59. m e (-152). 63. a) xy = — T, yy = —

Daca n = 0, obtinem dreapta x = —1; daca n # 0 obtinem dreaptay = n(x + 1);

b)AB = |x;-x,| =2 % ; VF = :‘—2 = ,deci 2VF = |n|AB; c) Punctul fix cdutat este P(-1, 0).

n’
m

64. F(1; 0). 65. F(1; 0). 66. f,,(x) = mx® - 2mx + 3-m),meR*. 67.xy =y, m= %
68.m e [-11; 5]. 69. m < %.70. a) (2x+m)?20;b)m e[o, %]c) Fie a®> + ma + m® = n,
neN;pentrun=2m2,m¢0:a1,2= @ e R\ Q; pentrum = 0, avema = \/EER\Q.

71.m e [—%, %} 74.m e (=0, 0) U (2, +00).
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76.b)f(x)=nx2—2(a1+a2+ .+ a)x + a1+a2+ +an,f(x)>f(—i) VxelR.

77.2) fx) =x + 2;b) fx) =x + a; ¢) f(x) = x-b.
78.b)x; =a + b, 2x* = (a + b)x + 2(a*-ab + b?) = 0.
82. f(x) = —x* + 2mx + 7m. 83. Se scad ecuatiile.

84.A; = a? —4b,, Ay = aZ — 4b,; A, + A, = (@, — a,)* > 0 = cel putin un discriminant este pozitiv.
85. Inegalitatea Cauchy—-Schwartz: (x + 2y + 32)2< (2 + y2 +29)(1% + 22 + 3%

a2
1 7 = = 14 < a = £14; b) Generalizare la punctul a): a = w

86. 24x1x, = 5(x; + xp) + 4.

87. Presupunem A; < 0, A, < 0, A; < 0 si obtinem (a + b + ¢)* < 0, contradictie.

88. Presupunem A; < 0, A, < 0, A; < 0; obtinem A; + Ay + A3 = 3(a + b + 0? < 0, contradictie.

>3+ +22>2 L

m+n 2m+3n-3 8
92. Ecuatia (m — 1% - 2(m + Dx— (m + 1) = 0 are doud solutii distincte A > 0 & 8m(m + 1) >0 <

gg. M-n_ _m+n-1__4 _ o ny=(3,1).90. me {0} U[1; +o). 91. minf(0) = b-a.

o m e (=0 -1) U (0; +0). 93. m e {@}

94. Ecuatia de gradul al doilea in x: 2%+ 5xy + 2y - 14 = 0 are (A = 9% + 112 = p% cu

peZ) e 9?-p*=-112< By -p)By + p) = -2*. 7 etc.

.- . . . S . . _ 3xyz

95.m e (0, §) 96. Se aplicd proprietatea pentru x, y; apoi z, t si se inlocuieste t = —xy Tyzea”
>3

102. abx(x — 1)* + bex(x - 1)? + ac(x* - 1)*> 0. 103. m e [-4; 0]. 104. card A = 1.

105. m e (=1; 5). 106. f(x) = 22— 1. 107. f(x) = x— b. 108. f(R) = [-1, +).

109. x - 2a - x; f(x) = %g(a—x - %g(x+a).110. Imf = [—%, +oo).

97.T=3.98.f00) =x* + k, k e R. 99. T = 4. 100. T = 2b. 101. x e [0 8} [5, +oo).

1-x, daca x<1 8
111. fx) = < 0, dacd xe[l, 2]. 112. Pentrum = 3 rddacina comund este x, = 2.
x—-2, daca x>2

113.A>0,P < 0;m e (=05 —10) U (0; +00). 114. A; <0, A, < 0, m e (%; 1+2J§).
115. (a; b) € {(0; 0); (2; 3); (3;2); (1;5); (5;1); (2;2)}.116.b>a =c. 117. E = 25.
118.m<1.119.x; =a+b, x, = a;b .120.a)A=5(m—1)22 O;b)yme (—oo; _ﬁ)u(ﬁ; +oo).

121, 2) f(1) = 1; b) f(1) = 1. 122. a) f(2) = 2; b) f(@) = a. 123. a) f(1) = 1; b) f(1) = 1.
124. a) (x;y) = {(4; 5); (5; D}; b) Gi; ¥) € {(5; 5); (=5; -5)}; o) & ¥) € {(2; 3); (-2; -3)};

D esy)=02;1);5e) 0gy) =(2;-1);0 6;y) = (@ b); 0 y) € {(1; 3); (3; ; (1, :1,)) (% 1)};

2
h) (G y) e {(1; 2); (2 1); (% 1); (1; %)} i) se scad ecuatiile; ) y = XT‘C) X -18(c+ D2 =0;

K) GGy 2) =(0;1;3); D) Gy 2) = (0; 1, k);m) Ogy; 2 = (1;1; 2);n) 06y; 2) =025 2; -2);
0)x =y =2ze{£1}.
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Pag. 252 - Geometrie
1. Dacan = 2k, k e N*, atunci M este mijlocul segmentului [A}A; 1], iar daca n = 2k + 1, k e N*, atunci

M coincide cu Ay, ;. Obtinem: PA; + PA, +...+ PA_ = (PM + MA,) + (PM + MA,) +...+ (PM + MA,) =
=nPM + (MA,+MA,+...+ MA,) = nPM+0=nPM.
2. Construim paralefe prin P la laturile AABC. Avem: 2ﬁ:m+}‘76 s 2@:ﬁ+fl\7 s
2PP, = PS+ PR ; adunam cele trei relatii = 2(PP, + PP, + PP, ) = (PQ+PT) + (PN+PR) +
+(PS+PM)= PA+PB+PC =(PO+0A)+ (PO+0B)+ (PO+0C)=3P0O + (0OA+0OB+0C)=
=3P0+0 = 3P0 . Deducem PP, + PP+ PP, = 3P0

3.2) AM=AO+OM, AN = AO+ON. AM-AN = AO" + AO-ON +OM-AO+OM-ON =
=AO?> + AC-(OM +ON) + OM-ON = AO*-R? = const.; b) Fie C’ punctul diametral opus lui C in
Nl I UiV
0 -R?
cercul dat; avem m(<{CBC') = 90°; AB-AC =(AC' +CB)-AC = AC-AC+CB-AC = AC'-AC
I . . . 2
(deoarece CB L AC = CB-AC =0) = AB-AC= AC'-AC = AO*-R? = const.
4.2) MA=MI+IA; MB=MI+1IB; MA>-MB? = (MA+MB)(MA-MB) =
= (2MI+IA+IB)(IA-IB) = (2MI +0)(BI+1A) = 2MI-BA = 2IM -AB;
b) dreapta perpendiculard pe AB; c) dreaptd perpendiculard pe linia centrelor 0,0,.
5. AC=AB+BC; BD=BC+CD; AC-BD =(AB+BC)(BC+CD) = AB-BC+AB-CD +
+ BC-BC + BC-CD = AB-CD+BC(AB+BC+CD) = AB-CD+BC-AD.
6. Fie E si F mijloacele segmentelor [AB] si [CD]. PA+PB=PE+EA+PE+EB=2PE ;
PC+PD=PF+FC+PF+FD=2PF; PE+PF=P0O = const. b) Se foloseste exercitiul anterior si
AB-CD =0 (AB L CD).c) AB° +CD° = 8R? - 40P* = const.

2

7. a) Cercul de centru I si raza J%— IA% , cu conditia k > 2IA*> & k > A123

; b) Cercul de centru G
cu conditia k > GA® + GB* + GC~.

9. Fie M, N mijloacele coardelor [AD], [CD]. Avem OMPN dreptunghi. Obtinem:
PA+PB+PC+PD = PO+0OA+PO+0B+PO+0C+PO+0D = 4PO+(0A+0OB)+(0OC+0D) =

= 4PO+20M +20N = 4PO+20P = 2PO.

11.2) AM+BN +CP = %(@+K€)+%(§E+EA)+%(6§+FA) = %(@Jsﬁn
+%(§E‘+5]§)+%(Cﬁ+§6) =0:;b) GA+GB+GC = —%W—%Eﬁ—%fﬁ =
2(AM+BN+CP) 2 ;) GM+GN+0P = JAM+1BN+1cp = 1AM +BN +aP) 2 0.
12.G=G' < AA'+BB' +CC' =0.

13. Fie k valoarea comund a rapoartelor din enunt. Avem % =k« MA=kMB =k(MA+ MB) <

i __k & e__ k 77 pA__k =%
c>MA——1_kAB.Analog NB__l—kBC’PC__l—kCA’

Obtinem <> MA + NB + PC = ﬁ(@ +BC +CA) = 0. Cu ex. 12 = AMNP si AABC au acelasi centru
de greutate.
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14 P[xA+xB+xC+xD yA+yB+yC+yD]
. 7 , 7 .

- not _ _
21. a) Alegénd un sistem de coordonate cu originea in A si semiaxe (AB, AC) = (i, j).Obtinem
A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1), D(0, 1),M(%, 0) , N(1, %) . Avem (DN): 2x + 3y = 3, (CM): 8x—y = 7.
s (12 5 AP =127, 55 . 1) |AP| =

RezultaP(ﬁ, ﬁ) , de unde AP = 3iti3/; b) |AP| = 1.

22. in coordonate conditia dati se scrie |x - a| - [x-b| = k|x—c| - |x-d| & |(x-a)(x-b)| =
=k|x-9x-d)| o x-a)x-b) = tk(x - c)(x - d). Pozitia punctului M se determind calculand
pe x din relatia de mai sus.

23. a) Fie O intersectia diagonalelor; iIn AMAC, MO mediana: MA + MC = 2MO (1); in AMBD, MO

median: MB +MD = 2MO (2).Din (1) §i (2): MA + MC = MB + MD ; b) Se foloseste relatia medianei

MA* + MC*  AC* MB? + MD*  BD?

2 4 2 4 -
Cum AC = BD, relatia cerutd este imediatd; c) Se ridica la patrat egalitatea vectoriald a) si se tine
seama de b).

in triunghiurile MACsi MBD; in AMAC: MO = ; inAMBD: MO? =

24. Avem: m:%(@+ﬁ), Eﬁ:%(ﬁﬁ+§é) , Eﬁ:%(cﬁ+@§). Prin adunare obtinem:

AM +BN+CP=-L(AB+BA+AC+CA+BC+CB) = 0.
0 0 0

25. MA'=MB+BA' =MB+k-BC, MB =MC +CB =MC +k-CA, MC' = MA+AC' =MA +k-AB .
Adunand cele trei egalitati obtinem: MA’+ MB'+ MC' = MB+MC + MA + k(AB+BC +CA) =
=MA+MB+MC (1). Daci G este centrul de greutate al AABC, avem: MA + MB+ MC = 3 MG (2).
Daci G’ este centrul de greutate al AA'B'C’, avem: MA + MB' + MC' = 3MG' (3). Din (1), (2), (3)
=>G6G=G.

26. Avem CE =CA+AE si BG=BA+AG ; CE-BG =(CA+AE)(BA+AG) = CA-BA+CA-AG +
+AE-BA+AE-AG .Dar CA-AG = 0 (CALAG), AE-BA = 0 (AE L BA),iar CA-AB+AE-AB =
=AB-AC+AE-AG = bc cos A + bc cos (n—A) = bc cos A — be cos A = 0, de unde CE L BG.

27. in AMBC, MD mediani: MB+MC =2MD (1).In AMAD, G imparte latura AD in raportul

% = 2. Avem: MG = 1\7[A714;221\7[5 (i)l\—/[A7+1\7:[))§+1\7[6
obtinem: 9MG- = MA- + MB" + MC~ + 2MA - MB + 2MB - MC + 2MC - MA , de unde se obtine relatia ceruti.
28. a) In patrulaterul ABFE avem: EF+FB+BA+AE=0 (1).In patrulaterul CDEF avem:
EF+FC+CD+DE =0 (2). Adunand (1) si (2) = 2EF + (FB + FC) +(AE+ DE)+BA+CD =0 <
< 2EF = AB-CD ; b) Ridicand a) la patrat si tinAnd seama cd AB-CD = 0 (AB L CD) se obtine
AFF° = AB +CD - 2(AB-CD)= AB" +CD ;

<) AD=AB+BD |-CD = AD-CD = AB-CD + BD-CD =BD-CD;

d) AD=AC+CD |-AB = AD-AB=AC-AB+CD-AB = AC-AB.

30. A(-9; -2), B(3, 2), C(-1, 4) sau A(-9; -2), B(-1, 4), C(3, 2). 33. 15.

= 3 MG = MA + MB + MC . Ridicand la pitrat
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Jo7

34. |u+v | = —“27 ,lu=-v | = Rt 36. Se aplicd teorema medianei In AMAC si AMBD.
37. Se aplici teorema medianei. 39. Se aplici teorema medianei. 40. MA? + MB? + MC? = 3R? + a2

41. MA® + MB® + MC? = 3MG? + L (@® + b*> + ) = min. & M =G.
3

B _ [p-0(p-9 ..  C _ p(p—c) -
45. tg 2 =\ b ctg 2 “\NG-00p-b . 46. Relatia Stewart.

49. a), b), ¢) Se foloseste teorema cosinusului; d) Se foloseste teorema sinusurilor.

A 5 C_ cosg . Triunghiul este dreptunghic in A.

51. Se foloseste teorema sinusurilor si teorema cosinusului.

52. a) tg% = }—(pl—)(l;))gpa;c) ; b) vezia); ¢) cos% = J—p(%;a) ;d) sin% = J—(p—bl)jgp—c) ;

A_ | _pp-a) C . - . 1.
e) ctg 2 “\NG-bop-0° f) vezie); g) vezic); h) vezi d); i) se foloseste h); j) se folosesc g) si h);

A _ [(p-b)(p-0)
R T ey

50. Relatia este echivalenta cu cos

54. Egalitatea este echivalentd cu cos% + sin% =2 A=

59. m(<A) = 120°. 60. E = 2. 63. tg = = 2_J§;tg% = 24+3.64. L

. 55. Se foloseste teorema sinusurilor.

NIE

37°
65.tg1°-tg89° = 1; P, =P, = 1.
66. Pentru x = 0 §i x = 7, obtinem a+b=0 <a=b=0.
’ -a+b=0

a+b+c=0
67. Pentrux =0, x =, x = %,obginem -a+b-c=0 <a=b=c=0.

a+b-c=0
70. Se inmultesc egalitatile cu 2sin%.
71. Se foloseste inegalitatea mediilor sau inegalitatea Cauchy-Schwartz. Egalitatea are loc dacé si
numai dacdtgoy =tgoy =... =tg0, <> 0 =0y =.. =0, 72. |a+b| <|a| + |b|; |a-b| <|a| + |b].

73. 2“x=0o>m=4;, &“m=4=> \/(sin2x+1)2 +\/(coszx+1)2 = 3.

74. sin* x + cos*x = (sin® x + cos?)? - 2sin® x cos? x = 1 — 2 sin® x cos? X;
sin® x + cos® x = (sin? x + cos? x)® - 3 sin® x cos® x (sin2 x + cos’x) = 1 - 3 sin® x cos? x.
75.Db) sin®a + 3 sin?a cos® b + cos® b = (sin? a + cos? a)® < (cos? a — cos® b)(cos*a + cos* b +

+ 3sin?a + cos’acos’bh) =0 a=be [0, %}
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