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Elemente de logicã matematicã ºi teoria mulþimilor

2.3. Mulþimea numerelor raþionale; operaþii algebrice
Împãrþirea necesitã o mulþime de numere în care sã se poatã efectua ºi alte operaþii

decât cele admise pentru numerele întregi.
Rezolvarea ecuaþiei de forma ax = b, cu a, b ∈ � a condus la introducerea numerelor

raþionale ºi a mulþimii � = { }∈ ≠�, , 0a a b b
b

.

Aºadar, un numãr raþional este o fracþie a
b

, unde a, b ∈ �, b ≠ 0.

Definiþie

Fracþiile a
b

 ºi c
d

, a, c ∈ � ºi b, d ∈ �* se numesc echivalente dacã a · d = b · c.

Mulþimea tuturor fracþiilor echivalente cu o fracþie datã se numeºte numãr raþional.

Exemplu:

Mulþimea fracþiilor { }1 2 3, , , ...
3 6 9

 obþinute prin

amplificare sau simplificare reprezintã numãrul

raþional unic 1
3

.

Observaþii:
1. Orice numãr întreg poate fi scris ca o fracþie cu numitorul 1.
2. În clasele anterioare, pe mulþimea numerelor raþionale a fost definitã o relaþie de ordine.
3. Mulþimea numerelor raþionale este înzestratã cu operaþiile de adunare ºi înmulþire.

Considerãm cunoscute proprietãþile relaþiei de ordine ºi ale operaþiilor cu numere raþionale.

Mulþimea numerelor raþionale pozitive se noteazã �+ = { }∈ ≠ >�| , , 0, 0a aa b b
b b

.

Mulþimea numerelor raþionale negative se noteazã �– = { }∈ ≠ <�| , , 0, 0a aa b b
b b

.
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Elemente de logicã matematicã ºi teoria mulþimilor

Relaþia de ordine are urmãtoarele proprietãþi:
1. a  a,  a   (reflexivitate).
2. Dacã a  b ºi b  a, atunci a = b (antisimetrie).
3. Dacã a  b ºi b  c, atunci a  c (tranzitivitate).
4. Dacã a, b  , atunci este adevãratã una ºi numai una din propoziþiile:

a < b sau a = b sau a > b (trihotomie).

2.4.3. Axa numerelor reale; opusul unui numãr real
Reamintim cã o dreaptã pe care fixãm un punct O (numit origine), un sens pozitiv

(indicat de sãgeatã) ºi o unitate de mãsurã se numeºte axã a numerelor.

Definiþie

Mulþimea  a numerelor reale se reprezintã geometric prin mulþimea punctelor
unei drepte pe care o numim axa numerelor reale sau axa realã sau dreapta realã.

Oricãrui numãr real îi corespunde un singur punct M pe dreapta realã ºi reciproc
oricãrui punct de pe axa realã îi corespunde un singur numãr real.

Definiþie

Fie M simetricul lui M faþã de originea O a axei reale. Abscisa punctului M se
noteazã cu –x ºi se numeºte opusul numãrului real x (care este abscisa punctului M).
Semidreptele (OM ºi (OM sunt semidrepte opuse.

Pe axa numerelor reale considerãm
punctele A de abscisã xA = 1 ºi A de abscisã

Ax   = –1. Semidreapta deschisã (OA se nu-
meºte semiaxã pozitivã a axei reale, iar
semidreapta deschisã (OA se numeºte
semiaxa negativã a axei reale.

Observaþii:
1. Un numãr real nenul x este pozitiv, ºi scriem x > 0, dacã punctul corespunzãtor

aparþine semiaxei pozitive.
2. Un numãr real nenul x este negativ, ºi scriem x < 0, dacã punctul corespunzãtor

aparþine semiaxei negative.
3. Numãrul real 0 nu este nici pozitiv nici negativ.

Pentru a reprezenta pe axã un numãr iraþional utilizãm aproximãrile sale zecimale.
De exemplu, pentru a gãsi pe axa realã punctul corespunzãtor lui 2 , þinem seama cã

1,4 < 2  < 1,5 ºi deci punctul cãutat este situat între A(1,4) ºi B(1,5).

2.4.4. Operaþii cu numere reale
Folosind reprezentarea zecimalã a numerelor reale vom defini adunarea ºi înmulþirea

numerelor reale.
Sã considerãm douã numere reale a ºi b, a = a0,a1...an... ºi b = b0,b1...bn... , cu a0, b0  

ºi a1, ..., an, ..., b1, ..., bn, ... cifre.
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Elemente de logicã matematicã ºi teoria mulþimilor
E
x
e
rc

iþ
ii

 p
ro

p
u

se

16. Dezvoltaþi expresiile:

a) (3x – 2)2;  b) (4a + 5b)2;  c)  
31

3
a y ;  d)  

32
5

x y .

17. Scrieþi sub formã de produs:
a) 27a3 – b3; 8 + y3; 1 – 64a3b3; 36x2 – 9y2;
b) x2n + xn + 1 + xn – 1 + 1; c) (xy)m + xm + n+ ym + n + (xy)n;
d) xm + n + p + xm + p + xn + p + xm + xp + 1, unde m, n, p  .

18. Arãtaþi cã numãrul a = 32n + 2 · 42n + 3 – 22n + 1 · 62n + 3, cu n  , este pãtrat perfect.

19. a) Fie m  , m  0. Arãtaþi cã nu existã k   astfel încât m2 + 1 = k2.
b) Arãtaþi cã oricare ar fi n   numãrul 2 + 2 · 7n + 49n nu este pãtrat perfect.

20. Calculaþi expresiile pentru k  :

a) 
2 1 2 1 3

3 5 4
3 5 ( 3) 5 15 3
62 ( 3) ( 5) 3 5 (5 )

k k k k k k

k k k k k

  

 
     

      
; b) 

1 2 2 2 2 1

1 2 2 2 2 1 2
5 3 10 5 3 8 3 5

8 5 3 68 5 3 3 5

k k k k k k

k k k k k k

  

   
      

      
.

21. Fie n  , n  2 ºi a, b  (0, ).

a) Arãtaþi cã 
2

n na b   
1 1

2

n na b   · 
2

a b  ºi cã egalitatea are loc dacã ºi numai

dacã a = b.

b) Demonstraþi cã 
2

n na b    2

na b  ºi cã egalitatea are loc dacã ºi numai dacã

a = b.

22. Dacã x, y > 0, atunci: 2
22

2 2
yx

y x

 
 

 
  

yx
y x
  + 2.

23. Dacã a, b, c > 0, atunci: (–a + b + c)(a – b + c)(a + b – c)  abc.

2.4.8. Partea întreagã ºi partea fracþionarã a unui numãr real

Definiþie

Numim partea întreagã a unui numãr real x, cel mai mare numãr întreg
mai mic decât x. Acest numãr se noteazã cu [x].

Prin urmare, oricare ar fi numãrul real x, existã o infinitate de numere întregi mai mici
decât x. Din mulþimea acestora îl alegem pe cel mai mare întreg, care, evident, depinde
de x ºi care se noteazã [x].

În baza axiomei lui Arhimede putem enunþa urmãtoarea definiþie:
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Elemente de logicã matematicã ºi teoria mulþimilor

9. Determinaþi a   astfel încât   
13 ;
2

  (–; a] = [6,5; 18].

10.Determinaþi x   astfel încât (–, 2]  [x, 5) = .

*2.6. Inegalitãþi remarcabile
În funcþie de contextul matematic în care apar, inegalitãþile se împart în douã clase:
 inegalitãþi propriu-zise (adevãrate pentru orice valori atribuite variabilelor sau

adevãrate dacã între variabile sunt anumite relaþii);
 inecuaþii (adevãrate doar pentru anumite valori ale variabilelor).

2.6.1. Inegalitatea mediilor

Inegalitatea mediilor

Pentru orice a, b > 0 au loc inegalitãþile:

min(a, b)  2
1 1
a b


 ab 
2

a b 
2 2

2
a b max(a, b)

unde mh = 2
1 1
a b


 este media armonicã a numerelor a ºi b, mg = ab  este media

geometricã sau proporþionalã a numerelor a ºi b, ma = 
2

a b  este media aritmeticã,

iar 
2 2

2
a b  este media pãtraticã a acestor numere. Avem egalitate dacã a = b.

Demonstraþie
 Presupunem a  b  min(a, b) = a ºi prima inegalitate devine:

a  2
1 1
a b


  a(a + b)  2ab  a2  ab  a(a – b)  0, ceea ce este adevãrat.

Avem egalitate dacã a – b = 0, adicã pentru a = b.

Inegalitatea 2
1 1
a b


  ab   2ab
a b

  ab   2 ab   a + b  ( a b )2  0, ceea ce

este evident.

Inegalitatea 
2

a b   
2 2

2
a b    22

a b   
2 2

2
a b   a2 + b2 – 2ab  0 

 (a – b)2  0, ceea ce este adevãrat.

 Avem egalitate în cazul a = b.

Avem max(a, b) = b. Ultima inegalitate devine 2 2

2
a b   b  2 2

2
a b   b2  a2  b2,

ceea ce este adevãrat pentru a  b, a, b > 0. Avem egalitate pentru a = b.
Analog pentru a  b.

* Temele marcate cu * (asterisc) sunt facultative.
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CAPITOLUL 1

20. Calculaþi:  21n n    .

21. Calculaþi suma S = 1x
x
 

    + 2 3
1 2

x x
x x
           

 + ... + 
1

x k
x k

 
   

, ºtiind cã

x   1 ,1
2

 ºi k  *.

22. Determinaþi x care verificã egalitãþile:
a) [x – 1] = 3; b) [x + 3] – [x – 5] = 8;

c) 7 2 2 1
5 3

x x      ; d) 2
1 3

x x
x x
     

; e) 1 2 1 1
2 3 6

x x x             .

23. Arãtaþi cã dacã x, y, z sunt numere reale cu x + y + z = 2 ºi xy + yz + zx = 1,

atunci x, y, z  40,
3

 
   .

24. Fie x, y   astfel încât x2 + y2 + z2 = 1. Arãtaþi cã |x + y + z|  3 .

25*. Determinaþi valorile lui x pentru care:
a) |x + 1| + |x – 2| = 5; b) |x + 1| + |x + 2| – |x + 3| = 2x – 2;
c) |x + |x – 2|| + |3x – |x – 2|| = 8.

26. Arãtaþi cã:

a) 



  
| | | |

1 | | 1 | |
x y x

x y x
 oricare ar fi x, y  ;

b) 
x y y z z x
x y y z z x
   
  

 < 1, oricare ar fi x, y, z  (0, +).

27. Fie numerele reale x =     21 2 11
2 3 4 3

 ºi y =    
 

    

1 313 1 72 : 1
4 5 3

.

Calculaþi: x + y, –x, –y, |x|, |y|, x
y

, |xy|, |x + y|, |x – y|, 1
| |x

, 1
| |y

.

28. Arãtaþi cã dacã x > 0, atunci 1
4
x

x
   1.

29. Arãtaþi cã dacã x, y, z  [3, 4], atunci x + y + z + 12  1 1 1
x y z
    21.

30. Arãtaþi cã pentru orice a > 0, b > 0, c > 0, avem a b c
b c c a a b

 
  

 > 2.

31*. Arãtaþi cã pentru orice a, b   ºi n  , avem:
a) an – bn = (a – b)(an – 1 + an – 2b + ... + abn – 2 + bn –1);
b) a2n + 1 + b2n + 1 = (a + b)(a2n – a2n – 1b + a2n – 2b2 – ... – ab2n – 1 + b2n).

E
x
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CAPITOLUL 1

Mulþimi Propoziþii

Complementara Negaþia

Intersecþia Conjuncþia

Reuniunea Disjuncþia

Incluziunea Implicaþia

Egalitatea Echivalenþa

3.4.5. Corespondenþa dintre echivalenþa propoziþiilor ºi egalitatea mulþimilor
Fie A ºi B douã mulþimi egale (A = B).
Fie propoziþiile p(x): „x  A“ ºi q(x): „x  B“.
Avem echivalenþele: A = B; x  A  x  B; p(x)  q(x).
Prin urmare, egalitatea mulþimilor A = B se identificã

cu echivalenþa propoziþiilor p(x)  q(x).

Paralelismul între algebra operaþiilor cu
mulþimi ºi algebra operaþiilor cu propoziþii este
evidenþiat de tabelul alãturat.

Observaþii:
1. Datoritã acestui paralelism, teoremele

din logicã au corepondenþe în teoria
mulþimilor ºi invers.

2. Orice proprietate pe care o au operaþiile
cu mulþimi introduse pe mulþimea (E)
a pãrþilor unei mulþimi E se întâlneºte ºi
la operaþiile logice ºi invers.

Exerciþii propuse
1. Fie propoziþiile p(x): „9 divide x“; q(x): „ultima cifrã a numãrului 4x este 6“.

În mulþimea numerelor naturale definim predicatele „x  , p(x)“ ºi „x  , q(x)“.
Determinaþi valoarea de adevãr a propoziþiilor: p(135); q(135); p(400); q(400).

2. Fie predicatul „x  , p(x)“, cu p(x): „4 divide numãrul 16 – 8x + 2x3 – x4.
Stabiliþi valoarea de adevãr a propoziþiilor:  x  , p(x); x  , p(x).

3. Stabiliþi care sunt mulþimile de adevãr ale predicatelor urmãtoare:
a) x  , x + 1 = 4;  b) x  , x2 + 3x – 4 = 0;  c) x  , 3 < x2  5;
d) x  , |x| + |x – 1| = 3;  e) x  , x2 – 1  0;
f) x  , y  , x2 + (y – 1)2  0;  g) x  , y  , (x – 1)2 + (y + 1)2  0.

4. Care dintre urmãtoarele propoziþii sunt adevãrate ºi care sunt false (rãspundeþi
prin „adevãrat“ sau „fals“):
a)  x  , x2 – 1 = (x + 1)(x – 1);
b)  x  , x + 1 < 2;
c)  x  , (x – 1)(x2 + x + 1) = x3 – 1?

5. Stabiliþi care dintre urmãtoarele propoziþii sunt adevãrate ºi care sunt false:
a)  x  , x2 + 1  ; b)  x  , x2 + 1 = 0; c)  x  , x2 + 1  0.

6. Se dau predicatele:
a) „x  , y  , A(x, y)“, cu A(x, y): „x < y“;
b) „x  , y  , B(x, y)“, cu B(x, y): „x + y = 10“;
c) „x  , y  , C(x, y)“, cu C(x, y): „x divide y“;
d) „x  , y  , D(x, y)“, cu D(x, y): „x + y este un numãr prim“.
Stabiliþi valoarea de adevãr a propoziþiilor: A(1, 3); A(2, 2); B(1, 3); C(4, 2); D(5, 6).
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Funcþii definite pe mulþimea numerelor naturale: ºiruri, progresii. Probleme de numãrare

1.2.3. ªiruri definite recurent
Definirea prin recurenþã a ºirului presupune exprimarea oricãrui termen al ºirului,

începând cu un anumit rang, în funcþie de unul sau mai mulþi termeni precedenþi.
În aceastã situaþie trebuie sã se cunoascã:
 primii sau primul termen al ºirului (sau sã se poatã afla);
 relaþia de recurenþã (formula care permite determinarea fiecãrui termen al ºirului

în funcþie de cei precedenþi).

Exemplu:

Fie ºirul (an)n* definit prin: a1= 1; an+1 = an + 2, n  1. Cunoscând primul termen al
ºirului a1 = 1 ºi legãtura dintre termenul de rang n + 1 ºi termenul de rang n, datã prin
formula an+1 = an + 2, n  1, putem gãsi oricare termen al ºirului dupã cum urmeazã:

a1 = 1
a2 = a1 + 2 = 1 + 2 = 3
a3 = a2 + 2 = 3 + 2 = 5
a4 = a3 + 2 = 5 + 2 = 7 etc.

1.3. ªiruri mãrginite
Definiþii

 ªirul (an)n  * se numeºte mãrginit dacã existã un numãr real M, M > 0,
astfel încât |an|  M, oricare ar fi n  *.

 ªirul (an)n  * se numeºte mãrginit dacã existã numerele reale  ºi ,  < ,
astfel încât   an  , oricare ar fi n  *.

Observaþie:
ªirurile care nu sunt mãrginite se numesc ºiruri nemãrginite. Un ºir este nemãrginit dacã
nici un interval mãrginit nu conþine toþi membrii ºirului. ªirurile nemãrginite pot fi:
 Nemãrginite superior – oricare ar fi numãrul real M > 0 existã cel puþin un termen

an al ºirului astfel încât an > M.
 Nemãrginite inferior – oricare ar fi numãrul real M > 0 existã cel puþin un termen

an al ºirului astfel încât an < –M.
 Nemãrginite superior ºi inferior – oricare ar fi numãrul real M > 0 existã cel

puþin un termen an al ºirului astfel încât an > M ºi existã cel puþin un termen am al
ºirului astfel încât am < –M.

Exemple:

1. ªirul (an)n  * definit prin termenul

general an = 1
n

 este mãrginit deoarece

toþi termenii sãi sunt cuprinºi în inter-
valul (0, 1], adicã 0 < an  1, n  *.
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CAPITOLUL 2

2. ªirul (an)n  * definit descriptiv prin
1, 2, 1, 2, ..., 1, 2, ... este mãrginit
deoarece termenii sãi sunt numai
numerele 1 ºi 2 astfel a2k – 1 = 1,
a2k = 2,  k  *. Avem: 1  an  2,
n  *.

3. ªirul (an)n  * definit prin formula an = (–1)n ·
1

n
n 

,   n  * este mãrginit deoarece

|an| = ( 1)
1

n n
n

 


 = 
1

n
n 

 < 1, adicã existã M = 1 > 0 real astfel încât |an| < M,

 n  *.

4. ªirul numerelor naturale este nemãrginit superior deoarece  M > 0 real existã n  *
astfel încât n > [M] + 1 (avem [M]  M < [M] + 1 ºi n > [M] + 1 > M).

5. ªirul numerelor întregi este nemãrginit atât superior, cât ºi inferior deoarece  M > 0
real, existã n  * ºi m   \  astfel încât n > [M] + 1 ºi m < –[M] – 1 (avem
[M]  M < [M] + 1, deci n > [M] + 1 > M ºi m < –[M] – 1 < –M).

6. ªirul (an)n  * definit descriptiv prin 2, 4, 8, ..., 2n, ... este nemãrginit superior
deoarece  M > 0 real, existã n  * astfel încât 2n > [M] + 1 > M.

7. ªirul pãtratelor numerelor naturale nenule este nemãrginit superior.

1 2 3 4 ... n n+1
      
1 22 32 42 … n2 (n + 1)2

1.4. ªiruri monotone
Monotonia unui ºir se referã la aspectul termenilor ºirului: dacã termenii sunt într-o

anumitã ordine (ºi atunci avem crescãtoare, descrescãtoare sau constante) sau dacã nu
au nici o ordine (ºi atunci avem ºiruri alternative).

Definiþie

ªirul (an)n  * se numeºte crescãtor dacã an+1  an, oricare ar fi n  *.

Exemplu:

ªirul (an)n  * dat descriptiv prin 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, ...,
ori

, ,...,
n

n n n , ...

este crescãtor deoarece a1 = 1, a2 = a3 = 2, a4 = a5 = a6 = 3 etc. ºi
a1 < a2 = a3 < a4 = a5 = a6 < a7 ...
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n  *.

3. ªirul (an)n  * definit prin formula an = (–1)n ·
1

n
n 

,   n  * este mãrginit deoarece

|an| = ( 1)
1

n n
n

 


 = 
1

n
n 

 < 1, adicã existã M = 1 > 0 real astfel încât |an| < M,

 n  *.

4. ªirul numerelor naturale este nemãrginit superior deoarece  M > 0 real existã n  *
astfel încât n > [M] + 1 (avem [M]  M < [M] + 1 ºi n > [M] + 1 > M).

5. ªirul numerelor întregi este nemãrginit atât superior, cât ºi inferior deoarece  M > 0
real, existã n  * ºi m   \  astfel încât n > [M] + 1 ºi m < –[M] – 1 (avem
[M]  M < [M] + 1, deci n > [M] + 1 > M ºi m < –[M] – 1 < –M).

6. ªirul (an)n  * definit descriptiv prin 2, 4, 8, ..., 2n, ... este nemãrginit superior
deoarece  M > 0 real, existã n  * astfel încât 2n > [M] + 1 > M.

7. ªirul pãtratelor numerelor naturale nenule este nemãrginit superior.

1 2 3 4 ... n n+1
      
1 22 32 42 … n2 (n + 1)2

1.4. ªiruri monotone
Monotonia unui ºir se referã la aspectul termenilor ºirului: dacã termenii sunt într-o

anumitã ordine (ºi atunci avem crescãtoare, descrescãtoare sau constante) sau dacã nu
au nici o ordine (ºi atunci avem ºiruri alternative).

Definiþie

ªirul (an)n  * se numeºte crescãtor dacã an+1  an, oricare ar fi n  *.

Exemplu:

ªirul (an)n  * dat descriptiv prin 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, ...,
ori

, ,...,
n

n n n , ...

este crescãtor deoarece a1 = 1, a2 = a3 = 2, a4 = a5 = a6 = 3 etc. ºi
a1 < a2 = a3 < a4 = a5 = a6 < a7 ...
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Funcþii definite pe mulþimea numerelor naturale: ºiruri, progresii. Probleme de numãrare

Observaþii:
1. Într-o progresie aritmeticã, diferenþa dintre orice termen ºi precedentul sãu este

aceeaºi, ºi anume raþia r:
an+1 – an = an + r – an = r,  n  1

2. O progresie aritmeticã (an)n1 este bine determinatã dacã se cunosc primul termen a1
ºi raþia r.

     a2 = a1 + r
     a3 = a2 + r = a1 + r + r = a1 + 2r
     a4 = a3+ r = a1 + 2r + r = a1 + 3r

     an = a1 + (n – 1)r

2. Progresii aritmetice
2.1. Definirea progresiei aritmetice
Exemple:
 Fie ºirul numerelor naturale 0, 1, 2, 3, ..., n, ... . Se observã cã fiecare termen al

ºirului, începând cu al doilea, se obþine din termenul precedent prin adãugarea
numãrului 1.

 Fie ºirul numerelor naturale impare 1, 3, 5, 7, ..., 2n – 1, ... . Observãm cã fiecare
termen al acestui ºir, începând cu al doilea, se obþine din termenul precedent prin
adãugarea numãrului 2.

 Fie ºirul (an)n  * definit prin a1 = 2 ºi an+1 = an + 3,  n  1.
Deducem cã a1 = 2, a2 = 5, a3 = 8, a4 = 11, a5 = 14 etc.
Observãm, ca ºi la exemplele anterioare, cã fiecare termen al ºirului, cu excepþia primului,
se obþine din termenul precedent prin adãugarea unui acelaºi numãr ºi anume 3.

Asemenea ºiruri de numere se numesc progresii aritmetice.

Definiþie

Un ºir de numere cu proprietatea cã fiecare termen, începând cu al doilea, se
obþine din termenul precedent prin adãugarea aceluiaºi numãr se numeºte
progresie aritmeticã.

Reformulare
Un ºir de numere (an)n  * este o progresie aritmeticã dacã pentru orice k  1

are loc relaþia
ak+1 = ak + r

unde r este un numãr real dat.
Numãrul r se numeºte raþia progresiei aritmetice.
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2.3. Formula termenului general al unei progresii aritmetice
Dacã într-o progresie aritmeticã a1, a2, ..., an, ... cunoaºtem primul termen a1 ºi raþia r ne

propunem sã gãsim o formulã care sã exprime orice termen al progresiei, adicã termenul general.
Din definiþia progresiei aritmetice avem:

a2 = a1 + r
a3 = a2 + r = (a1 + r) + r = a1 + 2r
a4 = a3 + r = (a1 + 2r) + r = a1 + 3r

an = an – 1 + r = [a1 + (n – 2)r] + r = a1 + (n – 1)r.

Vom demonstra prin inducþie matematicã propoziþia:

P(n): an = a1 + (n – 1)r, n  1

Etapa  I: P(1): a1 = a1 adevãrat.
Etapa II: Vrem P(k) adevãratã implicã P(k + 1) adevãratã.
ªtim cã ak = a1 + (k – 1)r ºi vrem sã demonstrãm cã ak+1 = a1 + kr.
Avem ak+1 = ak + r = [a1 + (k – 1)r] + r = a1 + kr.
Din P(1) adevãratã ºi P(k)  P(k + 1), deducem cã P(n) este propoziþie adevãratã

pentru orice n  1, n natural.
Termenul de rang n al unei progresii aritmetice (an)n  * este dat prin formula:

an = a1 + (n – 1)r,  n  1

Exerciþiu rezolvat
Fiind datã progresia aritmeticã (an)n 1 cu primul termen a1 = 1 ºi raþia r = 3,
calculaþi a10, a20, a31.

Rezolvare
Folosind formula termenului general an = a1 + (n – 1)r, obþinem (dând lui n valorile 10, 20,
respectiv 31):
a10 = a1 + 9r = 1 + 9 · 3 = 1 + 27 = 28;
a20 = a1 + 19 · r = 1 + 19 · 3 = 1 + 57 = 58;
a31 = a1 + 30 · r = 1 + 30 · 3 = 1 + 90 = 91.

Activitate independentã
În cercul de centru O ºi razã R = 20 se construiesc, în

acelaºi sens, segmentele perpendiculare douã câte douã
alãturate, cu mãsurile numere întregi consecutive: OA1 = 1,
OA1  A1A2, A1A2 = 2, A2A3 || OA1, A2A3  A1A2, A2A 3 = 3 etc.
(vezi figura alãturatã).

a) Determinaþi n pentru care segmentul AnAn + 1 are
capãtul An în interiorul cercului ºi capãtul An + 1 în
exteriorul cercului.

b) Ce valori poate avea raza R dacã segmentul A1A2 are
un capãt în interiorul cercului ºi celãlalt în exte-
riorul cercului?

O
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Funcþii definite pe mulþimea numerelor naturale: ºiruri, progresii. Probleme de numãrare
E
x
e
rc

iþ
ii

 p
ro

p
u

se

24. a) Dacã a1, a2, .., an sunt numere reale nenule aflate în progresie aritmeticã ºi

n  2, arãtaþi cã are loc egalitatea: 
1 2 2 3 1 1

1 1 1 1...
n n n

n
a a a a a a a a

    .

b) Dacã a1, a2, ..., an sunt numere reale pozitive, aflate în progresie aritmeticã ºi

n  2, arãtaþi cã:
1 2 2 3

1 1
a a a a


 

 + ... + 
1

1

n na a 
 = 

1

1

n

n
a a




.

25. a) Calculaþi suma S= 1 1 1...
1 2 2 3 ( 1)n n

  
  

.

b) Calculaþi suma S = 1 1
1 3 3 5


 

 + ... + 1
(2 1)(2 1)n n 

.

26. a) Calculaþi suma S = 1 1 1...
1 2 3 2 3 4 ( 1)( 2)n n n

  
     

.

b) Calculaþi suma S = 1 1 1...
1 3 5 3 5 7 (2 1)(2 1)(2 3)n n n

  
      

.

c) Dacã a1, a2, ..., an, an+1, an+2 sunt numere reale nenule aflate în progresie

aritmeticã, calculaþi suma S =
1 2 3 2 3 4 1 2

1 1 1...
n n na a a a a a a a a 

   .

27. Arãtaþi cã soluþiile urmãtoarelor ecuaþii sunt termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice:
a) ||x – 1| – 2| = 2; b) ||x + 3| – 7| = 7; c) ||x – a| – b| = b, unde a  , b > 0.

28. Demonstraþi cã urmãtoarele numere nu pot fi termeni consecutivi ai unei progresii
aritmetice:
a) 2 , 3 , 5 ; b) 3 , 5 , 7 ; c) 2 , 3, 5 ; d) 3, 5 , 7 ; e) 2 , 3 , 5.

29. Demonstraþi cã urmãtoarele numere nu pot fi termeni ai unei progresii aritmetice:

a) 2 , 5 , 7 ; b) 2 , 7 , 11 ; c) 3 , 7 , 11 ; d) 2 , 11 , 13 .

30. Arãtaþi cã dacã doi termeni ai unei progresii aritmetice sunt numere raþionale,
atunci toþi termenii progresiei sunt numere raþionale.

31*. Gãsiþi progresiile aritmetice (an)n  * care verificã relaþiile a1 + a2 + a3 = 12 ºi
a1a2a3 = 28. Determinaþi pentru acestea diferenþa a7 – a5.

(Admitere Facultatea de Chimie, Cluj, 1997)

32. Arãtaþi cã ºirul (an)n  *, pentru care suma primilor n termeni este datã prin
formula Sn = n2 – 2n, este o progresie aritmeticã.

(Admitere Facultatea ªtiinþe Economice, Oradea, 1996)

33. Demonstraþi cã numerele (a + x)2, a2 + x2, (a – x)2 sunt termeni consecutivi ai
unei progresii aritmetice. Calculaþi suma primilor n termeni, primul termen fiind
(a + x)2.
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CAPITOLUL 2

Observaþii:
1. Într-o progresie geometricã, raportul dintre orice termen ºi predecesorul sãu este

egal cu acelaºi numãr, ºi anume, raþia q:

1n

n

b
b

 = q,  n  1

2. Progresia geometricã (bn)n  * este bine determinatã atunci când se cunosc primul
termen b1 ºi raþia q.

        b2 = b1 · q
        b3 = b2 · q = b1 q · q = b1· q

2

        b4 = b3 · q= b1 q
2 · q = b1 · q

3


        bn = b1 · q

n–1

3. Progresii geometrice
3.1. Definirea progresiei geometrice

Fie ºirul puterilor naturale ale lui 2, adicã 1, 2, 4, 8, 16, 32, ..., 2n, ... . Se observã cã
fiecare termen al ºirului, începând cu al doilea, se obþine din termenul precedent prin
înmulþirea cu numãrul 2.

Fie ºirul puterilor naturale ale lui 1
3

, adicã 1, 1
3

, 1
9

, 1
27

, 1
81

, ...,  1
3

n
, ...

Se observã cã fiecare termen al ºirului, începând cu al doilea, se obþine din termenul

precedent prin înmulþirea cu numãrul 1
3

.

Asemenea ºiruri de numere se numesc progresii geometrice.

Definiþie

Un ºir de numere, cu primul termen nenul, având proprietatea cã fiecare
termen al sãu, începând cu al doilea, se obþine din termenul precedent prin
înmulþirea cu acelaºi numãr real nenul, se numeºte progresie geometricã.

Reformulare
Un ºir de numere (bn)n  * cu b1  0 se numeºte progresie geometricã dacã

pentru orice n  1 are loc relaþia:

bn+1 = bn · q

unde q  0 este un numãr constant dat.
Numãrul nenul q se numeºte raþia progresiei geometrice.
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Observaþii:
1. Într-o progresie geometricã, raportul dintre orice termen ºi predecesorul sãu este

egal cu acelaºi numãr, ºi anume, raþia q:

1n

n

b
b

 = q,  n  1
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termen b1 ºi raþia q.

        b2 = b1 · q
        b3 = b2 · q = b1 q · q = b1· q

2

        b4 = b3 · q= b1 q
2 · q = b1 · q

3


        bn = b1 · q

n–1
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Fie ºirul puterilor naturale ale lui 1
3

, adicã 1, 1
3

, 1
9

, 1
27

, 1
81

, ...,  1
3

n
, ...

Se observã cã fiecare termen al ºirului, începând cu al doilea, se obþine din termenul

precedent prin înmulþirea cu numãrul 1
3

.

Asemenea ºiruri de numere se numesc progresii geometrice.

Definiþie

Un ºir de numere, cu primul termen nenul, având proprietatea cã fiecare
termen al sãu, începând cu al doilea, se obþine din termenul precedent prin
înmulþirea cu acelaºi numãr real nenul, se numeºte progresie geometricã.

Reformulare
Un ºir de numere (bn)n  * cu b1  0 se numeºte progresie geometricã dacã

pentru orice n  1 are loc relaþia:

bn+1 = bn · q

unde q  0 este un numãr constant dat.
Numãrul nenul q se numeºte raþia progresiei geometrice.
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Funcþii definite pe mulþimea numerelor naturale: ºiruri, progresii. Probleme de numãrare

b12 = b1 · q
11 = 2 ·  111

2
  = 10

1
2
 ;  b21 = b1 · q

20 = 2 ·  201
2

 = 19
1

2
.

Activitate independentã
Pe axa numerelor Ox se conside-

rã punctele A1(1), A2(3), A3(5), …,
An(2n – 1). Sunt coordonatele acestor
puncte în progresie aritmeticã? Dacã
da, precizaþi raþia.

Fie (OM o semidreaptã oarecare
din plan. Perpendicularele pe Ox
duse în A1, A2, A3, … intersecteazã
aceastã semidreaptã în punctele
B1, B2, B3, … . Stabiliþi dacã lungimile
segmentelor A1B1, A2B2, A3B3, …
formeazã o progresie.

3.4. Formula sumei primilor n termeni ai unei progresii geometrice
Ne propunem sã calculãm suma primelor n puteri naturale ale lui 2, adicã

Sn = 1 + 2 + 22 + 23 + ... + 2n–1 (1)
Observãm cã produsul termenilor egal depãrtaþi de extremi este egal cu produsul

termenilor extremi, adicã 2n–1. Înmulþim cu 2 egalitatea (1) ºi obþinem:
2Sn = 2 + 22 + 23 + ... + 2n–1 + 2n (2)

Scãzând egalitatea (1) din (2) obþinem:
Sn = 2n – 1,  n  1

Analog se poate proceda ºi pentru calculul sumei primilor n termeni ai unei progresii
geometrice, demonstrând mai întâi cã este adevãratã urmãtoarea propoziþie:

Propoziþie

Într-o progresie geometricã, produsul oricãror douã numere egal depãrtate
de numerele extreme este egal cu produsul numerelor extreme.

Reformulare
Dacã numerele reale b1, b2, ..., bn–1, bn sunt în progresie geometricã, atunci:

bk · bn – k + 1 = b1 · bn,  k  , 1  k  n

Demonstraþie
Avem bk · bn – k +1 = b1 · q

k–1 · b1 · q
n – k = b1 · b1· q

n – 1 = b1 · bn, unde b1, b2, ..., bn sunt numere
în progresie geometricã cu raþia q.
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Fie suma Sn = b1 + b2 + ... + bn. (3)
Pentru calculul sumei distingem douã cazuri:
1. Dacã raþia q = 1, atunci Sn = nb1.
2. Dacã raþia q  1, atunci înmulþim cu q relaþia (3) ºi obþinem:

q · Sn = b1 · q + b2 · q
 + b3 · q + ... +  bn–1 · q + bn · q 

 q · Sn = b2 + b3 + b4 + ... + bn + bn · q (4)

Scãzând egalitatea (3) din (4) obþinem:

qSn – Sn = bnq – b1  (q – 1)Sn = bnq – b1  Sn =
1

1
nb q b
q



Sn = 1 1
1

nb q b
q




 (deoarece

bn = b1q
n–1

 ).
În concluzie, suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (bn)n  1 este datã de formula:

Sn = 1( 1)
1

nb q
q




, q  1,  n  1

Exerciþiu rezolvat
Fie progresia geometricã (bn)n  * cu b1= 2, q = 3. Calculaþi S5, S10, Sn,  n  *.

Rezolvare

Cu formula Sn = 1( 1)
1

nb q
q




, q  1, obþinem: S5 = 
52(3 1)

3 1



 = 243 – 1 = 242;

S10 = 
102(3 1)

3 1



= 310 – 1= 9049 – 1 = 9048; Sn = 2(3 1)

3 1

n 


 = 3n – 1,  n  *.

Exerciþii propuse

1. Scrieþi primii cinci termeni ai progresiei geometrice (bn)n  * dacã:

a) b1 = 1, q = 2; b) b1 = 2, q = –1; c) b1 = –3, q = 1
2

; d) b1 = – 1
2

, q = 3 .

2. Scrieþi primii doi termeni ai progresiei geometrice:
a) :: b1, b2, 12, 24, 48, ...;  b)  b1, b2, –8, 16, –32, ... .

3. Determinaþi termenul general al progresiei geometrice:

a) 3, 6, 12, ...;  b) 3, 1, 1
3

, ...;  c) :: 3 , 1, 3
3

, 1
3

, ...;

d) :: 2 , 6 , 3 2 , 3 6 , ... .

4. Determinaþi primii doi termeni ai progresiei geometrice (bn)n  * dacã:

a) b5= 1024, q = 4;  b) b4 = 27, b7 = 729;  c) b3 = 2
27

, q = – 1
3

.

5. Scrieþi formula termenului general al progresiei geometrice (bn)n  * dacã:
a) b1 = 3, bn+1 = 2bn; b) b1 = 2, bn+1 = –3bn;

c) b1 = 1
2

, bn+1 = 1
3

bn; d) b1 = –0,5; bn+1 = 2  · bn.

::
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Fie suma Sn = b1 + b2 + ... + bn. (3)
Pentru calculul sumei distingem douã cazuri:
1. Dacã raþia q = 1, atunci Sn = nb1.
2. Dacã raþia q  1, atunci înmulþim cu q relaþia (3) ºi obþinem:

q · Sn = b1 · q + b2 · q
 + b3 · q + ... +  bn–1 · q + bn · q 

 q · Sn = b2 + b3 + b4 + ... + bn + bn · q (4)

Scãzând egalitatea (3) din (4) obþinem:

qSn – Sn = bnq – b1  (q – 1)Sn = bnq – b1  Sn =
1

1
nb q b
q



Sn = 1 1
1

nb q b
q




 (deoarece

bn = b1q
n–1

 ).
În concluzie, suma primilor n termeni ai progresiei geometrice (bn)n  1 este datã de formula:

Sn = 1( 1)
1

nb q
q




, q  1,  n  1

Exerciþiu rezolvat
Fie progresia geometricã (bn)n  * cu b1= 2, q = 3. Calculaþi S5, S10, Sn,  n  *.

Rezolvare

Cu formula Sn = 1( 1)
1

nb q
q




, q  1, obþinem: S5 = 
52(3 1)

3 1



 = 243 – 1 = 242;

S10 = 
102(3 1)

3 1



= 310 – 1= 9049 – 1 = 9048; Sn = 2(3 1)

3 1

n 


 = 3n – 1,  n  *.

Exerciþii propuse

1. Scrieþi primii cinci termeni ai progresiei geometrice (bn)n  * dacã:

a) b1 = 1, q = 2; b) b1 = 2, q = –1; c) b1 = –3, q = 1
2

; d) b1 = – 1
2

, q = 3 .

2. Scrieþi primii doi termeni ai progresiei geometrice:
a) :: b1, b2, 12, 24, 48, ...;  b)  b1, b2, –8, 16, –32, ... .

3. Determinaþi termenul general al progresiei geometrice:

a) 3, 6, 12, ...;  b) 3, 1, 1
3

, ...;  c) :: 3 , 1, 3
3

, 1
3

, ...;

d) :: 2 , 6 , 3 2 , 3 6 , ... .

4. Determinaþi primii doi termeni ai progresiei geometrice (bn)n  * dacã:

a) b5= 1024, q = 4;  b) b4 = 27, b7 = 729;  c) b3 = 2
27

, q = – 1
3

.

5. Scrieþi formula termenului general al progresiei geometrice (bn)n  * dacã:
a) b1 = 3, bn+1 = 2bn; b) b1 = 2, bn+1 = –3bn;

c) b1 = 1
2

, bn+1 = 1
3

bn; d) b1 = –0,5; bn+1 = 2  · bn.
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15. Calculaþi sumele:

a) 1 + 2 + 22 + ... + 210; b) 1 + 3 + 32 + ... + 39; c) 1
2

 + 2
1
2

 + 3
1
2

 + ... + 10
1

2
;

d) 1
2

 – 2
1
2

 + 3
1
2

– ... + 9
1
2

; e) 1 – 2 + 22 – ... + 210; f) 1 – 3 + 32 – 33 +... + 310;

g) 1 + a + a2 + ... + a10, a  ; h) 1 – a+ a2 – a3 + ... + a10, a  .

16. Determinaþi primul termen, raþia ºi termenul general al unei progresii geometrice
(bn)n  * pentru care suma primilor n termeni ai sãi este datã de formula:
a) Sn = 2(3n – 1),  n  1; b) Sn = 3(5n – 1),  n  1;
c) Sn = a(bn – 1),  n  1, unde a > 0, b > 0.

17. Gãsiþi suma primilor 9 termeni ai unei progresii geometrice (bn)n  * dacã:
a) S3 = 4, S6 = 6; b) S3 = 40, S6= 60; c) S3= 4a, S6 = 6a, a  0; d) S3= 400, S6 = 600.

18. Determinaþi x   astfel încât urmãtoarele numere sã fie în progresie geometricã:
a) 1 + x, 2 + x, 4 + x; b) 2 + x, 5 + x, 11 + x;
c) 1 + x, 2 + x, 3 + x; d) a + x, b + x, c + x, a, b, c  .

19. Calculaþi sumele:

a) a + a2 + ... + an, a  ; b) a2 + a4 + ... + a2n, a  ; c) 2
1 1 1... na a a
   , a  *;

d) 2 4 2
1 1 1... na a a

   , a  *; e)    2 2
2

2
1 1a a
a a

    + ... +  21n
na

a
 , a  *.

20. ªtiind cã numerele b1, b2, ..., bn, bn+1 sunt în progresie geometricã, calculaþi sumele:

a) 1 2

2 3 1
... n

n

b b b
b b b 

   ; b) 
1 2

1 1 1...
nb b b

   ; c) 2 2 2
1 2

1 1 1...
nb b b

   ;

d) 3 3 3
1 2

1 1 1...
nb b b

   ; e) 2 2 2
1 2 ... nb b b   ; f) 1 2 ... nb b b   , bn > 0;

g) 1

2 1

b

b b
+ 2

3 2

b

b b
 +... + 

1

n

n n

b

b b 
, bn > 0.

21. Arãtaþi cã urmãtoarele numere nu pot fi termeni ai unei progresii geometrice:
a) 11, 12, 13; b) 2 , 3 , 5 ; c) 2 , 5 , 7 ; d) 3 , 5 , 7 ; e) 2, 3 , 6 .

22. Fie ºirul (an)n  * definit prin a1 > 0 ºi an+1 =



5 3
3

n

n

a
a

, n  1. Arãtaþi cã ºirul

(bn)n  * definit prin bn =
3
1

n

n

a
a




,  n  1, este o progresie geometricã.
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Funcþii definite pe mulþimea numerelor naturale: ºiruri, progresii. Probleme de numãrare

4. Probleme de numãrare
O importanþã deosebitã o au problemele de completare a unui ºir, de numãrare a

termenilor unui ºir, de determinare a formei generale sau a regulii de formare a termenilor
unui ºir, de aflare a sumei primilor n termeni dintr-un ºir, de determinare a termenilor de
pe locul n dintr-un ºir, de aflare a poziþiei ocupate de un numãr într-un ºir, de numãrare a
apariþiilor unei cifre în scrierea unui numãr, de numãrare a unor numere care au o anumitã
proprietate etc.

Existã o varietate de probleme care se pot încadra în acestã temã, dintre care vom
prezenta câteva.

4.1. Completarea unui ºir cu încã p termeni, p *

Problemã rezolvatã
Completaþi cu încã trei termeni urmãtoarele ºiruri:
a) 11, 13, 15, ...
b) 11, 14, 17, ...
c) 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, ...
d) 0, 1, 1, 2, 4, 8, 16, ...

Rezolvare
a) Numerele din ºir sunt numere impare consecutive; ºirul se completeazã cu 17, 19, 21.
b) Numerele din ºir se formeazã dupã regula: an = an–1 + 3,  n  *.

ªirul se completeazã cu: 20, 23, 26.
c) Numerele din ºir se formeazã dupã regula a1 = 0, a2= 1, a3 = a1 + a2,

a4= a2 + a3, a5 = a3 + a4, ... ; în general: an = an–2 + an–1,  n  , n  3.
În felul acesta ºirul se completeazã cu: 13, 21, 34.

d) Numerele din ºir se formeazã dupã regula: a1 = 0; a2 = 1, a3 = a1 + a2,
an = a2 + a3 + ... + an–1,  n  , n > 2; ºirul se completeazã cu: 32, 64, 128.

4. 2. Numãrarea termenilor dintr-un ºir

Problemã rezolvatã
Determinaþi câte numere naturale sunt în ºirurile urmãtoare:
a) 20, 21, 22, ..., 50; b) 2, 4, 6, ..., 60;
c) 4, 7, 10, ..., 91; d) 2, 7, 12, ..., 92;

Rezolvare
a) ªirul conþine 50 – 20 + 1 = 31 numere naturale.
b) ªirul conþine termeni de forma 2 · 1, 2 · 2, 2 · 3, ... , 2 · 30, deci are 30 de

termeni. Altfel: (60 – 2) : 2 + 1 = 30.
c) ªirul are termeni de forma 3 · 1 + 1, 3 · 2 + 1, 3 · 3 + 1, ... , 3 · 30 + 1,

deci conþine 30 de termeni. Altfel: (91 – 4) : 3 + 1 = 30.
d) ªirul are termeni de forma 5 · 0 + 2, 5 · 1 + 2, 5 · 2 + 2, ... , 5 · 18 + 2, deci

conþine 19 termeni. Altfel: (92 – 2) : 5 + 1 = 19.
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Funcþii definite pe mulþimea numerelor naturale: ºiruri, progresii. Probleme de numãrare
P
ro

b
le

m
e
 p

ro
p

u
se

exponentul lui 2 din aceastã descompunere este mai mare decât cel al lui 5. Pentru
aflarea acestuia folosim procedeul indicat în comentariul punctului a).
Astfel, vom avea:

1000
5

 
    + 2

1000
5

 
  

+ 3
1000

5
 
  

 + 4
1000

5
 
  

 = 200 + 40 + 8 + 1 = 249.

Rezultã cã 1000! se terminã în 249 de zerouri.

Probleme propuse

1. Completaþi ºirurile care urmeazã cu încã trei termeni:
a) 13, 14, 15, ...
b) 10, 12, 14, ...

c) 1
1

, 1 2 3 4
, , ,

2 3 4 5
, ...

2. Fie ºirul de numere naturale: 1, 5, 9, 13, ... .
a) Completaþi ºirul cu încã trei termeni.
b) Gãsiþi al 150-lea, al 505-lea, al 2004-lea termen.
c) Care dintre urmãtoarele numere fac parte din ºir: 491, 1012, 2003, 2006,

3007, 4008, 5009? Precizaþi locul în ºir, dacã este cazul.
d) Calculaþi suma primilor 26 de termeni.

3. Aflaþi suma tuturor cifrelor numerelor naturale de la 1 la 1 000 000 000.

4. Fie numãrul N = 123456789101112131415... 200220032004.
a) Aflaþi câte cifre are numãrul N.
b) Care este a 2005-a cifrã a numãrului?
c) Determinaþi cifra de pe locul 34 788 .

5. Fie numãrul A = 9 + 99 + 999 + ... +
2004 cifre

999...99 . Câte cifre de 1 are A?

6. Câte numere pare de trei cifre se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3?
Care este suma lor?

7. Câte numere de patru cifre divizibile cu 4, se pot forma cu cifrele 0, 1, 2, 3, 4, 5?

8. Pentru numerotarea paginilor unei cãrþi (dicþionar enciclopedic) s-au folosit
3829 de cifre. Câte pagini are dicþionarul?

9. Câte numere naturale, mai mici decât 1331, sunt prime cu numãrul 1331?

10. Câte numere naturale, mai mici decât 4500, sunt prime cu numãrul 4500?
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Notaþie
Dacã A este o mulþime finitã vom nota numãrul elementelor sale cu n(A) sau |A| sau
card A.

Observaþie: Dacã |A| = m  ºi |B| = n, atunci |A  B| = m · n.

1.3. Drepte în plan de forma x = m sau y = m, m 
Reprezentând în plan punctele M1(2, –3),

M2(2, 0), M3(2, 2), M4(2, 4) observãm cã, datoritã
faptului cã au aceeaºi abscisã 2, acestea sunt situ-
ate pe o dreaptã paralelã cu axa Oy, dusã prin
punctul M2(2, 0). Aceastã dreaptã este formatã din
toate punctele M(2, y), y  , ºi i se asociazã
ecuaþia x = 2.

Reprezentând în plan mai multe puncte cu
aceeaºi ordonatã, cum ar fi N1(–2, 3), N2(0, 3),
N3(4, 3), N4(5, 3), observãm cã acestea sunt situ-
ate pe o dreaptã paralelã cu axa Ox, dusã prin N2.

Tragem concluzia cã toate punctele de forma
N(x, 3), x  , se aflã pe dreapta paralelã cu Ox,
dusã prin punctul N2(0, 3). Asociem acestei drepte
ecuaþia y = 3.

În general, pentru un numãr m  , avem:
 dreapta care este reprezentarea geometricã a mulþimii {(m, y)  y  } are ecuaþia

x = m, este paralelã cu Oy ºi trece prin punctul de coordonate (m, 0);
 dreapta care este reprezentarea geometricã a mulþimii {(x, m)  x  } are ecuaþia

y = m, este paralelã cu Ox ºi trece prin punctul de coordonate (0, m).

Dacã reprezentãm într-un reper cartezian
dreptele d1, de ecuaþie x = m, ºi d2, de ecuaþie y = n,
punctul de intersecþie a dreptelor d1 ºi d2 este
punctul M(m, n).

2

3

(0, n)

(m, 0)
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2. Funcþii
2.1. Noþiunea de funcþie

Noþiunea de funcþie a devenit familiarã matematicienilor pe la sfârºitul secolului al
XVI-lea ºi începutul celui de-al XVII-lea, o datã cu cercetãrile lui Neper, Descartes ºi Fermat.
Termenul de funcþie apare în lucrãrile lui Leibniz, în anul 1694. Trebuie sã evidenþiem
însã faptul cã matematicienii au folosit corespondenþa dintre mãrimi încã din antichitate.
Ideea de funcþie s-a clarificat treptat, în secolul al XVII-lea prin lucrãrile lui Leibniz ºi
Newton, astfel încât pe la sfârºitul secolului al XVII-lea, Jean Bernoulli, elevul lui Leibniz,
a introdus pentru prima datã în terminologia matematicã definiþia noþiunii de funcþie ºi,
în acelaºi timp, simbolul pentru desemnarea funcþiei de o variabilã realã. Lui Leonhard
Euler, elevul lui Jean Bernoulli, îi aparþine simbolul f(x), introdus în anul 1740.

Definiþie

Fie A ºi B douã mulþimi nevide. Prin funcþie definitã pe mulþimea A cu valori
în mulþimea B se înþelege orice lege f (procedeu sau convenþie etc.) prin care
oricãrui element x  A i se asociazã un unic element, notat f(x), din B.

Mulþimea A se numeºte domeniul de definiþie al funcþiei, iar mulþimea B se
numeºte codomeniul (domeniul valorilor) funcþiei.

O funcþie definitã pe A cu valori în B se noteazã f : A  B sau A 
f
  B ºi se citeºte

f definit pe mulþimea A cu valori în mulþimea B.

Exerciþiu rezolvat
Fie mulþimile finite A = {a, b, c},  B = {1, 2, 3, 4} ºi corespondenþele indicate prin
sãgeþi din figurile a)–f). Care dintre corespondenþele date defineºte o funcþie pe A
cu valori în B?

Rezolvare
Evident, schema din figura a defineºte o
funcþie definitã pe A cu valori în B,
deoarece oricãrui element din A îi
corespunde în B un element ºi numai
unul; schema din figura b nu defineºte o
funcþie deoarece elementului b  A îi
corespund în B elementele 2 ºi 4; schema
din figura c defineºte o funcþie constantã
deoarece f(a) = f(b) = f(c) = 3 ºi avem
f(A)  B; schema din figura d nu
defineºte o funcþie deoarece elementul
c  A nu are imagine în B; schema din
figura e defineºte o funcþie ºi avem
f(A)  B; schema din figura f descrie o func-
þie definitã pe A cu valori în mulþimea A.
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Reþineþi! O funcþie este determinatã de trei elemente:
 domeniul de definiþie A;
 mulþimea în care funcþia ia valori B;
 legea de corespondenþã.

Definiþie

Fie f : A  B o funcþie. Dacã x este un element oarecare din A, iar y este elementul
f(x), atunci vom scrie y = f(x). Aceastã egalitate se numeºte dependenþã funcþionalã
asociatã funcþiei f, iar x se numeºte variabilã sau argument.

2.2. Modalitãþi de a descrie o funcþie
Funcþiile pot fi definite în mai multe moduri, dar, de fiecare datã, indiferent de modul

cum este descrisã funcþia, trebuie sã precizãm cele trei elemente care o caracterizeazã.

2.2.1. Funcþii definite sintetic
O funcþie f : A  B poate fi definitã precizând pentru fiecare element din A ce element

i se asociazã din mulþimea B.

Exemplu:
Fie A = {1, 2, 3, 4}, B = {a, b, c, d, e}. Definim f : A  B
astfel: f(1) = a, f(2) = b, f(3) = b, f(4) = d.
Legea de asociere a acestei funcþii poate fi reprezentatã
printr-o diagramã Venn Euler, ca cea de alãturi, sau
printr-un tabel, ca cel mai jos:

A 1 2 3 4
B a b b d

2.2.2. Funcþii definite analitic
O funcþie f : A  B poate fi definitã specificând o proprietate (sau relaþiile) ce leagã un

element oarecare x din A de elementul f(x) din B.

Exemple:
1. Considerãm funcþia f :   , f(x) = x3, care asociazã fiecãrui numãr real x cubul

sãu, x3.

2. Dându-se o formulã (sau o expresie algebricã) E(x), putem sã-i asociem o funcþie
sau mai multe funcþii care vor avea domeniul ºi codomeniul submulþimi ale lui .
De exemplu, fie expresia E(x) = x2 + 4. Putem defini funcþia f :    astfel încât
f(x) = x2 + 4.
Dar putem asocia aceleiaºi expresii E(x) = x2 + 4, funcþia g :   , g(x) = x2 + 4,
care este diferitã de funcþia f definitã mai sus, deoarece cele douã funcþii nu au
acelaºi domeniu de definiþie.

În concluzie, unei expresii sau formule i se pot asocia mai multe funcþii.
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Când definim o funcþie cu ajutorul unei expresii algebrice trebuie sã punem condiþii
astfel încât expresia respectivã sã aibã sens pentru orice element din domeniul de definiþie.

Exemplu:

Dacã E(x) = 5
3

x
x



, acestei expresii îi putem asocia funcþia f :  \ {3}  ,

f(x) = 5
3

x
x



, dar nu ºi funcþia g :   , g(x) = 5
3

x
x



, deoarece expresia

E(x) nu are sens pentru x = 3.

O funcþie definitã prin mai multe formule se numeºte funcþie multiformã. 

Exemplu:

Funcþia f :   , definitã prin f(x) = 2
3, dacå 1
1, dacå 1 5

2, dacå 5

x x
x x

x
x

     
 

  este o funcþie definitã

cu ajutorul mai multor formule, adicã o funcþie multiformã.

În cazul unei funcþii multiforme trebuie sã avem în vedere faptul cã fiecare dintre formule
este valabilã pentru o anumitã submulþime a domeniului de definiþie, iar douã dintre
formule nu pot fi folosite pentru determinarea imaginii unuia ºi aceluiaºi element.

2.3. Funcþii egale
Definiþie

Fie A, B, A, B mulþimi nevide. Douã funcþii f : A  B ºi g : A  B se numesc
egale dacã ºi numai dacã A = A, B = B ºi f(x) = g(x),  x  A.

Dacã existã cel puþin un element x  A astfel încât f(x)  g(x), atunci funcþiile
f ºi g nu sunt egale ºi se noteazã f  g.

Exemplu:

1. Funcþiile f, g :   , f(x) = x3 – 3x + 2, g(x) = (x – 1)2(x + 2) sunt egale întrucât
au acelaºi domeniu de definiþie, acelaºi codomeniu ºi f(x) = g(x),  x  .

2. Fie funcþiile f : {2, 3, 4, 5}  {–2, –1, 8, 12}, f(x) = 2
4, {2,3}

5 12, {4,5}
x x

x x x
 

   
 ºi

g: {2, 3, 4, 5}  {–2, –1, 8, 12}, g(x) = 
2 4 2, {2,3}
4 8, {4,5}

x x x
x x

   
  

.

Se observã cã f ºi g au acelaºi domeniu de definiþie, acelaºi codomeniu ºi
f(2) = g(2), f(3) = g(3), f(4) = g(4), f(5) = g(5). Prin urmare, f = g.

3. Fie funcþiile f, g : A  , f(x) = 2
5 4

1
x

x



, g(x) = 2
5 4

1
x

x x


 
. Se constatã cã nu existã

nici o submulþime A   astfel încât f = g, deoarece 2
5 4

1
x

x



  2
5 4

1
x

x x


 
,  x  .

Aºadar, f  g.
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2.4. Prelungirea ºi restricþia unei funcþii
Definiþie

Fie o funcþie f : A  B ºi X  A.
Funcþia g: X  B, g(x) = f(x) pentru orice x  X, se numeºte restricþia funcþiei

f la submulþimea X.
Funcþia f se mai numeºte prelungirea funcþiei g la mulþimea A.

Exemplu:

Sã considerãm funcþiile: f : [–1, 1]  , f(x) = 21 x , ºi g :   ,

g(x) = 
21 , pentru [ 1,1]

1 , pentru \ [ 1,1]
2

x x

x

   


  
.

Funcþia f este, în acest caz, restricþia la intervalul [–1, 1] 
def
=  {x  |–1  x  1} a

funcþiei g, iar g este prelungirea la mulþimea  a funcþiei f.

2.5. Graficul unei funcþii
Definiþie

Fie o funcþie f : A  B. Se numeºte graficul funcþiei f mulþimea

Gf = {(x, f(x))| x  A}

Observaþii:
1. Graficul Gf este independent de codomeniul B ºi Gf  A  B.
2. Un punct M(, )  A  B aparþine graficului Gf dacã   A ºi  = f(). Putem scrie

Gf = {(, )  (, )  A  B,  = f()}

Exemplu:
Fie funcþia f : A  B definitã prin diagrama alãturatã.
Graficul funcþiei f este mulþimea

Gf = {(a, 1), (b, 1), (c, 2)}.

2.6. Imaginea ºi preimaginea unei funcþii
Definiþie

Fie funcþia f : A  B. Mulþimea tuturor valorilor pe care le ia funcþia se
numeºte imaginea funcþiei ºi se noteazã Im f. Putem scrie:

Im f = {y  B|  x  A astfel încât f(x) = y}
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CAPITOLUL 3

3. Funcþii numerice.
Operaþii cu funcþii numerice

Definiþie

O funcþie f : A  B pentru care A, B   se numeºte funcþie numericã sau
funcþie realã de argument real.

Exemple:

Urmãtoarele funcþii sunt funcþii numerice:
1. f :   , f(x) = x + 3; 2. f : [1, +)  , f(x) = 1x  ;
3. f : [–, 0)   , f(x) = 3x – 1; 4. f : [–2, 2]  , f(x) = 24 x .

3.1. Operaþii cu funcþii numerice
Cu funcþiile numerice se pot realiza aceleaºi operaþii care se pot realiza ºi cu numere,

rezultatele fiind tot funcþii numerice.

Definiþie

Fie funcþiile numerice (sau reale) f : A   ºi g : A  , A  .
1. Funcþia s = f + g : A  , s(x) = f(x) + g(x), pentru orice x  A, se numeºte

suma dintre funcþia f ºi funcþia g.
2. Funcþia d = f – g : A  , d(x) = f (x) – g(x), pentru orice x  A, se numeºte

diferenþa dintre funcþia f ºi funcþia g.
3. Funcþia p = f � g : A  , p(x) = f(x) · g(x), pentru orice x  A, se numeºte

produsul funcþiilor f ºi g.

4. Funcþia h = 
f
g

: A1  , h(x) = 
( )
( )

f x
g x

, pentru orice x  A1 = {x  A| g(x)  0},

se numeºte câtul funcþiilor f ºi g.

3.2. Graficul unei funcþii numerice
Graficul unei funcþii numerice f : A  , A   este mulþimea Gf = {(x, f(x))  x  A}.

Observaþii:
1. M (a, b)  Gf  dacã ºi numai dacã b = f(a).
2. Putem scrie Gf = {(a, b)  a  A; b = f(a)}.
3. Putem reprezenta geometric graficul unei funcþii numerice prin raportarea acestuia

la un sistem de coordonate, adicã asociind fiecãrui element al graficului funcþiei un
punct din plan.
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diferenþa dintre funcþia f ºi funcþia g.
3. Funcþia p = f � g : A  , p(x) = f(x) · g(x), pentru orice x  A, se numeºte

produsul funcþiilor f ºi g.

4. Funcþia h = 
f
g

: A1  , h(x) = 
( )
( )

f x
g x

, pentru orice x  A1 = {x  A| g(x)  0},

se numeºte câtul funcþiilor f ºi g.

3.2. Graficul unei funcþii numerice
Graficul unei funcþii numerice f : A  , A   este mulþimea Gf = {(x, f(x))  x  A}.

Observaþii:
1. M (a, b)  Gf  dacã ºi numai dacã b = f(a).
2. Putem scrie Gf = {(a, b)  a  A; b = f(a)}.
3. Putem reprezenta geometric graficul unei funcþii numerice prin raportarea acestuia

la un sistem de coordonate, adicã asociind fiecãrui element al graficului funcþiei un
punct din plan.
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Funcþii, lecturi grafice

4. Compunerea funcþiilor
Definiþie

Fie A, B, C trei mulþimi nevide ºi funcþiile

f : A  B  ºi g : B  C (putem scrie A 
f
  B 

g
  C).

Funcþia h : A  C definitã prin h(x) = g(f(x))
pentru orice x  A se numeºte compunerea
funcþiilor g ºi f ºi se noteazã h = g  f.

Exemple:

1. Fie funcþiile f : {x1, x2}  {y1, y2, y3}, definitã prin y1 = f(x1), y2 = f(x2), ºi
g : {y2, y2, y3}  {z1, z2, z3, z4}, definitã prin g(y1) = z1, g(y2) = z2, g(y3) = z3.
Atunci g  f : {x1, x2}  {z1, z2, z3, z4} este definitã prin (g  f)(x1) = g(f(x1)) = g(y1) = z1,
(g  f)(x2) = g(f(x2)) = g(y2) = z2.

2. Fie funcþiile f, g :    definite prin f(x) = 3x + 2 ºi g(x) = x2 pentru orice x  .
Deoarece domeniile ºi codomeniile celor douã funcþii sunt  sunt posibile compunerile
f  g, g  f, f  f ºi g  g. Avem funcþiile:
g  f :   , (g  f)(x) = g(f(x)) = (f(x))2 = (3x + 2)2 = 9x2 + 12 x + 4;
f  g :   , (f  g)(x) = f(g(x)) = 3g(x) + 2 = 3x2 + 2;
f  f :   , (f  f)(x) = f(f(x)) = 3f(x) + 2 = 3(3x + 2) + 2 = 9x + 8;
g  g :   , (g  g)(x) = g(g(x)) = g(g(x)) = (g(x))2 = (x2)2 = x4.

3. Fie funcþia f :    , f(x) =  ,
, \

x x
x x


 


  . Atunci existã funcþia f  f.

f  f :   , (f  f)(x) = f(f(x)) = 


( ), ( )
( ), ( ) \

f x f x
f x f x


 


  =

= 


  





  

,
,
,

( ), \ ,

x ,x  ( )f x x
x  \ ,x   ( )f x x
x ,x   ( ) \f x x
x x f    ( ) \x x

 =  


 

,
, \

x x
x x  = x,  x  .

Rezultã f  f = 1.

Exerciþiu rezolvat
Fie funcþiile f, g :   , date prin expresiile:

f(x) =    
  

2 1, ( ,3]
4 20, (3, )

x x
x x  ºi g(x) = 


   
   
5 2, ( ,1]

9, (1, )
x x

x x
.

Determinaþi funcþia g  f.
Rezolvare

Metoda I. g  f :   , (g  f)(x) = g(f(x)) =  5 ( ) 2, ( ) 1
( ) 9, ( ) 1
f x f x

f x f x
  
    =
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= 




           


5 ( ) 2, (2 1 1 ( ,3]) (4 20 1 3)
( ) 9,

f x x x x x
f x          (2 1 1 ( ,3]) (4 20 1 3)x x x x  =

= 

        




215 ( ) 2, ( 0 3) 3
4

f x x x x x

  ( ) 9,f x       21( 0 3) 3
4

x x x x
 =

= 

      



215 ( ) 2, ( , 0] 3,
4

f x x

 ( ) 9,f x   21(0, 3] ,
4

x
 = 

5(2 1) 2, ( ,0]
215(4 20) 2, 3,
4

(2 1) 9, (0, 3]
21(4 20) 9, ,
4

x x

x x

x x

x x

    
        
    

Metoda a II-a. g  f :   , (g  f) (x) = g(f(x)) =  5 ( ) 2, ( ) 1
( ) 9, ( ) 1
f x f x

f x f x
  
   .

Alcãtuim tabelul de monotonie al funcþiei f.

x – 0 3 21
4



f(x)
–   1   7 

– 1 

g(f(x)) = 

      



215 ( ) 2, ( ,0] 3,
4

f x x

 ( ) 9,f x   21(0, 3] ,
4

x
 = 

5(2 1) 2, ( ,0]
215(4 20) 2, 3,
4

(2 1) 9, (0, 3]
21(2 1) 9, ,
4

x x

x x

x x

x x

    
        
    

 =

  = 

 
10 7, ( ,0]
2 8, 0, 3

2120 98, 3,
4

214 89, ,
4

x x
x x

x x

x x

   
  
    
   

.

Proprietãþile compunerii funcþiilor
1. Compunerea funcþiilor este asociativã.

Dacã A 
f
 B 

g
  C 

h
  D, atunci

h  (g  f) = (h  g)  f.
Demonstraþie
Într-adevãr, existã h  (g  f) : A  D,

(h  (g  f))(x) = h((g  f)(x)) = h(g(f(x))),
(h  g)  f : A  D, ((h  g)  f)(x) =
= (h  g)(f(x)) = h(g(f(x))) pentru orice
x  A, de unde rezultã h  (g  f) = (h  g)  f.

Din acest motiv are sens scrierea
h  g  f = h  (g  f) = (h  g)  f.
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h
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= (h  g)(f(x)) = h(g(f(x))) pentru orice
x  A, de unde rezultã h  (g  f) = (h  g)  f.
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Funcþii, lecturi grafice

Exerciþiu rezolvat

Arãtaþi cã funcþia f :  \ {–1}   \ {3}, f(x) = 3 1
1

x
x



 este inversabilã ºi determinaþi

funcþia inversã.
Rezolvare

Fie y   \ {3} oarecare; arãtãm cã existã un unic x   \ {–1}, astfel încât
f(x) = y. Într-adevãr ecuaþia f(x) = y cu necunoscuta x se scrie succesiv:

3 1
1

x
x

  = y  3x – 1 = xy + y  (3 – y)x = 1 + y  x = 1

3
y
y


 .

Se observã cã x obþinut are sens deoarece y  3 ºi mai mult, x  –1, adicã x   \ {–1}.
Aºadar funcþia f este inversabilã ºi inversa funcþiei f este:

f –1:  \ {3}   \ {–1}, f –1(y) = 1
3

y
y


 .

Exerciþii propuse
1. Se considerã funcþiile:

f :   , f(x) = 


2 3 , ( , 2)

1, [2, )
x x

x x
  
  

, ºi g :   , g(x) =




1, ( , 0)
2 4, [0, )

x x
x x
  
   .

Determinaþi f + g, f – g, f . g ºi
f
g

.

2. Efectuaþi compunerile f  g ºi g  f pentru funcþiile f, g :    definite astfel:
a) f(x) = 2x + 4, g(x) = –3x + 2; b) f(x) = 2x + 4, g(x) = –x2 + 5x + 1;

c) f(x) = x3, g(x) = 4x – 5; d) f(x) = 2x – 1, g(x) = 1
2

x  .

3. Pentru fiecare dintre urmãtoarele funcþii h :   , determinaþi douã funcþii
f, g :    astfel încât h = g  f:
a) h(x) = 3(x + 2)2 – 2(x + 2) + 5; b) h(x) = (2x2 – 4)3; c) h(x) = 5x4 – 2x2 + 3;
d) h(x) = –(x2 + x + 1)2 + 2(x2 + x + 1) – 4; e) h(x) = (x2 – 4x + 3)5;
f) h(x) = –2(x – 2)2 + 3(x – 2) + 1.

4. Fie f, g :   , f(x) = 3x – 4, g(x) = 4
3

x  . Arãtaþi cã f  g = g  f.

5. Fie funcþiile f, g :   , date prin f(x) = 3x + 1, g(x) = –2x ºi h(x) = –4x + 2.
Determinaþi funcþia f  g  h.

6. Fie h :   , h(x) = (x – 1)(x – 2)(3 – x)(4 – x). Determinaþi douã funcþii
f, g :    astfel încât h = g  f.

7. Fie funcþiile  f :   , f(x) = 2
3 1, 1

1, 1
x x

x x
 

  
, ºi g :   , g(x) = 4 3, 1

2 1, 1
x x
x x
  
   .

Determinaþi g  f.

8. Se considerã funcþia f :   , f(x) =   01 ,
1,x  0x

x x




. Determinaþi  f  f.
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CAPITOLUL 4

Deducem cã procedeul practic de a reprezenta grafic o funcþie de gradul întâi este
urmãtorul: atribuim lui x douã valori distincte x1 ºi x2, calculãm valorile corespunzãtoare
f(x1) ºi f(x2) ºi apoi reprezentãm punctele A(x1, f(x1)) ºi B(x2, f(x2)) în plan, obþinând
astfel dreapta AB care este tocmai graficul funcþiei f.

Intersecþia cu axele de coordonate
Fie funcþia de gradul întâi f : R  R, f(x) = ax + b, a  0, a, b  R.
 Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa OxOxOxOxOx este mulþimea Gf  Ox = {(x, f(x)| f(x) = 0}. Rezolvând

ecuaþia ax + b = 0, obþinem x = – b
a

, deci Gf  Ox =   ,0bA
a

 .

 Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa Intersecþia cu axa Oy Oy Oy Oy Oy este mulþimea Gf  Oy = {(0, f(0)| 0  R} = {B(0, b)}.
Observaþie: Cele douã puncte ale graficului funcþiei de gradul întâi folosite pentru trasarea

dreptei care reprezintã graficul funcþiei se pot lua astfel încât sã fie punctele
de intersecþie a graficului cu axele de coordonate. Astfel, graficul funcþiei
f(x) = ax + b, a  0, este dreapta AB neparalelã cu axele de coordonate, de
ecuaþie y = ax + b.

Exemple:
Reprezentaþi grafic funcþia f : R  R definitã prin:
a) f(x) = 3x – 5; b) f(x) = –2x + 1; c) f(x) = 2.
Rezolvare
a) Alcãtuim tabelul de valori al funcþiei:

x = 0  f(0) = –5  dreapta d de ecuaþie y = 3x – 5
intersecteazã axa Oy în punctul B(0, –5).

f(x) = 0  3x – 5 = 0  x = 5
3

 

 dreapta d intersecteazã axa Ox în punctul A  5 , 0
3

.

x – 0 5
3



f(x) – –5 0 

b) f(0) = 1  dreapta d de ecuaþie y = –2x + 1
intersecteazã axa Oy în punctul B(0, 1).

f(x) = 0  –2x + 1 = 0  x = 1
2

  dreapta d

intersecteazã axa Ox în punctul A  1 , 0
2

.

Alcãtuim tabelul de valori al funcþiei:

x – 0 1
2



f(x)  1 0 –

c) Alcãtuim tabelul de valori al funcþiei:

x – 0 
f(x) 2 2 2

Dreapta d de ecuaþie y = 2 este paralelã cu axa Ox.

d

d

d
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Funcþia de gradul întâi

Definiþie

Un sistem de forma ax by c
mx ny p

 
   (s), cu a, b, c, m, n, p  R se numeºte

sistem liniarsistem liniarsistem liniarsistem liniarsistem liniar de douã ecuaþii cu douã necunoscute.

Necunoscutele Necunoscutele Necunoscutele Necunoscutele Necunoscutele sistemului (s) sunt x ºi y, iar a, b, m, n sunt coeficienþii necunoscutelorcoeficienþii necunoscutelorcoeficienþii necunoscutelorcoeficienþii necunoscutelorcoeficienþii necunoscutelor.
Numerele reale c ºi p se numesc termeni liberitermeni liberitermeni liberitermeni liberitermeni liberi.

Definiþie

Prin soluþia sistemuluisoluþia sistemuluisoluþia sistemuluisoluþia sistemuluisoluþia sistemului (s) înþelegem orice pereche (x, y)  R2 care verificã
fiecare ecuaþie a sistemului.

5.1. Metode de rezolvare
Pentru rezolvarea unui asemenea sistem, adicã pentru a afla perechile soluþie, utilizãm

metoda substituþiei sau metoda reducerii. Existã ºi o metodã graficã, dar aceasta poate sã
intuiascã soluþiile sau existenþa lor ºi nu sã le determine propriu-zis.

5.1.1. Metoda substituþiei

Dacã, de exemplu, a  0, atunci din prima ecuaþie deducem x = – b
a

y + c
a

 ºi sistemul

(s) devine:  
b cx y
a a

b cm y ny p
a a

   


   

 
( )

b cx y
a a

an bm y pa mc

   


  
 (1)

 Dacã an – bm  0, sistemul are soluþie unicãsoluþie unicãsoluþie unicãsoluþie unicãsoluþie unicã (se mai numeºte compatibil deter-compatibil deter-compatibil deter-compatibil deter-compatibil deter-

minatminatminatminatminat) ºi din (1) aflãm soluþia sa: 

no t

no t

=
nc pb

x
a n bm
pa m c

y
a n bm

        

.

În acest caz, M(, ) reprezintã punctul de intersecþie a dreptelor d1, de ecuaþie
ax + by = c, ºi d2, de ecuaþie mx + ny = p.

 Dacã an – bm = 0 ºi pa – mc = 0, sistemul are o infinitate de soluþii de forma
b cx a a

y

    


    
.

În acest caz, sistemul se numeºte compatibil nedeterminatcompatibil nedeterminatcompatibil nedeterminatcompatibil nedeterminatcompatibil nedeterminat, iar dreptele d1 ºi d2
sunt confundate (satisfac condiþia d1 = d2).

 Dacã an – bm = 0 ºi pa – mc  0, sistemul nu are soluþie. În acest caz, sistemul se
numeºte incompatibilincompatibilincompatibilincompatibilincompatibil, iar dreptele d1 ºi d2 sunt paralele.

Observaþie: Dacã a = 0, realizãm acelaºi procedeu cu unul dintre coeficienþii b, c, m, n
care este nenul.
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5.1.2. Metoda reducerii
Înmulþind prima egalitate cu n, a doua cu –b, apoi prima cu –m ºi a doua cu a, prin

adunare, obþinem: | |
| |

a x by c · n
· am x n y p · (– )b
· (– )m 

 




  ( )
( )
an bm x cn bp
an bm y pa mc

  
   , apoi se repetã

raþionamentul prezentat la metoda substituþiei.

Observaþie: La rezolvarea unui sistem se poate folosi metoda substituþiei combinatã cu
metoda reducerii.

Exerciþii rezolvate
Rezolvaþi în R2 sistemele:

a) 3 5
3

x y
x y

 
  ;  b) 3 5

6 2 10
x y
x y
 
  ; c) 3 5

6 2 4
x y
x y
 
  .

Rezolvare
a) Substituind y din a doua ecuaþie sistemul notat cu

(s) devine: 3 3 5
3

x x
y x

  
     1

3
x
y x

     1

2
x
y

 .

Sistemul având soluþie unicã, dreptele d1, de ecuaþie
3x + y = 5, ºi d2, de ecuaþie x + y = 3, sunt concu-
rente în punctul M(1, 2).

b) Sistemul se mai scrie sub forma echivalentã:

3 5
2(3 ) 2 5

x y
x y
 
     3 5

3 5
x y
x y
 
     5 3

x
y
  
  

 
 ºi,

în acest caz, orice pereche de forma (, 5 – 3),   R,
este soluþie a sistemului. Dreptele d1, de ecuaþie
3x + y = 5, ºi d2, de ecuaþie 6x + 2y= 10, sunt
confundate (satisfac condiþia d1= d2).

c) Sistemul se mai scrie sub forma echivalentã:

3 5
2(3 ) 2 2

x y
x y
 
     3 5

3 2
x y
x y
 
  .

Presupunând cã existã (x, y)  R2 o pereche soluþie,
atunci scãzând cele douã egalitãþi obþinem 0 = 3.
Contradicþie! Deci sistemul nu are soluþie.
În acest caz, dreptele d1: 3x + y = 5 ºi d2: 3x + y =
2 sunt paralele.
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 .
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3 5
x y
x y
 
     5 3

x
y
  
  

 
 ºi,

în acest caz, orice pereche de forma (, 5 – 3),   R,
este soluþie a sistemului. Dreptele d1, de ecuaþie
3x + y = 5, ºi d2, de ecuaþie 6x + 2y= 10, sunt
confundate (satisfac condiþia d1= d2).
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2(3 ) 2 2

x y
x y
 
     3 5

3 2
x y
x y
 
  .
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atunci scãzând cele douã egalitãþi obþinem 0 = 3.
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Exerciþii propuse
1. Determinaþi x, y ∈ � ºtiind cã:

a) (3x, y + 5) = (1, 2); b) (5x + 2y, 3y – x) = (3, –1); c) (–3y + 8x; 0,5x – 5y) = (–2, 12).

2. Rezolvaþi sistemele de ecuaþii fãcând de fiecare datã interpretarea geometricã:

a) {4 13
2 5

x y
x y

+ =
+ = ; b) { 5 3 2

4 3 1
x y

x y
− − = −

+ = ; c) {9 7 13
3 2 13

x y
x y

+ =
− = ;

d) {8 3 5
16 6 10

x y
x y
+ =

+ = ; e) {6 5 2
12 10 3

x y
x y
− =
− = .

6. Sisteme de inecuaþii de gradul întâi
Dacã douã sau mai multe inecuaþii de gradul întâi sunt legate prin conjuncþia „ºi“ (sau

operatorul logic „∧“), atunci aceste inecuaþii se pot scrie ºi rezolva ca un sistem.

Definiþie

Un sistem de forma (s) { ( , , )
( , , )

ax b c
mx n p

+ ≥ > ≤ <
+ ≥ > ≤ < , a, b, c, m, n, p ∈ �, se numeºte

sistem liniar de douã inecuaþii de gradul întâi.

Necunoscuta sistemului este x, iar a ºi m sunt coeficienþii necunoscutelor. Numerele
reale b, c, n ºi p se numesc termeni liberi.

Definiþie

Prin soluþia sistemului (s) înþelegem orice pereche (x, y) ∈ �2 care verificã
fiecare inecuaþie a sistemului.

Pentru a rezolva un asemenea sistem, adicã pentru a afla perechile soluþie, determinãm
soluþiile (intervalele de soluþie) pentru fiecare inecuaþie în parte, apoi le intersectãm.

Exerciþiu rezolvat

Rezolvaþi sistemele de inecuaþii: a) { 4 5
2 1 0
x
x
− <

− ≤ ; b) {3 5 6
9 8

x
x
+ ≥

− > .

Rezolvare

a) { 9
2 1
x
x
<

≤  ⇔ 
9
1
2

x

x

<��
� ≤��

 ⇔ (
( ; 9)

1;
2

x

x

∈ −∞��
� �∈ −∞� ���

 ⇔ x ∈ (–∞; 9) ∩ ( 1;
2
�−∞ ��

 ⇔ x ∈ ( 1;
2
�−∞ ��

.

b) {3 1
1

x
x

≥
− > −  ⇔ 

1
3
1

x

x

�� ≥
�

<��
 ⇔ )1 ;

3
( ; 1)

x

x

� �∈ + ∞� ���
∈ −∞��

 ⇔ x ∈ )1 ;
3
� + ∞��

∩ (–∞, 1) ⇔ x ∈ )1 ; 1
3
�
��

.
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Exerciþii propuse
1. Determinaþi domeniul maxim de definiþie al funcþiilor urmãtoare:

a) f(x) = 1
2x − ;  b) f(x) = 3 5

4 2 4 2x x
+− + ;

c) f(x) = 2
2

6 9
x

x x
−

− +
;  d) f(x) = 

2

4 3
4

25 20 3
x

x x
+

− +
2. Determinaþi funcþia f ºtiind cã verificã relaþia:

a) f : � → �, f(ax + b) = cx + d, � x ∈ �, a ≠ 0;

b) f : � → �, f(x – 2) = x2 – 6x + 8, � x ∈ �;

c) f : � \ {–2} → �, f(x – 1) = 1
1x + , � x ∈ � \ {–1};

d) f : � \ {3} → �, f ( )1 3 1
1
xx

x x
++ = −  , � x ∈ � \ { }10,

2
;

e) f : � \ {2} → �, f ( )2 1
1

x
x

+
−  = x2 + 2x, � x ∈ � \ {1};

3. Determinaþi funcþiile f : � → � cu proprietatea
(1) f(x) · f(y) – xy = f(x) + f(y) – 1, � x, y ∈ �.

4. Stabiliþi ecuaþia dreptei y = ax + b, ºtiind cã trece prin punctele A ºi B, în cazurile:
a) A(1, 2), B(–3, 4); b) A(–2, –1), B(2, 2); c) A(–3, –2), B(3, 4).

5. Stabiliþi dacã tripletele de drepte sunt concurente:
a) 3x + y – 5 = 0; 5x – 2y – 1 = 0; x+ 3y – 7 = 0;
b) 3x + 2y – 4 = 0, x + y – 1 = 0, 2x – y – 3 = 0.

6. Fie dreapta d de ecuaþie y = ax + b.
Stabiliþi care din tripletele de puncte de mai jos se aflã pe dreapta d:
a) (1, –2), (3, 2), (2, 0); b) (3, –1), (1, 1), (2, 0); c) (1, 4), (3, 6), (0, 2).

7. Determinaþi mulþimea Im(f) în urmãtoarele situaþii:

a) f : {–3, –2, 1, 2 , 3 } → �, f(x) = x2 + 4; b)  f : � → �, f(x) = {1, 0
2, 0

x
x

≤
> .

8. Determinaþi imaginea fiecãreia dintre funcþiile de mai jos:
a) f : � × �, f(n) este restul împãrþirii lui n la 7; b) g : � × ��→ �, g(n) = (–1)n;
c) h : �* → �*, h(n) este ultima cifrã a lui 9n.

9. a) Existã o funcþie f1 : � → � definitã prin relaþia f1(x) = x – 5?

b) Existã o funcþie f2 : � → � definitã prin relaþia f2(x) = 4
3
x ?

c) Existã o funcþie f3 : � \ {0} → � definitã prin relaþia f3(x) = 5
2 2
x

−
?

d) Existã o funcþie f4 : � → � definitã prin relaþia f4(x) = 
3 5

x
+

?
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x

≤
> .
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3
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2 2
x

−
?
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x
+

?
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10. Fie funcþia f : � → � definitã prin relaþia

f(x) = 
1, dacå
2, dacå \
3, dacå \

x
x
x

∈�� ∈�
� ∈�

�
� �
� �

 ºi numerele a = 1 2
2

+ , b = 1 2
2

− .

Calculaþi f(a + b), f(a – b), f(ab). Aflaþi valorile lui x pentru care f(ax) ≠ 3 ºi f(x) ≠ 3.

11. Fie funcþia f : � \{1} → �, f(x) = 3
1

x
x

+
− .

Determinaþi mulþimile A = {x ∈ �| f(x) ∈ �} ºi B = {x ∈ �| f(x) ∈ �}.

12. Existã o funcþie al cãrei grafic conþine punctele A(1, 3), B(–2, –1), C(1, 4)? De ce?

13. a) Reprezentaþi grafic funcþia f : {0, 1, 2, 3, 4} → �, f(n) = ��
� 2 dacå este impar

n, pdacå este arn
n, n

.

b) Care este imaginea lui f?
14. Rezolvaþi în mulþimea numerelor reale ecuaþia |x – 1| + |x + 2| + |y + 3| = 3.

15. Rezolvaþi ecuaþia |x – a| + |x – 2| = 4, a ∈ �; discuþie dupã a.

16. Determinaþi funcþia de gradul întâi f : � → � al cãrei grafic taie axa Ox în punctul
de abscisã 2 ºi axa Oy în punctul de ordonatã 2. Reprezentaþi graficul funcþiei.

17. Determinaþi funcþia de gradul întâi al cãrei grafic conþine punctele distincte
A(a, a + 1), B(b, b + 1).

18. Reprezentaþi grafic funcþiile de mai jos ºi precizaþi imaginea fiecãreia dintre ele:

a) f : � → �, f(x) = {2 , 0
3, 0
x x

x
≥

− < ; b) g : � → �, g(x) = 
2

1, ( 2, 2)
2 1, 2

x
x
x

1,x + ≥�� ∈ −�
�− + ≤ −�

;

c) h : � → �, h(x) = { ,| | 1
1,| | 1
x x

x
≥
< .

19. Fie funcþiile f, g : � → � date de relaþiile f(x) = 2(x + a), g(x) = ax+ 7.
Aflaþi valoarea lui a cunoscând cã graficele celor douã funcþii au un punct
comun de abscisã 3. Reprezentaþi grafic funcþiile obþinute.

20. Fie funcþiile f, g : � → � date de relaþiile f(x) = (a – 1)x + 2, g(x) = 3x + a.
Determinaþi valoarea lui a ºi reprezentaþi grafic funcþiile cunoscând cã graficele
lor sunt douã drepte paralele.

21. Fie funcþia f : � → �, f(x) = ax + b, a ≠ 0. Demonstraþi cã pentru orice x1, x2 ∈ �

are loc relaþia f ( )1 2 1 2( ) ( )
2 2

x x f x f x+ += .

22. Considerãm familia de funcþii fm : � → �, fm(x) = (m + 1)x – 2m + 1.
a) Pentru ce valoare a lui m funcþia este constantã?
b) Reprezentaþi în acelaºi sistem ortogonal graficele funcþiilor f–1, f0, f1.
c) Demonstraþi cã graficele tuturor funcþiilor fm trec printr-un punct fix.

23. Fie funcþia f : � → �, f(x) = 
�
�
�

2 ,
4 2 , 3

x
x x

3x ≥
− < .

Determinaþi mulþimile A = {x | |f(x| ≤ 10}, B = {x|f(x) = f(3)}, C = {x| f(x) = –π}.
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CAPITOLUL 4

24. StudiaÆi monotonia funcÆiilor:
a) f : � → �, f(x) = 2x – 5; b) g : � → �, g(x) = 5 – 2x;

c) h : � → �, h(x) = 
−�� − < <�

� +�

1,
0, 1 1

1,

x
x

x

≥

≤

1

–1

x

x
; d) l : � → �, l(x) = 

− ≤�
�− >�

, 3
7, 3
x x

x .

25. Fie funcÆia f : � → �, f(x) = mx – 12. AflaÆi valoarea lui m cunoscând cå funcÆia
este strict crescåtoare çi cå graficul såu conÆine punctul A(m, m).

26. Consideråm funcÆia f : � → � definitå prin f(x) = −
+

1
2

m
m

x + 1, m ≠ –2.

a) Aflaþi valorile lui m pentru care funcþia este strict descrescãtoare.
b) Determinaþi mulþimea A = {m ∈ � / f(m) ∈ �}.

27. DaÆi exemplu de funcÆie f : � → � strict descrescåtoare pe fiecare dintre intervalele
(–∞, 0) çi [0, ∞), care så nu fie monotonå pe �.

28. Câte funcÆii strict monotone se pot construi pe mulÆimea {1, 2, 3} cu valori în
mulÆimea {1, 2, 3, 4}?

29. Care dintre urmåtoarele mulÆimi sunt simetrice (faÆå de origine):
A = (–3; 3]; B = [–3; 3); C = [–3; 3]; D = (–3, 3) \ {0}; �; �;
H = (–∞, –2) ∪ (2, ∞); K = {x ∈ � � |x| ≤ 10}; �; � \ �.

30. StudiaÆi dacå funcÆiile de mai jos sunt pare sau impare:
f1 : � → �, f1(x) = x2n, n ∈ �; f2 : � → �, f2(x) = x2n+1, n ∈ �;

f3 : � → �, f3(x) = x4; f4 : � → �, f4(x) = 
+ 21
x
x

; f5 : � → �, f5(x) = x2 + x;

f6 : � → �, f(x) = |x|; f7 : � → �, f7(x) = x|x|; f 8(x) = |x – 1|.

31. Arãtaþi cã funcþia f : � → �, f(x) = 2 21 1x x x x+ + − − +  este imparã.
32. Determinaþi imaginea fiecãreia dintre funcþiile:

a) f : � → �, f(x) = 2x – 3;  b) g : � → �, g(x) = –x + 5;
c) h : (0, 3) → �, h(x) = x – 1);  d) l : (–∞, 1] → �, l(x) = 2x.

33. Rezolvaþi inecuaÆiile:
a) 5(2 – x) ≤ 7x – 12; b) (x – 1)(1 – 3x) < 0; c) (x – 2)(4 – 3x) > 0;

d) (4x – 1)(x– 2)(x + 1) ≥ 0; e) − 2
x

x
 ≥ 3; f) −

+
1
2

x
x

 ≤ 0; g) −1
4

x  ≤ + 3
2

x ;

h) + +>− +
1 3
1 1

x x
x x

; i) + −
+ −

( 2)(4 )
( 3)(2 )
x x
x x

 ≥ 0; j) −
+

1
1

x
x

 < 4.

34. Rezolvaþi sistemele:

a) 
+ =�

� − = −�
2 5

2 3 4
x y
x y ;  b) 

+ =�� + =�
� + =�

2 5
2 4 10;
2 4 9

x y
x y
x y

  c) 
� + =�
� − =��

3 4
2 3 3

x y
x y

.

35. Pentru ce valori ale parametrului a ∈ �, sistemul 
− =�

� − = −�
8 6

2 3
ax y

x ay
a) are o infinitate de soluÆii;  b) are o singurå soluÆie;  c) nu are soluÆii?

36. Rezolvaþi (discuþie dupå parametrul real a) urmåtoarele sisteme:

a) 
+ =�

� + =�
3 7
6 13

x y
ax y ;  b) 

− =�
� − = −�
2 5

3
x y

ax ay ;  c) 
+ =�

� + =�
1
1

ax y
x ay .E
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CAPITOLUL 4

24. StudiaÆi monotonia funcÆiilor:
a) f : � → �, f(x) = 2x – 5; b) g : � → �, g(x) = 5 – 2x;

c) h : � → �, h(x) = 
−�� − < <�

� +�

1,
0, 1 1

1,

x
x

x

≥

≤

1

–1

x

x
; d) l : � → �, l(x) = 

− ≤�
�− >�

, 3
7, 3
x x

x .
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+

1
2

m
m
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f3 : � → �, f3(x) = x4; f4 : � → �, f4(x) = 
+ 21
x
x

; f5 : � → �, f5(x) = x2 + x;

f6 : � → �, f(x) = |x|; f7 : � → �, f7(x) = x|x|; f 8(x) = |x – 1|.

31. Arãtaþi cã funcþia f : � → �, f(x) = 2 21 1x x x x+ + − − +  este imparã.
32. Determinaþi imaginea fiecãreia dintre funcþiile:

a) f : � → �, f(x) = 2x – 3;  b) g : � → �, g(x) = –x + 5;
c) h : (0, 3) → �, h(x) = x – 1);  d) l : (–∞, 1] → �, l(x) = 2x.

33. Rezolvaþi inecuaÆiile:
a) 5(2 – x) ≤ 7x – 12; b) (x – 1)(1 – 3x) < 0; c) (x – 2)(4 – 3x) > 0;

d) (4x – 1)(x– 2)(x + 1) ≥ 0; e) − 2
x

x
 ≥ 3; f) −

+
1
2

x
x

 ≤ 0; g) −1
4

x  ≤ + 3
2

x ;

h) + +>− +
1 3
1 1

x x
x x

; i) + −
+ −

( 2)(4 )
( 3)(2 )
x x
x x

 ≥ 0; j) −
+

1
1

x
x

 < 4.

34. Rezolvaþi sistemele:

a) 
+ =�

� − = −�
2 5

2 3 4
x y
x y ;  b) 

+ =�� + =�
� + =�

2 5
2 4 10;
2 4 9

x y
x y
x y

  c) 
� + =�
� − =��

3 4
2 3 3

x y
x y
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35. Pentru ce valori ale parametrului a ∈ �, sistemul 
− =�

� − = −�
8 6

2 3
ax y

x ay
a) are o infinitate de soluÆii;  b) are o singurå soluÆie;  c) nu are soluÆii?

36. Rezolvaþi (discuþie dupå parametrul real a) urmåtoarele sisteme:

a) 
+ =�

� + =�
3 7
6 13

x y
ax y ;  b) 

− =�
� − = −�
2 5

3
x y
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� + =�
1
1

ax y
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Funcþia de gradul întâi

1.1.1.1.1. Reprezentaþi grafic funcþiile f : � → �, date prin legea de corespondenþã:
a) f(x) = 2x – 3;
b) f(x) = –3x + 5.

2.2.2.2.2. Se considerã funcþia de gradul întâi, f : � → �, f(x) = mx + m – 1, unde m ∈ �*.
a) Pentru m = 2, sã se reprezinte grafic funcþia ºi studiaþi monotonia ºi

semnul acesteia.

b) Pentru x1, x2 ∈ �, x1 ≠ x2, calculaþi raportul 1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x

−
−

 ºi precizaþi

monotonia funcþiei în funcþie de parametrul m ∈ �*.
c) Determinaþi m ∈ �* astfel încât graficul funcþiei sã intersecteze axa Ox

într-un punct de abscisã pozitivã.
d) Determinaþi m ∈ � astfel încât graficul funcþiei sã intersecteze axa Oy

într-un punct de ordonatã negativã.
e) Pentru m = –3, rezolvaþi inecuaþia f(x – 1) + f(x + 1) ≤ 0.

3.3.3.3.3. Fie dreptele d1: mx + 3y = 8 ºi d2: 3x – 4y= –5.
a) Arãtaþi cã pentru m = 2 dreptele d1, d2 sunt concurente ºi precizaþi punctul

de intersecþie.
b) Determinaþi m ∈ � astfel încât dreptele sã fie paralele.
c) Determinaþi funcþia de gradul întâi f : � → � care trece prin originea

sistemului de axe ºi punctul de concurenþã al dreptelor d1, d2 de la a).

4.4.4.4.4. Rezolvaþi sistemul de inecuaþii 
1 1

2 3
2 1 3 2
3 2

x x

x x

+� − ≤�
� −+ ≤��

.

Test de evaluare
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Timp de lucru 120 minute; se acordã 1 punct din oficiu.

0,5p

1p

1p

1p

1p

0,5p

1p

0,5p

0,5p

1p

37. RezolvaÆi sistemele de mai jos, unde [a] este partea întreagå a numårului real a:

a) 
+ =�

� − = −�
3[ ] 5[ ] 2
2[ ] 3[ ] 5

x y
x y ;  b) 

+ =�
� + =�
2[ ] 8,4

3[ ] 9,9
x y

x y ;  c) 
+ =�

� + =�
2[ ] 7,7

2[ ] 8,1
x y

x y ;  d) 
+ =�

� + =�
[ ] 13,9

[ ] 2 24,3
x y
x y .

38. Rezolvaþi sistemele de inecuaþii cu o necunoscutã:

a) {5 3 0
2 7 0
x

x
+ ≥

− + > ; b) 
1 0

9 5 0
7 15 0

x
x

x

− ≥�� + >�
�− + >�

; c) 
2 1 0
3 4 0
4 5 0
6 7

x
x
x
x

�
− <�� + ≥�

� − ≤� −�

;

d) 
5 0

2 1
4 0

3 2

x
x
x
x

−� >� +�− + ≤�� −

; e) 
(2 1)(7 5) 0
( 1)( 2)

(8 3)(4 7)( 9) 0

x x
x x
x x x

− −� >� − −�
+ − − + ≤��

.
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Funcþia de gradul al doilea

Exerciþiu rezolvat
Aduceþi la forma canonicã funcþiile:
a) f :   , f(x) = x2 – 4x + 5;  b) g :   , g(x) = 3x2 + 5;
c) h :   , h(x) = 2x2 – 4x.

Rezolvare
a) Avem a = 1, b = –4, c = 5, deci  = 16 – 20 = –4. Prin urmare, forma canonicã

a funcþiei f este f(x) = (x – 2)2 + 1.
b) Întrucât a = 3, b = 0, c = 5, rezultã cã forma canonicã a funcþiei g este: g(x) = 3x2 + 5.
c) Forma canonicã a lui h este: h(x) = 2[(x – 1)2 – 1] = 2(x – 1)2 – 2.

2. Reprezentarea geometricã a graficului
funcþiei de gradul al doilea

Graficul funcþiei de gradul al doilea este mulþimea:
Gf = {(x, y)| x  , y = f(x)} = {(x, y)| x , y = ax2 + bx + c}.

Pentru a reprezenta geometric graficul funcþiei de gradul al doilea folosim metoda prin
„puncte remarcabile“ ale graficului, care constã în a reprezenta în plan câteva dintre punctele
importante ale graficului care vor fi unite printr-o curbã continuã. Pentru a simplifica limbajul
vom numi reprezentarea geometricã a graficului funcþiei f tot graficul funcþiei f.

Graficul funcþiei de gradul al doilea se numeºte parabolã.
Punctele remarcabile ale graficului funcþiei de gradul al doilea sunt: punctul de extrem

al graficului ºi punctele în care graficul taie axele de coordonate.

Pentru trasarea graficului funcþiei de gradul al doilea vom parcurge urmãtoarele etape:
1. Determinarea intersecþiei parabolei cu axele de coordonate
 Intersecþia graficului cu axa Oy: luãm x = 0 ºi obþinem y = f(0) = c. Deci

punctul B(0, c) reprezintã intersecþia graficului cu axa Oy.
 Intersecþia graficului cu axa Ox: luãm y = 0 ºi rezolvãm ecuaþia ax2 + bx + c = 0 (1).

Avem trei cazuri:
1. dacã  > 0, ecuaþia (1) admite douã rãdãcini reale ºi distincte x1 < x2, iar

punctele A1(x1, 0) ºi A2(x2, 0) sunt punctele de intersecþie a graficului cu axa Ox;

2. dacã  = 0, ecuaþia (1) are douã rãdãcini reale ºi egale x1= x2 = –
2
b
a

, iar

punctul A  , 0
2
b
a

  este punctul în care graficul taie axa Ox;

3. dacã  < 0, ecuaþia (1) nu are rãdãcini reale, adicã graficul nu intersecteazã axa Ox.
2. Determinarea punctului de extrem

Calculãm xV = –
2
b
a

, yV = –
4a
  ºi astfel obþinem punctul V  ,

2 4
b
a a

   care se

numeºte vârful parabolei.
3. Determinarea altor valori importante

Dacã parabola nu taie axa Ox se aleg douã valori la dreapta lui xV ºi alte douã valori

la stânga lui xV care sã fie simetrice faþã de dreapta x = –
2
b
a

.
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4. Trasarea tabelului de variaþie
Alcãtuim tabelul de variaþie a funcþiei f, în care vom trece valorile importante ale lui x
ºi pe cele corespunzãtoare ale lui y = f(x).
 Dacã a > 0, tabelul de variaþie aratã astfel (luãm b > 0; cazul b  0 se trateazã analog):

x – x1 –
2
b
a

0 x2 

f(x)  0 –
4a
 c 0 

Graficele posibile sunt:

În acest caz ºi spunem cã graficul este convex, iar funcþia este convexã.
 Dacã a < 0, tabelul de variaþie aratã astfel (luãm b < 0; cazul b  0 se trateazã analog):

x – x1 –
2
b
a

0 x2 

f(x)  0 –
4a
 c 0 

Graficele posibile sunt:

În acest caz, graficul este concav, iar funcþia este concavã.

Parabolele construite au ca axã de simetrie o dreaptã care are direcþia axei Oy.
Sã determinãm ecuaþia acestei axe de simetrie.

Definiþie

O dreaptã de ecuaþie x = m este axã de simetrie a graficului unei funcþii
f :    dacã ºi numai dacã are loc relaþia:

f(m – x) = f(m + x),  x  

În particular, pentru m = 0 obþinem cã axa de simetrie este axa Oy, care are ecuaþia x = 0.
În acest caz, f(–x) = f(x),  x  , adicã funcþia este parã.
Reþineþi! Graficul funcþiei de gradul al doilea are ca axã de simetrie dreapta de ecuaþie x

= –
2
b
a

.
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= –
2
b
a

.
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Demonstraþie

Utilizând forma canonicã a funcþiei de gradul al doilea, f(x) = a  22
bx
a

  – 
4a
 ,

obþinem cã f  2
b x
a

   = f  2
b x
a

   = ax2 – 
4a
 , deci x = –

2
b
a

 este axã de simetrie a

graficului funcþiei f. Punctul de pe axa de simetrie a parabolei are abscisa x = –
2
b
a

 ºi

ordonata f  2 4
b
a a

   . Acesta este vârful parabolei V  ,
2 4
b
a a

  .

Exerciþii rezolvate
Reprezentaþi grafic funcþiile:
a) f :   , f(x) = x2 – 6x + 8; b) g :   , g(x) = x2 – 4x + 4;
c) h :   , h(x) = –x2 + 4x – 5.

Rezolvare
a) Avem a = 1 > 0 ºi  = 36 – 32 = 4 > 0.

 Coordonatele vârfului sunt

xV = –
2
b
a

= 3 ºi yV = – 4
4 4a
    = –1, deci vârful

este punctul V(3, –1) .

Intersecþia cu axa Ox: y = 0  x2 – 6x + 8 = 0 
 x1 = 2, x2 = 4, deci Gf  Ox = {A1(2, 0), A2(4, 0)},
Intersecþia cu axa Oy: x = 0  y = f(0) = 8,
prin urmare Gf  Oy = {B(0, 8)}.
Tabelul de variaþie este:

x – 0 2 3 4 +
f(x) + 8 0 –1 0 +

Graficul aratã ca în figura alãturatã.

b) Avem a = 1 > 0 ºi  = 16 – 16 = 0. Coordonatele vârfului sunt

xV = –
2
b
a

 = 2 ºi yV = –
4a
  = 0, deci vârful parabolei este punctul V(2, 0).

Intersecþia cu axa Ox: y = 0  x2 – 4x + 4 = 0  (x – 2)2 = 0  x1 = x2= 2,
deci Gf  Ox = {A(2, 0)}, care coincide cu vârful parabolei.
Intersecþia cu axa Oy: x = 0  y = g(0) = 4, deci
Gf  Oy = {B(0, 4)}. Simetricul lui x = 0 faþã de
xV = 2 este x = 4 ºi avem g(4) = 4, deci punctul
C(4, 4) aparþine graficului.
Tabelul de variaþie este:

x – 0 2 4 +
g(x) + 4 0 4 +

Graficul aratã ca în figura alãturatã.
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c) Avem a = –1 < 0 ºi  = 16 – 20 = –4. Coordonatele

vârfului sunt xV = –
2
b
a

 = 2 ºi yV = –
4a
  = –1,

deci vârful parabolei este punctul V(2, –1).
Intersecþia cu axa Ox: y = 0  –x2 + 4x – 5 = 0,
care nu are rãdãcini reale.
Intersecþia cu axa Oy: x = 0  y = h(0) = –5 
 Gf  Oy = {B(0, –5)}.
Simetricul lui x = 0 faþã de xV = 2 este x = 4 ºi avem
h(4) = h(0) = –5, deci punctul C(4, –5) aparþine
graficului. Tabelul de variaþie este:

x – 0 1 2 3 4 +
h(x) – –5 –2 –1 –2 –5 +

3. Relaþiile lui Viète
Fie ecuaþia ax2 + bx + c = 0 în care a  0 ºi   0. Rezultã cã ecuaþia are soluþii reale

ºi ele sunt x1 =  ºi x2 = 
2

b
a

   . Vrem sã calculãm suma ºi produsul rãdãcinilor.

Avem:  S = x1 + x2 = 2
2 2

b b b b
a a a

         ;

 P = x1x2 =   2 2
b b

a a
       =

2

24
b

a
  =

2 2

2
( 4 )
4

b b ac c
aa

   .

Relaþiile

S = x1 + x2= – b
a

 ºi P = x1x2= c
a

se numesc relaþiile lui Viète ºi exprimã suma ºi produsul soluþiilor ecuaþiei ax2 + bx + c = 0
în funcþie de coeficienþii acesteia.

Exemplu:

Fie ecuaþia 7x2 – 5x – 4 = 0. Avem S = 5
7

, P = – 4
7

.

Invers, dacã se cunosc suma S ºi produsul P putem scrie ecuaþia corespunzãtoare acestora:

ax2 + bx + c = 0, a  0  x2 + b
a

x + c
a

 = 0  x2 – Sx + P = 0.

Exemplu:

Scrieþi ecuaþia care are soluþiile x1= 3
4

ºi x2 = 1
4

.

Avem S = 3 1
4 4
  = 1 ºi P = 3

4
· 1

4
= 3

16
.

Ecuaþia este x2 – x + 3
16

 = 0 sau 16x2 – 16x + 3 = 0.

�

�

�

− + Δ
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c) Avem a = –1 < 0 ºi  = 16 – 20 = –4. Coordonatele
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b
a
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a a a
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b b

a a
       =

2

24
b

a
  =

2 2

2
( 4 )
4

b b ac c
aa

   .

Relaþiile

S = x1 + x2= – b
a

 ºi P = x1x2= c
a

se numesc relaþiile lui Viète ºi exprimã suma ºi produsul soluþiilor ecuaþiei ax2 + bx + c = 0
în funcþie de coeficienþii acesteia.

Exemplu:

Fie ecuaþia 7x2 – 5x – 4 = 0. Avem S = 5
7

, P = – 4
7

.

Invers, dacã se cunosc suma S ºi produsul P putem scrie ecuaþia corespunzãtoare acestora:

ax2 + bx + c = 0, a  0  x2 + b
a

x + c
a

 = 0  x2 – Sx + P = 0.

Exemplu:

Scrieþi ecuaþia care are soluþiile x1= 3
4

ºi x2 = 1
4

.

Avem S = 3 1
4 4
  = 1 ºi P = 3

4
· 1

4
= 3

16
.

Ecuaþia este x2 – x + 3
16

 = 0 sau 16x2 – 16x + 3 = 0.

�

�

�

− + Δ
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Exerciþiu rezolvat
Fie ecuaþia 5x2 + mx + 2 = 0 cu soluþiile x1 ºi x2. Scrieþi ecuaþia de gradul al doilea
în necunoscuta y care are soluþiile y2 = 2 – x1 ºi y2 = 2 – x2.

Rezolvare

Din ecuaþia în x avem Sx = x1 + x2 = –
5
m  ºi Px = x1x2 = 2

5
.

Calculãm Sy = y1 + y2 = 4 – (x1 + x2) = 4 + 
5
m  ºi

Py = (2 – x1)(2 – x2) = 4 – 2(x1 + x2) + x1x2= 4 + 2 2 22 2
5 5 5
m m  .

Ecuaþia în y este y2 – Syy + Py = 0  y2 – 20
5

m y + 22 2
5

m  = 0 

 5y2 – (20 + m)y + 22 + 2m = 0.

4. Rezolvarea sistemelor de forma
  x + y = s
  xy = p     , s, p  

Un sistem de forma (1) 
x y s
xy p
 

 
, unde s, p  , iar x, y sunt necunoscutele se numeºte

sistem simetric de douã ecuaþii cu douã necunoscute. Aceasta înseamnã cã dacã înlocuim
în ecuaþiile sistemului pe x cu y ºi pe y cu x, ecuaþiile sistemului nu se modificã.

Prin urmare, dacã sistemul admite soluþia x = , y = , admite ºi soluþia x = , y = .
Soluþiile sistemului (1) sunt soluþiile ecuaþiei de gradul doi t2 – st + p = 0 (2).
Fie  = s2 – 4p discriminantul ecuaþiei (2).
Dacã  > 0, atunci ecuaþia (2) are soluþiile reale t1 ºi t2, t1  t2, ºi avem cã soluþiile

sistemului (1) sunt 1 1

1 2

x t
y t


 

 ºi 2 2

2 1

x t
y t


 

.

Dacã  = 0, atunci ecuaþia (2) are soluþiile reale t1 = t2 ºi avem cã soluþiile sistemului
(1) sunt x = y = t1 = t2.

Dacã  < 0, atunci ecuaþia (2) nu are rãdãcini reale ºi sistemul (1) nu are soluþii.

Exemplu:

Rezolvaþi sistemul  5
6

x y
xy
 
 .

Rezolvare
Avem s = 5 ºi p = 6, deci ecuaþia în t asociatã este t2 – 5t + 6 = 0, care rezolvatã
conduce la t1 = 2 ºi t2 = 3. Soluþiile sistemului sunt (2, 3) ºi (3, 2).




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Exerciþii propuse
1. Scrieþi forma canonicã a funcþiei f :    datã prin:

a) f(x) = 5x2 – 3x – 4; b) f(x) = 9x2 – 6x + 1; c) f(x) = x2 – 3x + 2.

2. Determinaþi intersecþiile graficului funcþiei f :    cu axele de coordonate pentru:
a) f(x) = 2x2 – 8x + 1;  b) f(x) = x2 – 5x + 6;
c) f(x) = x2 – 4x + 4;    d) f(x) = 2x2 – 7x + 5.

3. Determinaþi ecuaþia dreptei care este axã de simetrie pentru graficul funcþiei f :   :
a) f(x) = –3x2 + 7x – 1; b) f(x) = x2 – 7; c) f(x) = 11x2 – 2 x + 4.

4. Scrieþi relaþiile lui Viète pentru ecuaþiile:
a) x2 – 7x + 12 = 0; b) 3 x2 – 3 = 0; c) 12x2 – 24x + 36 = 0.

5. Scrieþi ecuaþiile care au soluþiile:

a) x1 = 2 ºi x2= 7; b) x1 = 2 – 3  ºi x2= 2 + 3 ;

c) x1 = a ºi x2 = –2a; d) x1 = 1
2

ºi x2 = – 1
2

; e) x1 = 13 ºi x2 = 2.

6. Fie ecuaþia 3x2 + 8x + 3 = 0 cu rãdãcinile x1 ºi x2. Scrieþi ecuaþia de gradul al
doilea în y care sã aibã soluþiile y1 = x1 – 3 ºi y2 = x2 – 3.

7. Rezolvaþi sistemele:

a)  7
12

x y
x y
 
  ; b)  0

25
x y
xy
 
  ; c)  7

6
x y
xy
 
 ; d)  1

6
x y
xy
 
  ; e) 2 3

9
x y
xy

  
 

.

1.1.1.1.1. Se considerã funcþia de gradul al doilea f :   , f(x) = 2x2 – 5x + 2.
a) Determinaþi intersecþia graficului funcþiei cu axele de coordonate.
b) Calculaþi coordonatele vârfului parabolei.
c) Reprezentaþi geometric graficul funcþiei f.
d) Scrieþi ecuaþia axei de simetrie.

2.2.2.2.2. Fie funcþia f :   , f(x) = mx2 – 2(m – 3)x + m + 3, m  *.
a) Determinaþi m  * astfel încât graficul funcþiei sã nu intersecteze axa Ox.
b) Determinaþi m  * astfel încât axa de simetrie a parabolei sã fie în dreapta axei Oy.
c) Determinaþi o relaþie independentã de m între soluþiile x1 ºi x2 ale ecuaþiei

f(x) = 0.

3.3.3.3.3. Determinaþi m, n   astfel încât ecuaþiile (m – n)x2 + (m + n – 1)x + 4 = 0
ºi (m + n)x2 + (2m + 3n – 3)x + 8 = 0 sã aibã aceleaºi soluþii.

4.4.4.4.4. Rezolvaþi sistemele simetrice:

  a)  5
6

x y
xy
 
 ;           b) 2 3( ) 45

3 4( ) 64
xy x y
xy x y

  
   ;           c) 22

3

9
2

x y
yx

y x

 

  

.

Test de evaluare

Timp de lucru 120 minute; se acordã 1 punct din oficiu.

0,5p

0,5p

0,5p

0,5p

1p

1p

1p

1p

1p 1p 1p
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c) x1 = a ºi x2 = –2a; d) x1 = 1
2

ºi x2 = – 1
2

; e) x1 = 13 ºi x2 = 2.

6. Fie ecuaþia 3x2 + 8x + 3 = 0 cu rãdãcinile x1 ºi x2. Scrieþi ecuaþia de gradul al
doilea în y care sã aibã soluþiile y1 = x1 – 3 ºi y2 = x2 – 3.

7. Rezolvaþi sistemele:

a)  7
12

x y
x y
 
  ; b)  0

25
x y
xy
 
  ; c)  7

6
x y
xy
 
 ; d)  1

6
x y
xy
 
  ; e) 2 3

9
x y
xy

  
 

.

1.1.1.1.1. Se considerã funcþia de gradul al doilea f :   , f(x) = 2x2 – 5x + 2.
a) Determinaþi intersecþia graficului funcþiei cu axele de coordonate.
b) Calculaþi coordonatele vârfului parabolei.
c) Reprezentaþi geometric graficul funcþiei f.
d) Scrieþi ecuaþia axei de simetrie.

2.2.2.2.2. Fie funcþia f :   , f(x) = mx2 – 2(m – 3)x + m + 3, m  *.
a) Determinaþi m  * astfel încât graficul funcþiei sã nu intersecteze axa Ox.
b) Determinaþi m  * astfel încât axa de simetrie a parabolei sã fie în dreapta axei Oy.
c) Determinaþi o relaþie independentã de m între soluþiile x1 ºi x2 ale ecuaþiei

f(x) = 0.

3.3.3.3.3. Determinaþi m, n   astfel încât ecuaþiile (m – n)x2 + (m + n – 1)x + 4 = 0
ºi (m + n)x2 + (2m + 3n – 3)x + 8 = 0 sã aibã aceleaºi soluþii.

4.4.4.4.4. Rezolvaþi sistemele simetrice:

  a)  5
6

x y
xy
 
 ;           b) 2 3( ) 45

3 4( ) 64
xy x y
xy x y

  
   ;           c) 22

3

9
2

x y
yx

y x

 

  

.

Test de evaluare

Timp de lucru 120 minute; se acordã 1 punct din oficiu.

0,5p

0,5p

0,5p

0,5p

1p

1p

1p

1p

1p 1p 1p
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IT
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U
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6

1. Monotonia funcþiei de gradul al doilea
Fie x1, x2  , x1  x2. Rata creºterii funcþiei f :   , f(x) = ax2 + bx + c, cu a  0,

este datã de: R(x1, x2) = 1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x




 = 
2 2
1 1 2 2

1 2

ax bx c ax bx c
x x

    


 = a(x1 + x2) + b.

Teoremã

Funcþia de gradul al doilea f :   , f(x) = ax2 + bx + c, a, b, c  , a  0,

este monotonã pe fiecare dintre intervalele  ,
2
b
a
  

 ºi ,
2
b
a

 
, adicã:

a) dacã a > 0, funcþia f este descrescãtoare pe  ,
2
b
a
  

 ºi crescãtoare pe ,
2
b
a

 
+  ;

b) dacã a < 0, funcþia este crescãtoare pe 



,

2

b

a



 



 ºi descrescãtoare pe ,
2
b
a


+  .

Demonstraþie

a) Presupunem a > 0. Dacã x1, x2  

 ,

2

b
a


 



, x1  x2, rezultã x1  –
2
b
a

, x2  –
2
b
a

,

deci x1 + x2  – b
a

; cum a > 0, de aici rezultã cã a(x1 + x2) + b  0, adicã

R(x1, x2)  0. Rezultã cã f este descrescãtoare pe  ,
2
b
a
  

.

Dacã x1, x2  ,
2
b
a

 
+  , x1  x2, rezultã x1  –

2

b

a
, x2  –

2
b
a

, deci x1 + x2  – b
a

;

cum a > 0 de aici rezultã cã a(x1 + x2) + b  0, adicã R(x1, x2)  0. Rezultã cã f este

crescãtoare pe ,
2
b
a


+  .

b) Dacã a < 0, se procedeazã analog.

Observaþie:
Concluziile de mai sus le putem obþine ºi pe altã cale, folosind forma canonicã a funcþiei

de gradul al doilea: f(x) = a



2

2

b

x

a

  – 
4a
 .
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2. Cu alte cuvinte, abscisa x = –
2
b
a

 este punctul de extrem al funcþiei, ordonata  y= –
4a


este extremul funcþiei, iar punctul V  ,
2 4
b
a a

   se numeºte punctul de extrem

al graficului sau vârful graficului.
3. Afirmaþiile de mai sus se pot transpune în tabele:
 a > 0 a < 0

x – –
2
b
a

 + x – –
2
b
a

  +

f(x) + –
4a
  + f(x) – –

4a
   –

2. Semnul funcþiei de gradul al doilea
A studia semnul funcþiei de gradul al doilea f(x) = ax2 + bx + c, a  0, înseamnã a

determina valorile lui x pentru care f(x) este pozitiv ºi valorile lui x pentru care f(x) este
negativ. Un rol important în studiul semnului funcþiei de gradul al doilea îl are
discriminantul  = b2 – 4ac.

Vom utiliza forma canonicã a funcþiei: f(x) = a  22
bx
a

  + 
4a
 ; avem  22

bx
a

   0,

 x  .
Avem urmãtoarele cazuri:
1. Cazul  < 0. Distingem douã subcazuri:

a) Dacã a > 0, atunci a  22
bx
a

 > 0 ºi  
4a
  > 0 , deci a  22

bx
a

  + 
4a
  > 0.

Aºadar, pentru orice x  , avem f(x) > 0.

b) Dacã a < 0, atunci a  22
bx
a

  0 ºi 
4a
  < 0, deci a  22

bx
a

  + 
4a
 < 0;

prin urmare, pentru orice x   avem f(x) < 0.
În concluzie, putem spune cã:
Dacã  < 0, atunci f(x) are acelaºi semn
ca al lui a, oricare ar fi x  .
Acest rezultat poate fi trecut într-un
tabel ca cel de alãturi:

2. Cazul  = 0. Avem f(x) = a  22
bx
a

 . Distingem douã subcazuri:

a) Dacã a > 0, atunci a  22
bx
a

   0, deci f(x)  0,  x  .

b) Dacã a < 0, atunci a  22
bx
a

   0, deci f(x)  0,  x  .

x – +
f(x) semnul lui a
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Prin urmare:
Dacã  = 0, atunci f(x) are acelaºi semn cu al lui a, oricare ar fi x  , cu excepþia

lui x = –
2
b
a

, unde f ia valoarea zero. Trecem acest rezultat în tabelul urmãtor:

x – –
2
b
a

+

f(x) semnul lui a 0 semnul lui a

3. Cazul  > 0. În acest caz, ecuaþia ataºatã ax2 + bx + c = 0 are douã rãdãcini
distincte x1 ºi x2 ºi putem scrie f(x) = a(x – x1)(x – x2).
Þinând seama de regula semnului la înmulþire, rezultã cã (x – x1)(x – x2) are semnul
„+“ pe (–, x1)  (x2, +), respectiv semnul „–“ pe (x1, x2). Aºadar, f are semnul
lui a pe (–, x1)  (x2, +), ºi semnul contrar lui a pe (x1, x2).
Acest lucru se reprezintã în tabelul urmãtor:

x – x1 x2 +
f(x) semnul lui a 0 semn contrar lui a 0 semnul lui a

Interpretarea geometricã (graficã) a semnului funcþiei de gradul al doilea este datã în
figurile de mai jos:

Exemple:

1. Studiaþi semnul funcþiei f :   , f(x) = x2 + 6x + 10.
Cum  = 36 – 40 = –4  0, suntem în primul caz.
Avem a = 1 > 0 ºi tabelul semnului funcþiei este urmãtorul:

x – +

f(x) = x2 + 6x + 10 +++++ + + + + + +

a > 0,  > 0

a < 0,  > 0

a > 0,  = 0

a < 0,  = 0

a > 0,  < 0

a < 0,  < 0
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Prin urmare:
Dacã  = 0, atunci f(x) are acelaºi semn cu al lui a, oricare ar fi x  , cu excepþia

lui x = –
2
b
a

, unde f ia valoarea zero. Trecem acest rezultat în tabelul urmãtor:

x – –
2
b
a

+

f(x) semnul lui a 0 semnul lui a

3. Cazul  > 0. În acest caz, ecuaþia ataºatã ax2 + bx + c = 0 are douã rãdãcini
distincte x1 ºi x2 ºi putem scrie f(x) = a(x – x1)(x – x2).
Þinând seama de regula semnului la înmulþire, rezultã cã (x – x1)(x – x2) are semnul
„+“ pe (–, x1)  (x2, +), respectiv semnul „–“ pe (x1, x2). Aºadar, f are semnul
lui a pe (–, x1)  (x2, +), ºi semnul contrar lui a pe (x1, x2).
Acest lucru se reprezintã în tabelul urmãtor:

x – x1 x2 +
f(x) semnul lui a 0 semn contrar lui a 0 semnul lui a

Interpretarea geometricã (graficã) a semnului funcþiei de gradul al doilea este datã în
figurile de mai jos:

Exemple:

1. Studiaþi semnul funcþiei f :   , f(x) = x2 + 6x + 10.
Cum  = 36 – 40 = –4  0, suntem în primul caz.
Avem a = 1 > 0 ºi tabelul semnului funcþiei este urmãtorul:

x – +

f(x) = x2 + 6x + 10 +++++ + + + + + +

a > 0,  > 0

a < 0,  > 0

a > 0,  = 0

a < 0,  = 0

a > 0,  < 0

a < 0,  < 0
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2. Fie funcþia f(x) = –x2 – 6x – 9. Cum  = 36 – 36 = 0 ºi a = –1, tabelul cu semnul
funcþiei f este urmãtorul:

x – –3 

f(x) = –x2 – 6x – 9 – – – – – – – 0 – – – – – – – –

3. Fie funcþia f(x) = x2 – 5x + 4. Deoarece  = 25 – 16 = 9 > 0, rezultã cã ecuaþia
 x2 – 5x + 4 = 0 are douã rãdãcini reale ºi distincte x1 = 1 ºi x2 = 4.
Tabelul semnului funcþiei este urmãtorul:

x – 1 4 +

f(x) = x2 – 5x + 4 + + + + 0 – – – – 0 + + + +

3. Inecuaþii de gradul al doilea
Inecuaþiile de forma ax2 + bx + c > 0, ax2 + bx + c  0, ax2 + bx + c < 0, ax2 + bx + c  0

unde a, b, c sunt numere reale date (a  0) se numesc inecuaþii de gradul al doilea.

3.1. Exemple de rezolvare
Rezolvarea acestor inecuaþii presupune studierea semnului funcþiei de gradul al doilea

f :   , f(x) = ax2 + bx + c.

Exerciþii rezolvate
1. Rezolvaþi inecuaþia x2 – 4x + 3 > 0.
Rezolvare

Considerãm ecuaþia asociatã x2 – 4x + 3 = 0. Se vede cã  = 16 – 12 = 4 > 0.
Soluþiile ecuaþiei asociate sunt x1 = 1 ºi x2 = 3.
Tabelul semnului funcþiei f(x) = x2 – 4x + 3 este urmãtorul:

x – 1 3 +
f(x) + + + 0 – – – 0 + + +

Din acest tabel rezultã cã mulþimea soluþiilor inecuaþiei date este (–, 1)  (3, +).

2. Rezolvaþi inecuaþia 2x2 + 3x  –1.
Rezolvare

Aceastã inecuaþie este echivalentã cu inecuaþia 2x2 + 3x + 1  0.
Considerãm ecuaþia asociatã 2x2 + 3x + 1 = 0. Se observã cã  = 9 – 8 = 1 > 0.

Soluþiile ecuaþiei asociate sunt x1 = –1 ºi x2 = – 1
2

.

Tabelul semnului funcþiei f(x) = 2x2 + 3x + 1 este urmãtorul:

x – –1 – 1
2

+

f(x) + + + 0 – – – 0 +++

Mulþimea soluþiilor inecuaþiei date este 11,
2

    
.
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Interpretarea geometricã a proprietãþilor algebrice ale funcþiei de gradul al doilea

Exerciþiu rezolvat

Rezolvaþi inecuaþia 
2

2
2 3 2

3 4
x x

x x
 
 

  0

Rezolvare
Condiþiile de existenþã: x2 – 3x – 4  0  x  {–1; 4}  x   \{–1; 4}. Aflãm

rãdãcinile ecuaþiei asociate: 
2

2
2 3 2

3 4
x x

x x
 
 

 = 0  2x2 – 3x – 2 = 0  x1 = 2 ºi x2 = – 1
2

.

Alcãtuim tabelul de semne:

x – –1 – 1
2

2 4 +

2x2 – 3x – 2 + + ++ ++ + + 0 – – – 0 + + + + + + +

x2 – 3x – 4 + + + 0 – – – – – – – – – – – – – 0 + + +
2

2
2 3 2

3 4
x x

x x
 
 

+ + + | – – – – 0 + + + 0 – – – – | + + +

Soluþia inecuaþiei este x  (–; –1)  1 ; 2
2

   
  (4; +).

3.3. Imagini ºi preimagini ale unor intervale
Fie o funcþie de forma f : A  , A  , f(x) = ax2 + bx + c, a, b, c  .
În anumite situaþii este nevoie de a trasa graficul unei restricþii a funcþiei de gradul al

doilea pe o submulþime A a lui . Pentru a trasa graficul unei restricþii procedãm astfel:
întâi reprezentãm graficul funcþiei extinse pe , apoi întãrim porþiunea din grafic corespun-
zãtoare domeniului de definiþie A.

Exerciþii rezolvate
1. Reprezentaþi grafic funcþia f : [–1, 5]  , f(x) = x2 – 3x – 4.
Rezolvare

Reprezentãm grafic mai întâi extensia g :   , g(x) = x2 – 3x – 4, al cãrui grafic
este trasat punctat. Trasãm continuu porþiunea din grafic cuprinsã între punctele
M(–1; f(–1)) ºi N(5; f(5)), adicã M(–1; 0) ºi N(5; 6). Citim: Imf = [0; 6].

–4–4
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2. Trasaþi graficul funcþiei f :   , f(x) = |–x2 – x + 2|.
Rezolvare

Avem f(x) = 
2

2
2, ( , 2) (1, )
2, [ 2, 1]

x x x
x x x

       

    

.

Explicitarea modulului s-a fãcut folosind semnul expresiei –x2 – x + 2.
Graficul funcþiei f va fi reuniunea restricþiilor funcþiilor f1 : (–, –2)  (1, )  ,
f1(x) = x2 + x – 2, ºi f2 : [–2, 1]  , f2(x) = –x2 – x + 2.

Pentru f1, xV = – 1
2

  (–, –2)  (1, );  f1(–3) = 4, f1(2) = 4.

Pentru f2, xV = – 1
2

  [–2, 1], f2  1
2

  = 9
4

.

Vom reprezenta valorile lui f1(x) ºi f2(x)
în acelaºi tabel ºi graficele funcþiilor f1 ºi f2
în acelaºi sistem de coordonate.

x – –3 –2 – 1
2

1 2 +

f(x) 4 10 9
4

0 4

Imaginea funcþiei f este Im f = [0, )?

4. Sisteme de forma 2
mx n y
ax bx c y

 
   ,

a, b, c, m, n  
4.1. Metoda de rezolvare

Sistemele formate dintr-o ecuaþie de gradul întâi cu douã necunoscute ºi o ecuaþie de

gradul al doilea cu douã necunoscute sunt sistemele de forma 2
mx n y
ax bx c y

 
   

 (1), unde

a, b, c, m, n  , a  0.
Rezolvarea acestui tip de sisteme se face prin metoda substituþiei.
Se înlocuieºte y = mx + n din prima ecuaþie în a doua ecuaþie a sistemului ºi se obþine

ecuaþia de gradul al doilea ax2 + (b – m)x + c – n = 0 (2).
Fie  = (b – m)2– 4a(c – n) descriminantul ecuaþiei (2).

 Dacã   0, atunci ecuaþia (2) are douã rãdãcini reale ºi distincte x1 ºi x2. Înlocuind
pe x din prima ecuaþie a sistemului, pe rând, cu x1 ºi x2 obþinem y1 = mx1 + n ºi
y2 = mx2 + n ºi sistemul (1) are douã soluþii (x1, y1), (x2, y2)    .

 Dacã  = 0, atunci ecuaþia (2) are douã rãdãcini reale confundate x1 = x2 = x0, de
unde y1 = y2 = y0 ºi, în acest caz, sistemul (1) admite douã soluþii care se confundã.

 Dacã  < 0, ecuaþia (2) nu are rãdãcini reale, deci sistemul (1) nu are soluþii în   .

V1

V2

f
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 Dacã   0, atunci ecuaþia (2) are douã rãdãcini reale ºi distincte x1 ºi x2. Înlocuind
pe x din prima ecuaþie a sistemului, pe rând, cu x1 ºi x2 obþinem y1 = mx1 + n ºi
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V1

V2

f
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4.2. Poziþia relativã a unei drepte faþã de o parabolã
Fie dreapta d, de ecuaþie mx + n = y ºi parabola P de ecuaþie ax2 + x + c = y.
Pentru a vedea poziþiile dreptei d faþã de parabola P trebuie sã vedem soluþiile sistemului

format de ecuaþiile lor: 2

mx n y
ax bx c y

 
   

, cu m, n, a, b, c  .

Reciproc, soluþiile sistemului ne dau coordonatele punctelor în care dreapta intersec-
teazã parabola.

Avem urmãtoarele echivalenþe:
 Sistemul are douã soluþii distincte, dacã ºi numai dacã dreapta intersecteazã

parabola în douã puncte distincte.
 Sistemul are o singurã soluþie, dacã ºi numai dacã dreapta este tangentã

parabolei.
 Sistemul nu are nici o soluþie, dacã ºi numai dacã dreapta nu intersecteazã

parabola.

4.3. Interpretarea geometricã

Fie sistemul (s) 2

0mx n p
ax bx c y

  
   

, cu a, b, c, m, n, p   , format din ecuaþia unei

drepte d ºi a unei parabole P. Avem d: mx + ny + p = 0 ºi P: ax2 + bx + c = y.

Dacã n  0, atunci: (s)  
 2 0

pmy x
n n

pmax b x c
n n

   

     


.

Dacã a doua ecuaþie are douã soluþii reale ºi distincte x1 ºi x2, atunci (s) are douã
soluþii (x1, y1), (x2, y2) ºi, în acest caz, dreapta d intersecteazã parabola P în douã puncte
distincte M1(x1, y1), M2(x1, y2).

Dacã a doua ecuaþie are douã rãdãcini reale egale, atunci sistemul (s) are soluþie unicã
(x0, y0) ºi în acest caz spunem cã dreapta d este tangentã la parabola P în punctul M(x0, y0).

Dacã a doua ecuaþie nu are rãdãcini reale, atunci d  P = .

 ,
2 4
bV
a a

 

1 2{ , }d P M M  0
{ } d PM  d P  

P d
P

d

P

d
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Exerciþiu rezolvat

Rezolvaþi sistemul: (s) 2
1 0x y

y x x
  

  
.

Rezolvare

(s)  
21

1
x x x
y x

   
  

  
2 1

1
x
y x

 
  

 

  1 2

1 2

1 1
  sau  2 0

x x
y y

   
   

   1 1
0 2

x x
y y
      



 S = {(1, 2); (–1, 0)}.
Rezultã cã dreapta d, de ecuaþie y = x + 1,
intersecteazã parabola P, de ecuaþie y = x2 +
x, în punctele A1(–1, 0) ºi A2(1, 2).

 Dacã n = 0 cum m2 + n2 > 0 rezultã m  0 ºi sistemul (s) se scrie sub formã echivalentã:

(s)  

   
not

2

p
x

m
p p

y x b c
m m

  


     


 x
y
 
  .

În acest caz, dreapta d, de ecuaþie x = –
p
m

, este

verticalã ºi intersecteazã parabola P, de ecuaþie
y = ax2 + bx + c, într-un singur punct M(, ),
unde (, ) reprezintã unica soluþie a sistemului (s).

Exerciþii rezolvate

1. Rezolvaþi sistemul: (s) 2
2 1 0x y
y x

  
 

.

Rezolvare

(s)  2
2 1y x

y x
 

 
  

22 1
2 1

x x
y x

  
  

 

 
2 2 1 0

2 1
x x
y x

   
  

   1
1

x
y

 .

Interpretare geometricã: dreapta d, de ecuaþie
y = 2x – 1, este tangentã la parabola P, de ecuaþie
y = x2, în punctul M(1, 1).

2. Rezolvaþi sistemul de ecuaþii: 2
2 4

3 2
x y

y x x
 

   
.

Rezolvare
Din ecuaþia 2x – y = 4 obþinem y = 2x – 4. Înlocuind pe y în a doua ecuaþie obþinem
2x – 4 = x2 – 3x + 2  x2 – 5x + 6 = 0. Aceastã ecuaþie are rãdãcinile x1 = 2 ºi
x2 = 3. Atunci avem y1= 2 · 2 – 4 = 0 ºi y2 = 2 · 3 – 4 = 2.

V



146

CAPITOLUL 6
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2. Rezolvaþi sistemul de ecuaþii: 2
2 4

3 2
x y

y x x
 

   
.

Rezolvare
Din ecuaþia 2x – y = 4 obþinem y = 2x – 4. Înlocuind pe y în a doua ecuaþie obþinem
2x – 4 = x2 – 3x + 2  x2 – 5x + 6 = 0. Aceastã ecuaþie are rãdãcinile x1 = 2 ºi
x2 = 3. Atunci avem y1= 2 · 2 – 4 = 0 ºi y2 = 2 · 3 – 4 = 2.
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Sistemul dat are soluþiile:  1

1

2
0

x
y


  ºi  2

2

3
2

x
y


 .

Interpretare geometricã: dreapta d, de ecuaþie y = 2x – 4, intersecteazã parabola P, de
ecuaþie y = x2 – 3x + 2, în punctele A(2, 0) ºi B(3, 2).

4.4. Sisteme reductibile la cele studiate
Am vãzut cã dacã un sistem are proprietatea cã oricum am schimba necunoscutele

între ele sistemul rãmâne neschimbat, el este un sistem simetric.
Un exemplu de sistem simetric de douã ecuaþii cu douã necunoscute este sistemul:

2 2
mx my nxy q
ax bxy ay cx cy d

  
     

 (1), unde m, n, q, a, b, c, d  .

Dacã notãm x + y = s ºi xy = p, atunci sistemul (1) devine 2( 2 )
ms np q
a s p bp cs d

 
    

.

Dacã n  0 ºi 2a – b  0, sistemul anterior se scrie: 
2

2 2 2

qmp s
n n
a c dp s s

a b a b a b

   

      

 (2).

Sistemul (2) este de aceeaºi formã cu cel studiat anterior. Un astfel de sistem am vãzut
cã admite, în general, douã soluþii (s1, p1) ºi (s2, p2).

Rezolvând sistemele simetrice (3)  1

1

x y s
xy p
 
  ºi (4)  2

2

x y s
xy p
 
  ºi reunind mulþimile de

soluþii din    ale sistemelor (3) ºi (4) obþinem mulþimea soluþiilor sistemului (1) din   .

Exerciþiu rezolvat

Rezolvaþi sistemul: 2 2
11

2( ) 20
xy x y
xy x y

  
    

.

Rezolvare
Sistemul este simetric.

Facem substituþiile x + y = s ºi xy = p ºi obþinem sistemul 
 

   
2

11
2 5 20

s p
s p

.

Înlocuind pe p = 11 – s în ecuaþia a doua, obþinem ecuaþia 2s2 + 5s – 75 = 0, care

are soluþiile: s1 = 5, s2 = – 15
2

. Atunci p1 = 11 – s1 = 6 ºi p2 = 11 – s2= 37
2

.

Aºadar, rezolvarea sistemului se reduce la rezolvarea sistemelor:  5
6

x y
xy
 
  ºi

15
2

37
2

x y

xy

   




. Rezolvând sistemul  5
6

x y
xy
 
 , obþinem soluþiile (2, 3) ºi (3, 2).

Rezolvând sistemul 
15
2

37
2

x y

xy

   




, obþinem ecuaþia corespunzãtoare în t:

4t2 + 15t + 37 = 0 care nu are rãdãcini reale.
Deci, sistemul iniþial are soluþiile (2, 3) ºi (3, 2)  S = {(2, 3); (3, 2)}.
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5. Sisteme de forma ,
a1, a2, b1, b2, c1, c2  , a1  0, a2  0

5.1. Metoda de rezolvare

Rezolvarea sistemelor de forma 
2

1 1 1
2

2 2 2

a x b x c y
a x b x c y

   


  
, a1  0, a2  0 se face egalând

membrii stângi ai ecuaþiilor ºi rezolvând ecuaþia a1x
2 + b1x + c1 = a2x

2 + b2x + c2. Pentru
valorile lui x obþinute se determinã valorile corespunzãtoare ale lui y.

Exerciþiu rezolvat

Rezolvaþi sistemul 
2

2
3 5

2 7
x x y
x x y

   


  
.

Rezolvare
Rezolvãm ecuaþia x2 – 3x + 5 = 2x2 + x – 7  x2 + 4x – 12 = 0  x1= 2, x2 = –6.
Pentru x1= 2  y1 = 22 – 3 ·2 + 5  y1 = 3, iar pentru x2 = –6  y2 = 59.
Soluþia sistemului este S = {(2, 3); (–6, 59)}.

5.2. Interpretarea geometricã

Soluþia sistemului 
2

1 1 1
2

2 2 2

a x b x c y
a x b x c y
   
   

, a1  0, a2  0 este punctul sau punctele de

intersecþie dintre parabolele corespunzãtoare funcþiilor de
gradul al doilea asociate celor douã ecuaþii.

Ecuaþiei a1x2 + b1x + c1 = y i se poate ataºa funcþia
f1 :   , f(x) = a1x

2 + b1x + c1, iar ecuaþiei a2x
2 + b2x + c2 = y

funcþia f2 :   , f(x) = a2x
2 + b2x + c2.

Parabolele corespunzãtoare celor douã funcþii, reprezentate
în acelaºi plan, pot avea sau nu puncte comune, dupã cum
ecuaþia a1x

2 + b1x + c1 = a2x
2 + b2x + c2 

 x2(a1 – a2) + x(b1 – b2) + (c1 – c2) = 0 are sau nu soluþii.
Au loc urmãtoarele situaþii:

1. a1= a2, b1 = b2, c1 = c2 ºi atunci x  , iar sistemul are
o infinitate de soluþii S = {(x, a1x

2 + b1x + c1)| x  } 
 parabolele sunt confundate.

2. a1 = a2, b1 = b2, c1  c2 ºi obþinem propoziþia falsã
c1 – c2 = 0  parabolele nu au puncte comune, iar
soluþia sistemului este S = .
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2
3 5

2 7
x x y
x x y
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

  
.
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1 1 1
2

2 2 2
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, a1  0, a2  0 este punctul sau punctele de

intersecþie dintre parabolele corespunzãtoare funcþiilor de
gradul al doilea asociate celor douã ecuaþii.

Ecuaþiei a1x2 + b1x + c1 = y i se poate ataºa funcþia
f1 :   , f(x) = a1x

2 + b1x + c1, iar ecuaþiei a2x
2 + b2x + c2 = y

funcþia f2 :   , f(x) = a2x
2 + b2x + c2.

Parabolele corespunzãtoare celor douã funcþii, reprezentate
în acelaºi plan, pot avea sau nu puncte comune, dupã cum
ecuaþia a1x

2 + b1x + c1 = a2x
2 + b2x + c2 

 x2(a1 – a2) + x(b1 – b2) + (c1 – c2) = 0 are sau nu soluþii.
Au loc urmãtoarele situaþii:

1. a1= a2, b1 = b2, c1 = c2 ºi atunci x  , iar sistemul are
o infinitate de soluþii S = {(x, a1x

2 + b1x + c1)| x  } 
 parabolele sunt confundate.

2. a1 = a2, b1 = b2, c1  c2 ºi obþinem propoziþia falsã
c1 – c2 = 0  parabolele nu au puncte comune, iar
soluþia sistemului este S = .
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3. a1 = a2, b1  b2  x = 2 1

1 2

c c
b b




 

 parabolele au un punct comun

M
2

2 1 2 1 2 1
1 1 1

1 2 1 2 1 2
,

c c c c c c
a b c

b b b b b b
            

ºi ele pot avea poziþia din figura a, atunci
când a1 ºi a2 au semne contrare (adicã
a1a2 < 0), sau poziþia din figura b, atunci
când a1 ºi a2 au acelaºi semn.

Soluþia sistemului este: S = 
2

2 1 2 1 2 1
1 1 1

1 2 1 2 1 2
,

c c c c c c
a b c

b b b b b b
                 

4. a1  a2  x2(a1 – a2) + x(b1 – b2) + c1 – c2 = 0.
i) dacã  < 0, ecuaþia nu are soluþie, parabolele nu au

puncte comune, iar sistemul nu are soluþie, S = ;
ii) dacã  = 0, ecuaþia are o singurã soluþie x0, para-

bolele au un punct comun M(x0, y0), iar sistemul are
tot o singurã soluþie, S = {(x0, y0)};

iii) dacã  > 0, ecuaþia are douã soluþii distincte x1 ºi x2,
parabolele au douã puncte distincte comune M1(x1, y1)
ºi M2(x2, y2), iar sistemul are douã soluþii distincte,
S = {(x1, y1); (x2, y2)}(vezi figura alãturatã).

Exerciþii rezolvate

1. Rezolvaþi sistemul 
2

2
5 3 2
2 7 37

x x y
x x y

   


  
.

Rezolvare

Scriem ecuaþia 5x2 – 3x – 2 = 2x2 – 7x + 37  3x2 + 4x – 39 = 0  x1= 3, x2 = – 13
3

.

Din x1 = 3  y1 = 34, iar din x2 = – 13
3

  y2 = 944
9

.

Soluþia sistemului este S =   13 944(3,34); ,
3 9

 .

2. Determinaþi valorile parametrului real m pentru care urmãtorul sistem are o singurã

soluþie 
2

2
2 5 10

( 2) 1
x x y

x m x y

   


   
.

Rezolvare
Scriem ecuaþia 2x2 – 5x + 10 = x2 – (m – 2)x + 1  x2 – (7 – m)x + 9 = 0.
Pentru ca aceastã ecuaþie sã aibã o singurã soluþie trebuie ca  = 0  (7 – m)2 – 36 = 0;
obþinem m1 = 1 ºi m2 = 13.

a b

M
M

x2
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Exerciþii propuse
1. Determinaþi funcþia de gradul al doilea f :   , f(x) = ax2 + bx + c, a   0, dacã:

a) f(–1) = 1, f(1) = 3, f(2) = 7;  b) f(–1) = 4, f(0) = –3, f(1) = 0;
c) f(–2) = –11; f(1) = –2, f(3) = –16.

2. Determinaþi funcþia de gradul al doilea f(x) = ax2 + bx + c astfel încât graficul
acestei funcþii sã treacã prin punctele A(1, –6), B(–1, –8) ºi sã taie axa Oy în
punctul C(0, –8).

3. Determinaþi funcþia de gradul al doilea f(x) = ax2 + bx + c astfel încât graficul
acestei funcþii sã aibã vârful în punctul V(1, 2) ºi sã taie axa Oy în punctul B(0, –1).

4. Fie familia de funcþii de gradul al doilea fm(x) = x2 – 2(m – 1)x + m –2, unde m
este parametru real. Arãtaþi cã vârfurile parabolelor asociate acestor funcþii se
gãsesc pe o parabolã.

5. Determinaþi funcþia de gradul al doilea f(x) = ax2 + bx + c, ºtiind cã admite un
minim egal cu 4 ºi graficul sãu trece prin punctele A(–1, 13) ºi B(2, 4).

6. Aduceþi la forma canonicã funcþiile f :   :
a) f(x) = 2x2 – x + 3;  b) f(x) = –3x-2 – 4x + 5.

7. Determinaþi funcþia de gradul al doilea al cãrei grafic trece prin punctele
A(3, 1) ºi B(4, 4) ºi are ca axã de simetrie dreapta x = 2.

8. Determinaþi funcþia de gradul al doilea al cãrei grafic trece prin punctele A(0, 1)
ºi B(2, 1) ºi este tangent dreptei y = –1.

9. Aflaþi valorile lui a ºi b pentru care parabolele de ecuaþii y = x2 – 2x + a ºi
y = 2x2 – bx + 3 au vârful comun.

10. Stabiliþi maximul sau minimul urmãtoarelor funcþii:
a) f(x) = x2 – 4x + 6; b) f(x) = –x2 + 6x – 18; c) f(x) = x2 – 9;
d) f(x) = –8x2 + 21x – 1; e) f(x) = –x2 – 4x + 4.

11. Stabiliþi intervalele de monotonie pentru urmãtoarele funcþii de gradul al doilea:
a) f(x) = x2 + 2x + 3; b) f(x) = 4x2 – 4x + 1; c) f(x) = –x2 – 4;
d) f(x) = x2 + 4; e) f(x) = –x2 + 4x + 5.

12. Fie funcþia f(x) = (–1)n(x2 – ax + 2), unde n   ºi a  . Aflaþi valorile lui n ºi a
în fiecare dintre cazurile de mai jos:
a) funcþia este strict crescãtoare pe (–, –1] ºi strict descrescãtoare pe [–1, );
b) funcþia este strict descrescãtoare pe (–, 3] ºi strict crescãtoare pe [3, );
c) funcþia are valoarea maximã –1;
d) funcþia are valoarea minimã 1;
e) funcþia îºi atinge valoarea maximã pentru x = 3;
f) funcþia îºi atinge valoarea minimã pentru x = 0.
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13.Considerãm familia de parabole y = mx2 – mx + 1, unde m   \ {0}.
a) Pentru ce valori ale lui m parabolele corespunzãtoare nu intersecteazã axa Ox?
b) Pentru ce valori ale lui m parabolele corespunzãtoare sunt tangente axei Ox?
c) Demonstraþi cã parabolele din familie trec prin douã puncte fixe.

14.Considerãm familia de funcþii fm :   , fm(x) = x2 – 2mx + m.
a) Aflaþi valorile lui m pentru care graficul funcþiei fm nu intersecteazã axa Ox.
b) Aflaþi valorile lui m pentru care graficul funcþiei fm este tangent dreptei y = –2.
c) Demonstraþi cã graficele tuturor funcþiilor din familie trec printr-un punct fix.
d) Aflaþi locul geometric al vârfurilor parabolelor asociate.

15.Considerãm familia de funcþii fm :   , fm(x) = x2 – 2(m – 1)x + m(m – 3).
a) Pentru ce valori ale lui m avem fm(x)  0,  x  ?
b) Pentru ce valori ale lui m avem fm(x)  0,  x  (–, 0)?
c) Aflaþi locul geometric al vârfurilor parabolelor asociate.

16. Fie funcþia f :   , f(x) = 
2

2
1
1

x x
x x

 
 

.

a) Care este valoarea maximã ºi valoarea minimã a funcþiei f?
b) Studiaþi monotonia funcþiei f.

17. Fie f :   , f(x) = ax2 + bx + c, a  0. Demonstraþi cã:

a) dacã a > 0, f  1 2
2

x x
 < 1 2( ) ( )

2
f x f x

,  x1, x2  , x1  x2;

b) dacã a < 0, f  1 2
2

x x

 < 

1 2( ) ( )
2

f x f x
,  x1, x2  , x1  x2;

18. Fie m  * ºi familia de funcþii f :   , f(x) = mx2 – (3m – 2)x + 2m – 1.
a) Arãtaþi cã graficele familiei de funcþii trec prin douã puncte fixe.
b) Determinaþi valorile lui m pentru care fiecare din graficele funcþiilor corespun-

zãtoare taie axa Ox în douã puncte având distanþa dintre ele egalã cu 6 .

19.Demonstraþi cã existã o singurã funcþie f :   , f(x) = ax2 + bx + c, unde a, b,
c  , a  0, astfel încât a, , P, S sã fie numere întregi consecutive în aceastã ordine.

20. Se considerã familia de funcþii fm :   , fm(x) = x2 + 2(m – 1)x + 8(m2 – 1),
m  .
a) Demonstraþi cã dacã |7m + 1|  8, atunci graficele funcþiilor fm intersecteazã

axa Ox în cel puþin un punct.
b) Pentru ce valori ale lui m vârfurile parabolelor asociate funcþiilor fm se aflã

sub dreapta de ecuaþie y – 1 = 0?
c) Determinaþi m   astfel încât suma pãtratelor rãdãcinilor ecuaþiei fm(x) = 0

sã fie maximã.

21. Fie funcþia f :   , f(x) = x2 + a|x| + a2 – 1. Aflaþi valorile reale ale lui a
pentru care f(x) > 0, () x  .

 < 
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22. Fie funcþia f :   , f(x) = ax2 + (a + 1)x + 1, a  0, a  .
a) Aflaþi valorile lui a pentru care f(x)  0, () x  .
b) Aflaþi valorile lui a pentru care f(x)  0, () x  (–, –2].

23. Rezolvaþi inecuaþiile:

a) x2 – 13x + 30 > 0; b) x2 – 20x + 99  0; c)
2

2
3 3

4
x x

x x
 


   0;

d) 1 1
1 1

x x
x x
 
 

; e)
2

1 2
x

x
  –1; f) 

2

2
1
1

x x
x x

 
 

  1
1

x
x



;

g) x2 + x + 1 
2

2
3

1
x

x x 
; h) x2 + x + 1  

2

2
3

1
x

x x 
.

24. Rezolvaþi sistemele de ecuaþii:

a) 
2 23 73

2 7 1 0
x y
x y

  
   

; b) 
2 1

2 3 5
x xy y
x y

   
  

; c) 

1 1 5

1
6

x y

x y

  

  


; d) 
2 22 3 9

1
x xy y
x y

   
  

;

e) 2 2
3 0

2 6 9 2
x y
x xy y x y
 

    
; f) 

2 23 3 7
3 2

x xy y x y
x y

     
  

.

25. Rezolvaþi sistemele:

a) 
2 2

3 3 2 2
2x y

x y x y xy

  


  
; b) 

2 2

2
1 1 2

x y xy

x y

 
  


; c) 2 5( ) 55
6 3( ) 81

xy x y
xy x y

  
   ;

d) 2 2 2
3 2 3 17

x xy y
x xy y
  
   ; e) 2 2

2 11
2 2 12
x y xy
x y xy
   

   
; f) 22

3

9
2

x y
yx

y x

 

  

;

h) 
3 3 9

3
x y
x y

  
  

; i) 4 4
2

2
x y
x y
 

  
; j) 

3 3

2 2
56
20

x y
x y

  


 
; k) 

2 2

2 5 5 2
6

36
xy x y
x y x y

  


 
.

26. Rezolvaþi sistemele:

a) 
2

2
3 10 1
( 2) 7

x x y
x y

   


  
; b) 

2

2
3 5

2 6 1
x x y
x x y

   


  
; c) 

2 2

2
( 1) 3
5 3 2(3 )
x x y
x x y y

   


   
.

27. Determinaþi parametrul real m pentru care urmãtorul sistem are douã soluþii
2

2
3 5

( 2) 5 10
x x y
m x x y

   


   
.

28. ªtiind cã  3
1

x
y

   este o soluþie a sistemului 

2

2
( 5) 4

(2 5) 3 11
x m x y

x x y

    


   
, deter-

minaþi parametrul real m ºi celelalte soluþii ale sistemului, dacã acestea existã.

E
x
e
rc

iþ
ii

 p
ro

p
u

se



152

CAPITOLUL 6
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CAPITOLUL 7

1.3. Sens
Pe o dreaptã din plan se pot stabili exact douã sensuri de parcurs.

Definiþie

O dreaptã d împreunã cu o alegere a unui sens
de parcurs se numeºte dreaptã orientatãdreaptã orientatãdreaptã orientatãdreaptã orientatãdreaptã orientatã.

Definiþie

Douã segmente orientate nenule coliniare au
acelaºi sensacelaºi sensacelaºi sensacelaºi sensacelaºi sens dacã sensurile de parcurs determinate
pe dreapta suport comunã coincid.

Douã segmente orientate, nenule ºi paralele au acelaºi
sens dacã extremitãþile lor se aflã în acelaºi semiplan
determinat de dreapta care uneºte originile segmentelor.

Teoremã

Relaþia acelaºi sens acelaºi sens acelaºi sens acelaºi sens acelaºi sens pentru segmente orientate nenule de aceeaºi direcþie
este o relaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþã pe mulþimea segmentelor orientate, adicã este
reflexivã, simetricã ºi tranzitivã.

Clasele de echivalenþã relative de relaþia „acelaºi sens“
se numesc sensurisensurisensurisensurisensuri. Existã douã astfel de clase: sensul iniþialsensul iniþialsensul iniþialsensul iniþialsensul iniþial
al segmentului orientat nenul dat ºi sensul opussensul opussensul opussensul opussensul opus.

Convenim cã sensul unui segment orientat nul este
nedeterminatnedeterminatnedeterminatnedeterminatnedeterminat.

Familia de drepte paralele cu o dreaptã datã este direcþia
dreptei.

O direcþie pentru care s-a fixat acelaºi sens de parcurs
pe toate dreptele familiei se numeºte direcþie orientatãdirecþie orientatãdirecþie orientatãdirecþie orientatãdirecþie orientatã.

1.4. Lungime
Definiþii

Fie AB  un segment orientat. Prin lungimealungimealungimealungimealungimea lui AB  se înþelege distanþa
dintre punctele A ºi B.

Lungimea lui AB  se mai numeºte normanormanormanormanorma sau modululmodululmodululmodululmodulul lui AB . Se noteazã
d(A, B), || AB ||, | AB | sau AB.

Un segment orientat nul are lungimea zero. Douã segmente neorientate care au aceeaºi
lungime se numesc segmente congruentesegmente congruentesegmente congruentesegmente congruentesegmente congruente.
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CAPITOLUL 7

1.3. Sens
Pe o dreaptã din plan se pot stabili exact douã sensuri de parcurs.

Definiþie

O dreaptã d împreunã cu o alegere a unui sens
de parcurs se numeºte dreaptã orientatãdreaptã orientatãdreaptã orientatãdreaptã orientatãdreaptã orientatã.

Definiþie

Douã segmente orientate nenule coliniare au
acelaºi sensacelaºi sensacelaºi sensacelaºi sensacelaºi sens dacã sensurile de parcurs determinate
pe dreapta suport comunã coincid.

Douã segmente orientate, nenule ºi paralele au acelaºi
sens dacã extremitãþile lor se aflã în acelaºi semiplan
determinat de dreapta care uneºte originile segmentelor.

Teoremã

Relaþia acelaºi sens acelaºi sens acelaºi sens acelaºi sens acelaºi sens pentru segmente orientate nenule de aceeaºi direcþie
este o relaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþãrelaþie de echivalenþã pe mulþimea segmentelor orientate, adicã este
reflexivã, simetricã ºi tranzitivã.

Clasele de echivalenþã relative de relaþia „acelaºi sens“
se numesc sensurisensurisensurisensurisensuri. Existã douã astfel de clase: sensul iniþialsensul iniþialsensul iniþialsensul iniþialsensul iniþial
al segmentului orientat nenul dat ºi sensul opussensul opussensul opussensul opussensul opus.

Convenim cã sensul unui segment orientat nul este
nedeterminatnedeterminatnedeterminatnedeterminatnedeterminat.

Familia de drepte paralele cu o dreaptã datã este direcþia
dreptei.

O direcþie pentru care s-a fixat acelaºi sens de parcurs
pe toate dreptele familiei se numeºte direcþie orientatãdirecþie orientatãdirecþie orientatãdirecþie orientatãdirecþie orientatã.

1.4. Lungime
Definiþii

Fie AB  un segment orientat. Prin lungimealungimealungimealungimealungimea lui AB  se înþelege distanþa
dintre punctele A ºi B.

Lungimea lui AB  se mai numeºte normanormanormanormanorma sau modululmodululmodululmodululmodulul lui AB . Se noteazã
d(A, B), || AB ||, | AB | sau AB.

Un segment orientat nul are lungimea zero. Douã segmente neorientate care au aceeaºi
lungime se numesc segmente congruentesegmente congruentesegmente congruentesegmente congruentesegmente congruente.
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Vectori în plan

Definiþie

Douã segmente orientate au aceeaºi lungimeaceeaºi lungimeaceeaºi lungimeaceeaºi lungimeaceeaºi lungime dacã segmentele neorientate
corespunzãtoare sunt congruente.

Teoremã

Relaþia aceeaºi lungime aceeaºi lungime aceeaºi lungime aceeaºi lungime aceeaºi lungime pentru segmente orientate este o relaþie derelaþie derelaþie derelaþie derelaþie de
echivalenþã echivalenþã echivalenþã echivalenþã echivalenþã pe mulþimea segmentelor orientate, adicã este reflexivã, simetricã
ºi tranzitivã.

1.5. Segmente echipolente. Vectori
Relaþiile „aceeaºi direcþie“, „acelaºi sens“ ºi „aceeaºi lungime“ pentru segmente orientate

din plan realizeazã o nouã relaþie pentru segmente orientate, care stã la baza noþiunii de
vector libervector libervector libervector libervector liber.

Definiþie

Douã segmente orientate nenule se numesc echipolenteechipolenteechipolenteechipolenteechipolente dacã au aceeaºi
direcþie, acelaºi sens ºi aceeaºi lungime.

Prin convenþie, toate segmentele orientate nulenulenulenulenule sunt
echipolente între ele.

Dacã AB  este echipolent cu CD  se scrie AB  ~ CD .
AB  ~ CD  dacã ºi numai dacã segmentele [AD] ºi [BC]

au acelaºi mijloc.

Teoremã

RRRRRelaþia de echipolenþã elaþia de echipolenþã elaþia de echipolenþã elaþia de echipolenþã elaþia de echipolenþã pentru segmente orientate nenule este o relaþie derelaþie derelaþie derelaþie derelaþie de
echivalenþãechivalenþãechivalenþãechivalenþãechivalenþã pe mulþimea segmentelor orientate, adicã este reflexivã, simetricã
ºi tranzitivã.

Definiþie

Clasele de echivalenþã ale segmentelor orientate, relative la relaþia de
echipolenþã, se numesc vectorivectorivectorivectorivectori.

Un vector este o submulþime a mulþimii tuturor segmentelor orientate, care conþine
toate segmentele echipolente cu un segment dat.

Fiecare segment orientat din clasa numitã  vector vector vector vector vector este un reprezentant al clasei.
Notãm 

    
AB  vectorul asociat segmentului orientat AB .

Vectorii 
    
AB  ºi 

    
CD  sunt egali egali egali egali egali dacã segmentele orientate AB  ºi CD  sunt echipolente.
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CAPITOLUL 7
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se

Fie a   V, atunci a  + a  = 2 a .
Demonstraþie

Fie 
   
O A  ºi AB  doi reprezentanþi ai vectorului a .

Avem  O A AB O B   2 a .
Rezultatul se poate extinde.

Fie a   V ºi n  N*; atunci   
        

de ori

...
n a

a a a  = n a .

Probleme propuse

1. Fie d o dreaptã pe care se fixeazã 4 puncte echidistante A, B, C, D ºi M mijlocul
segmentului [AD]. Arãtaþi cã pentru orice punct P din plan, exterior dreptei d,
avem:    

                     
4PA PB PC PD PM .

2. Fie triunghiul ABC ºi M, N mijloacele laturilor [AB], [AC]. Arãtaþi cã 
     

2
BCMN .

3. Fie triunghiul ABC ºi M mijlocul laturii [BC]. Arãtaþi cã 
     

2
AB ACAM .

4. Fie ABCD un patrulater convex ºi M, N mijloacele diagonalelor [AC], [BD].

Arãtaþi cã 
     

2
AB CDMN .

2.3. Raportul în care un punct împarte un segment orientat

Definiþie

Spunem cã punctul M împarte segmentul orientat
nenul AB  în raportul k dacã MA k MB  .

Dacã punctul M este interior segmentului [AB] atunci k < 0, iar dacã M este exterior
segmentului [AB], atunci k > 0. Numãrul real k se numeºte raportulraportulraportulraportulraportul în care punctul M
împarte segmentul orientat nenul AB .

2.4. Descompunerea unui vector dupã douã direcþii date
Considerãm d1 ºi d2 douã drepte care se intersecteazã

în O ºi v  un vector nenul. Fie OM  un reprezentant al lui v
( OM   v ). Dacã M  d1, M  d2 ducem prin M paralele la
d1 ºi d2, obþinând paralelogramul OAMB.

Avem OM OA OB  , adicã OM  se descompune dupã
direcþiile d1 ºi d2. Dacã M  d1, atunci OM  = OM  + 0 ;
analog dacã M  d2.
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Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC ºi P
un punct oarecare.
Arãtaþi cã:  
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xC A AB
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 


 
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 B A yB C y B A AC    
   
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1

y
B A AC
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 


 

C


z A B
   A z A C CB  
   

  
1

zA C CB
z

 


 
.

Rezultã
1

zA C CB
z

 


 
 =

1
z BC

z 


 =  
1

z BA AC
z




 
 = 

1
z BA

z


1
z AC

z


 
 

.

Avem: C B C A AB C A B A        
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1 1

yx AB AC
x y


 
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B A B C CA    
  

 = 1 B A A C
y

 
 

 = 1
1

y
AC

y y





 –  1 1
z zBA AC

z z


 
 

 =

= 
1

z BA
z


 +  1
1 1

z AC
y z


 


 =
1

z BA
z


 + 
1

(1 )(1 )
yz

AC
y z


 

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 
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1
1 (1 )(1 )

yx
yx

z yz
z y z


 


  

  
(1 ) 1

yx
z x yz


 

  x = yz  x
yz

 = 1.

Reciproca teoremei lui Menelaos

Considerãm un triunghi ABC ºi punctele A  (BC), B  (AC), C (AB) astfel
încât douã dintre punctele A, B, C sunt situate pe douã laturi ale triunghiului,
iar al treilea punct este situat pe prelungirea celei de-a treia laturi sau cã toate
punctele A, B, C sunt pe prelungirile laturilor triunghiului.

Dacã are loc egalitatea: A B B C C A
A C B A C B
       = 1, atunci punctele A, B, C sunt coliniare.

Demonstraþie
Presupunem cã A este pe prelungirea laturii [BC], C  (BA),

iar B ºi C sunt pe laturile (AC), (AB). Fie C intersecþia
dreptei AB cu latura [AB]. Aplicând teorema lui Menelaos pentru

punctele coliniare A, B, C obþinem: A B B C C A
A C B A C B
       = 1.

Þinând seama ºi de relaþia din ipotezã  A B B C C A
A C B A C B
       = 1,

obþinem  C A C A
C B C B
   . Deoarece existã un singur punct

interior unui segment care împarte segmentul într-un raport dat, rezultã cã C = C ºi
deci punctele A, B, C sunt coliniare.

Relaþia lui Van Aubel*

Fie triunghiul ABC ºi punctele A  (BC), B  (CA), C  (AB). Dacã dreptele AA,

BB, CC sunt concurente într-un punct P, atunci existã relaþia: B A C A PA
B C C B PA
     .

Demonstraþie
Se aplicã teorema lui Menelaos pentru triunghiul AAC

ºi punctele coliniare B, P, B ºi obþinem: B A BC PA
B C BA PA
     = 1,

de unde B A BA PA
B C BC PA
     (1). Aplicând apoi teorema lui

Menelaos pentru AAB ºi punctele coliniare C, P, C

obþinem: C A CB PA
C B CA PA
     = 1, de unde C A CA PA

C B CB PA
     (2).

Adunând (1) cu (2) avem: B A C A PA
B C C B PA
       BA CA PA

BC CB PA
    .
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Demonstraþie
Fie P intersecþia dreptelor BB′, CC′ ºi A′′ intersecþia

dreptei PA cu BC.
Aplicând teorema lui Ceva pentru ΔABC ºi dreptele

concurente AA′′, BB′, CC′ obþinem ′′ ′ ′⋅ ⋅′′ ′ ′
A B B C C A
A C B A C B

 = 1.

Þinând seama ºi de relaþia din enunþ ′ ′ ′⋅ ⋅′ ′ ′
A B B C C A
A C B A C B

 = 1

obþinem ′′ ′=′ ′
A B A B
A C A C

.

Cum punctele A′′ ºi A′ sunt interioare segmentului (BC) ºi îl împart în acelaºi raport
deducem cã A′′ = A′.

Observaþie. Reciproca teoremei lui Ceva este adevãratã ºi în cazul în care un punct (de
exemplu, A′ ∈ (BC), iar B′, C′ sunt în afara segmentelor [AC], [AB], dar BB′ nu este
paralelã cu CC′.

Aplicaþii ale teoremei lui Ceva

1. În orice triunghi medianele sunt concurente.

Demonstraþie

Fie A′, B′, C′ mijloacele laturilor [BC], [CA], [AB] ale ΔABC.

Avem ′
′

A B
A C

 = 1, ′
′

B C
B A

 = 1, ′
′

C A
C B

 = 1.

Deoarece  ′ ′ ′⋅ ⋅′ ′ ′
A B B C C A
A C B A C B

 = 1 conform reciprocei teoremei

lui Thales deducem cã dreptele AA′, BB′, CC′ sunt concurente.
Punctul lor de intersecþie G, se numeºte centrul de greutate
al triunghiului ºi este situat pe fiecare medianã la 1/3 de bazã ºi 2/3 din vârf.

2. În orice triunghi bisectoarele interioare sunt concurente.

Demonstraþie
Fie A′, B′, C′ picioarele bisectoarelor unghiurilor A, B, C

în ΔABC. Conform teoremei bisectoarei avem:

′
′

A B
A C

 = AB
AC

, ′
′

B C
B A

 = BC
BA

, ′
′

C A
C B

 = CA
CB

.

Obþinem ′ ′ ′⋅ ⋅′ ′ ′
A B B C C A
A C B A C B

 = ⋅ ⋅AB BC CA
AC BA CB

 = 1.

P
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8. Fie D, E, F  mijloacele laturilor BC, CA, AB ale triunghiului ABC.
a) Arãtaþi cã  

  
AE AF AD .

b) Dacã  
  
AL AB AC , demonstraþi cã punctele A, D, L sunt coliniare.

c) Arãtaþi cã   
  

2AL AE AF .

9. Fie triunghiul ABC ºi M  (AB), N  (AC) astfel încât 
 1

5
AM AB , 

 1
5

AN AC .

Arãtaþi cã 
 1

5
MN BC .

10. Fie ABCD un trapez cu bazele AB ºi CD, AB = a, CD = b, AC  BD = {O}.
Paralela dusã din O la baze intersecteazã laturile neparalele AD ºi BC în E,
respectiv F.

a) Arãtaþi cã 


 aEO DC
a b

 ºi 


 aOF DC
a b

.

b) Deduceþi cã O este mijlocul segmentului [EF].

11. Fie M ºi N mijloacele diagonalelor AC ºi BD ale patrulaterului convex ABCD.
Arãtaþi cã o condiþie necesarã ºi suficientã ca ABCD sã fie paralelogram este ca

 
  

4AD BC MN .

12. Fie M ºi N mijloacele diagonalelor AC, respectiv BD ale patrulaterului convex
ABCD. Arãtaþi cã  

  
2AD BC MN .

13. Se considerã triunghiul ABC ºi punctele D  (AB), E  (AC). Arãtaþi cã mijloacele

segmentelor [AB], [AC] ºi [DE] sunt coliniare dacã ºi numai dacã AD EC
DB EA

 .

(OM 2002, Iaºi)

14. Se considerã punctele A, B, C, D coplanare, oricare trei necoliniare, ºi H1, H2 orto-
centrele triunghiurilor ABC, respectiv ABD. Arãtaþi cã A, B, C, D sunt conciclice (se aflã
pe acelaºi cerc) dacã ºi numai dacã 1 2H H CD

 
.
(OM 2003, Bucureºti, Marian Andronache)

15. Fie triunghiul ascuþitunghic ABC cu m(B) = 60. Demonstraþi cã bisectoarea
din B, mediana din A ºi înãlþimea din C sunt concurente dacã ºi numai dacã
triunghiul ABC este echilateral.

(OM 2004, Vaslui, Sergiu Romaºcu)

16. Fie ABCD paralelogram cu AB = a, BD = b, DA = c. Fie G centrul de greutate al
triunghiului ABD ºi I centrul cercului înscris în triunghiul BCD. Fie M  (BC) astfel

ca . Aflaþi valoarea k   pentru care punctele G, I ºi M sunt coliniare.
(Concurs „Dan Barbilian“, 2003)

�� � ��= ⋅
����� �����
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Elemente de trigonometrie

Cu alte cuvinte putem defini funcþia:
f : [0, 2]   C(0, 1), f(t) = M.

Numãrul t se numeºte coordonatã metricã coordonatã metricã coordonatã metricã coordonatã metricã coordonatã metricã a lui M.

Fie cercul trigonometric C, punctele A, B  C ºi l  R.
Arcul orientat Arcul orientat Arcul orientat Arcul orientat Arcul orientat cu originea în A, extremitatea în B, de mãsurã
l este „drumul“ pe C de lungime |l| care se parcurge de la
A la B în sens pozitiv dacã l > 0 sau în sens negativ dacã
l < 0. Notãm arcul orientat prin (  AB , l) sau, dacã mãsura
l este cunoscutã, prin  AB . Un numãr l  [–, ] se numeºte mãsurã principalã a unui arc
orientat de mãsurã x, dacã existã k  Z astfel încât x = l + 2k.

Prin urmare oricãrui numãr real x îi putem asocia un arc orientat de mãsurã x cãruia
îi putem asocia apoi mãsura principalã l, (– < l    ) pentru care x = l + 2k, k  Z.

Putem considera cercul confecþionat dintr-o sârmã de oþel elasticã cu punctul A fixat.
Dacã tãiem în punctul A sârma va lua forma segmentului de capete – ºi  cu mijlocul în
punctul A ºi de lungime 2.

Fie C cercul trigonometric de centru O.

Definiþie

Numim unghi orientatunghi orientatunghi orientatunghi orientatunghi orientat o pereche ordonatã de semidrepte cu originea în O
împreunã cu un sens de rotaþie precizat. Spunem cã unghiul este orientat pozitiv
dacã sensul de rotaþie este cel trigonometric ºi este orientat negativ în sens contrar.

Mãsura unui unghi orientat este mãsura principalã a arcului orientat în acelaºi sens,
delimitat pe cercul trigonometric de laturile unghiului.

Douã unghiuri orientate care au aceeaºi mãsurã se numesc unghiuri orientate
congruente. Întrucât mãsura arcului  AM  este egalã cu mãsura unghiului la centru  AOM 1

putem spune cã poziþia punctului pe cercul trigonometric este determinatã de mãsura
unghiului la centru corespunzãtor.

Notând cu u = m   AOM  putem stabili o corespondenþã între mãsurile unghiurilor
din intervalul (0, 2) ºi poziþia punctului M pe cercul trigonometric oricãrui unghi orientat AOM
cu mãsura u de pe cercul trigonometric îi corespunde un unic punct M pe acesta ºi reciproc.
1 Pentru similitudine cu notaþia arcului în acest capitol vom folosi notaþia  AOM pentru unghiul

 AOM  (de exemplu) în loc de <AOM, cum folosisem pânã acum.
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1.1.1.1.1. Funcþia trigonometricã sinus este imparã, adicã avem
sin(–t) = –sin t,  t  R.

2.2.2.2.2. Funcþia trigonometricã cosinus este parã, adicã avem
cos(–t) = cos t,  t  R.
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1.1.1.1.1. Funcþia trigonometricã sinus este imparã, adicã avem
sin(–t) = –sin t,  t  R.

2.2.2.2.2. Funcþia trigonometricã cosinus este parã, adicã avem
cos(–t) = cos t,  t  R.
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Utilizând tabelul de valori ºi graficul putem desprinde câteva proprietãþiproprietãþiproprietãþiproprietãþiproprietãþi ale funcþiei cosinus:
 Funcþia cos este crescãtoare pe orice interval de forma [ + 2k, 2(k + 1)] ºi

descrescãtoare pe orice interval de forma [2k, (2k + 1)], k  Z.

 Funcþia cos este pozitivã pe orice interval de forma 2 , 2
2 2

k k          ºi negativã

pe orice interval de forma 32 , 2
2 2

k k        , k  Z.

 Graficul funcþiei cos este simetric faþã de orice dreaptã de forma x = k, k  Z.

3.2.1. Proprietãþile funcþiei tangentã
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Utilizând tabelul de valori ºi graficul putem desprinde câteva proprietãþiproprietãþiproprietãþiproprietãþiproprietãþi ale funcþiei cosinus:
 Funcþia cos este crescãtoare pe orice interval de forma [ + 2k, 2(k + 1)] ºi

descrescãtoare pe orice interval de forma [2k, (2k + 1)], k  Z.

 Funcþia cos este pozitivã pe orice interval de forma 2 , 2
2 2

k k          ºi negativã

pe orice interval de forma 32 , 2
2 2

k k        , k  Z.

 Graficul funcþiei cos este simetric faþã de orice dreaptã de forma x = k, k  Z.

3.2.1. Proprietãþile funcþiei tangentã
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Demonstraþie
Demonstraþia se bazeazã pe asemãnarea triunghiurilor OAT ºi ONM, unde N este

piciorul perpendicularei duse din M pe Ox. Demonstraþia este lãsatã ca exerciþiu.

Proprietatea 2

Funcþia tangentã are perioada principalã .

Demonstraþie

Pentru orice x  R avem tg(x + ) = 
sin( ) sin
cos( ) cos

x x
x x
      = tg x, rezultã cã perioada

principalã a funcþiei tg este . Pentru a arãta cã nu existã o perioadã mai micã T, T  0,
procedãm astfel: presupunem cã existã o perioadã T  (0, ) pentru care are loc egalitatea

tg (x + T) = tg x,  x  R \   ,
2

k k     ; facem pe x = 0 ºi obþinem tg T = tg 0 = 0 

 T = 0 contrar ipotezei (T  0).

Proprietatea 3

Funcþia tangentã este funcþie imparã:

tg(–x) = –tg x,  x  R \   ,
2

k k     

Demonstraþie

Avem tg(–x) = 
sin( ) sin
cos( ) cos

x x
x x

    = –tg x.

3.2.2. Graficul funcþiei tangentã

Întocmim graficul funcþiei tg pe intervalul  ,
2 2
  .

x – 2
 – 3

 – 4
 – 6

 0 6


4


3


2


tg x | – 3 –1 – 3
2

0 3
3

1 3 |

Reprezentând punctele din tabel ºi unind
consecutiv aceste puncte se obþine graficul
alãturat care caracterizeazã funcþia tg astfel:
 este crescãtoare pe orice interval

de forma  ,
2 2

k k      ;
 este pozitivã pe intervalele de forma

 0 ,
2

k k     ºi negativã pe

intervalele de forma  ,
2

k k    .

 graficul este simetric faþã de punctul
O(0, 0).
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Exerciþiu rezolvat

 funcþia trigonometricã:

3.3.1. Proprietãþile funcþiei cotangentã

3.3.2. Graficul funcþiei cotangentã
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Exerciþiu rezolvat

 funcþia trigonometricã:

3.3.1. Proprietãþile funcþiei cotangentã

3.3.2. Graficul funcþiei cotangentã
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CAPITOLUL 9

Unghiul din cadranul II se poate exprima ºi sub forma

t2 =  – t1, unde t1   0,
2


. În acest caz putem proceda

astfel: sin( – t1) =  sin  12 2
t       = cos  12

t   = sin t1

sau analizând figura în care pe cercul trigonometric punctul
M este simetricul lui M faþã de axa Oy.

Rezultã cã yM = yM, adicã sin ( – t1) = sin t1 ºi
ON = –ON, respectiv cos ( – t1) = –cos t1.

Se obþin ºi formulele
tg ( – t1) = –tg t1 ºi ctg ( – t1) = –ctg t1.

 În cazul când punctul M este situat în cadranul III,

t2 =  + t, unde t   0,
2


 putem folosi formulele anterioare

ºi avem: sin ( + t) = sin [  – (–t] = sin (–t) = –sin t ºi
analog obþinem: cos ( + t) = –cos t, tg ( + t) = tg t,
ctg (+ t) = ctg t.

Dacã acelaºi unghi din cadranul III îl exprimãm sub

forma t2 = 3
2
  – t1, unde t1   0,

2
 , atunci avem:

sin  1
3
2

t  = sin  12
t       = –sin  12

t   =

= –sin  12
t   = –cost1.

Analog, se obþin cos  1
3
2

t   = –sin t1;

tg  1
3
2

t   = ctg t1 ºi ctg  1
3
2

t   = tg t1.

 Considerãm punctul M situat în cadranul IV ºi avem

t1 = 3
2
  + t, cu t   0,

2
 . Obþinem:

sin  3
2

t   = sin
3 ( )
2

t      = –cos(–t) = –cos t ºi analog

cos  3
2

t   = sin t; tg  3
2

t   = –ctg t, ctg  3
2

t  = –tg t.

Exprimând t2 = 2 – t1, cu t1   0,
2
 , obþinem

formulele de reducere la primul cadran utilizând simetricul
M al punctului M faþã de axa Ox:

sin (2 – t1) = –sin t1 tg (2 – t1) = –tg t1
cos (2 – t1) = cos t1 ctg (2 – t1) = –ctg t1
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Utilizând formula (15) avem tg
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CAPITOLUL 9

Exerciþii rezolvate

1. ªtiind tg 1
2 3
x  , determinaþi sin x ºi cos x.

Rezolvare:

sin x = 2

12tg 2 32 3
1 51 tg 1 9

x

x


 

 
, cos x = 

11 49
1 51 9





;

2. ªtiind cã ctg 1
2 6
x   determinaþi valoarea expresiei E = 3sin x + cos2x – sin 2x.

Rezolvare:

ctg 2
x  = 1

6   tg 2
x  = 6  sin x = 2 6 12

1 36 37
  , cos x = 1 36 35

1 36 37
  

 cos2x = 
2

2
35
37

, sin 2x = 2sin x cos x = 2 · 
12
37 ·   2

35 840
37 37

  

E = 
36
37  + 2

1225
37  – 2

840
37  = 

1717
1369 .

3. Calculaþi funcþiile trigonometrice ale unghiului 2a ºtiind cã

sin a = 7
25 , a   ,

2
  .

Rezolvare

Avem cã cos a = –
2

2
7 241

2525
   , deci tg a = – 7

24
, ctg a= – 24

7 .

Cu aceste valori, obþinem sin 2a = 2 sin a cos a= – 336
625

,  cos 2a = cos2a – sin2a = 
527
625 ,

tg 2a = 
sin 2 336
cos2 527

a
a   ,  ctg 2a = 1 527

tg 2 336a   .

4. Determinaþi funcþiile trigonometrice ale unghiului 4a ºtiind cã tg a = 2, a   0,
2
 .

Rezolvare

Din 
sin
cos

a
a  = tg a  

2

2
sin
cos

a
a

 = tg2a  
22 2

2
1 tgsin cos

1cos
aa a

a
    cos2a = 2

1
1 tg a

 ºi

deducem cos a = 1
5

, sin a = 2
5

. Cum sin 2a = 2sina cos a ºi cos 2a = cos2a – sin2a,

deducem sin 2a = 
4
5  ºi cos 2a = – 3

5 . Înlocuind a cu 2a rezultã sin 4a = 2 sin 2a · cos 2a

ºi cos 4a = cos22a – sin22a, deci sin 4a = –
24
25 , cos 4a = –

7
25 .
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Exerciþii rezolvate

1. ªtiind tg 1
2 3
x  , determinaþi sin x ºi cos x.

Rezolvare:

sin x = 2

12tg 2 32 3
1 51 tg 1 9

x

x


 

 
, cos x = 

11 49
1 51 9





;

2. ªtiind cã ctg 1
2 6
x   determinaþi valoarea expresiei E = 3sin x + cos2x – sin 2x.

Rezolvare:

ctg 2
x  = 1

6   tg 2
x  = 6  sin x = 2 6 12

1 36 37
  , cos x = 1 36 35

1 36 37
  

 cos2x = 
2

2
35
37

, sin 2x = 2sin x cos x = 2 · 
12
37 ·   2

35 840
37 37

  

E = 
36
37  + 2

1225
37  – 2

840
37  = 

1717
1369 .

3. Calculaþi funcþiile trigonometrice ale unghiului 2a ºtiind cã

sin a = 7
25 , a   ,

2
  .

Rezolvare
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2

2
7 241

2525
   , deci tg a = – 7

24
, ctg a= – 24

7 .

Cu aceste valori, obþinem sin 2a = 2 sin a cos a= – 336
625

,  cos 2a = cos2a – sin2a = 
527
625 ,

tg 2a = 
sin 2 336
cos2 527

a
a   ,  ctg 2a = 1 527

tg 2 336a   .

4. Determinaþi funcþiile trigonometrice ale unghiului 4a ºtiind cã tg a = 2, a   0,
2
 .

Rezolvare

Din 
sin
cos

a
a  = tg a  

2

2
sin
cos

a
a

 = tg2a  
22 2

2
1 tgsin cos

1cos
aa a

a
    cos2a = 2

1
1 tg a

 ºi

deducem cos a = 1
5

, sin a = 2
5

. Cum sin 2a = 2sina cos a ºi cos 2a = cos2a – sin2a,

deducem sin 2a = 
4
5  ºi cos 2a = – 3

5 . Înlocuind a cu 2a rezultã sin 4a = 2 sin 2a · cos 2a

ºi cos 4a = cos22a – sin22a, deci sin 4a = –
24
25 , cos 4a = –

7
25 .
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5. Calculaþi funcþiile trigonometrice ale unghiului de 2230.
Rezolvare

Avem sin 2230 = sin
21 2 22

8 2 2

   .

Analog gãsim cos 2230 = cos 
21 2 22

8 2 2

   ,

tg 2230 = 2  – 1, ctg 22 30 = 2  + 1.

6. Pentru cos a = – 527
625  ºi  < a < 3

2
 , calculaþi funcþiile trigonometrice ale

unghiului 4
a .

Rezolvare

 < a < 3
2
 , rezultã cã 3

2 2 4
a    ºi 3

4 4 8
a   , deci unghiul 2

a

aparþine cadranului II, iar unghiul 4
a

 aparþine cadranului I.

Avem: cos 2
a  = –

5271 625
2


= – 49

625  = – 7
25 .

De aici rezultã cã: sin 4
a

 =
1 cos 2

2

a
 = 

71 25
2


= 16

25  =
4
5 .

7. Calculaþi expresia
tg sin
tg sin

a a
a a

 , ºtiind cã tg 1

2 2
a  .

Rezolvare

Avem sin a = 2

2tg 2
1 tg 2

a

a
 =

12 2
11 4




 = 

4
5 , tg a = 2

2tg 2
1 tg 2

a

a
 =

12 42
1 31 4





.

Deci 
tg sin
tg sin

a a
a a

  = 

4 4
3 5
4 4
3 5




 = 

1
4 .

8. Arãtaþi cã sin 10 · cos 20 · cos 40 = 1
8 .

Rezolvare
Avem:

8 sin 10 · cos 20 · cos 40 = 
4 sin 20 cos20 cos40

cos10
    

  =
2sin 40 cos40

cos10
  

  =

= sin 80
cos10


  = 1, deci sin 10 · cos 20 · cos 40 = 1

8 .
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CAPITOLUL 9
E
x
e
rc

iþ
ii

 p
ro

p
u

se

15. Se dã tg x =
2 4

2
a a  . Calculaþi expresia:

E = tg3x + ctg3x + sin 2x + cos 4x.

16. Exprimaþi E = 5 3sin 4 cos
2 2cos

a a
a

 
  în funcþie de x = tg 2

a
.

17. Determinaþi mulþimea valorilor funcþiei f definitã pe [–, ], datã prin
f(x) = cos 2x + (5 – a2) sin x + a2, unde a este un numãr real.

18. Arãtaþi cã tg 730 = 6  – 3  + 2  – 2.

19. ªtiind cã sin a = 2
2

, calculaþi tg 2
a

.

20. ªtiind cã tg 2
m
n

  , calculaþi expresia E = msin  + n cos .

21. Calculaþi funcþiile trigonometrice ale unghiului de mãsurã 15, ºtiind cã

sin 30= 1
2 .

22. Exprimaþi tg  45
2
a   în funcþie de tg a ºi discutaþi formula obþinutã dupã cum

unghiul a este situat în unul din cele patru cadrane.

23. Arãtaþi fãrã tabele cã E =
1 sin 20 1 sin20
1 sin20 1 sin 20
    
    

 = ctg 10.

24. Arãtaþi cã expresia E =

cos tg
1 sin 2

cos tg
21

1 sin

a a
a

aa

a




 

 nu depinde de a.

25. Calculaþi tg 2
a , ºtiind cã sin a + cos a = 6

2
, a   0,

4


.

26. Arãtaþi cã:

E = 1
8 2 2

1 1

cos sin
8 8

    
 

 = 1
16 2 2

1 1

cos sin
12 12

    
 

= 1
6 2 2

1 1

tg ctg
8 8

    
 

 =

= 1
14 2 2

1 1

tg ctg
12 12

    
 

 = 1.

27. Verificaþi identitatea: 
sin

1 cos
a

a  ·
cos

2

1 cos
2

a

a
·

cos
4

1 cos
4

a

a
·

cos
8

1 cos
8

a

a
 = tg 16

a
.
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2
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E = tg3x + ctg3x + sin 2x + cos 4x.

16. Exprimaþi E = 5 3sin 4 cos
2 2cos

a a
a

 
  în funcþie de x = tg 2

a
.

17. Determinaþi mulþimea valorilor funcþiei f definitã pe [–, ], datã prin
f(x) = cos 2x + (5 – a2) sin x + a2, unde a este un numãr real.

18. Arãtaþi cã tg 730 = 6  – 3  + 2  – 2.

19. ªtiind cã sin a = 2
2

, calculaþi tg 2
a

.

20. ªtiind cã tg 2
m
n

  , calculaþi expresia E = msin  + n cos .

21. Calculaþi funcþiile trigonometrice ale unghiului de mãsurã 15, ºtiind cã

sin 30= 1
2 .

22. Exprimaþi tg  45
2
a   în funcþie de tg a ºi discutaþi formula obþinutã dupã cum

unghiul a este situat în unul din cele patru cadrane.

23. Arãtaþi fãrã tabele cã E =
1 sin 20 1 sin20
1 sin20 1 sin 20
    
    

 = ctg 10.

24. Arãtaþi cã expresia E =

cos tg
1 sin 2

cos tg
21

1 sin

a a
a

aa

a




 

 nu depinde de a.

25. Calculaþi tg 2
a , ºtiind cã sin a + cos a = 6

2
, a   0,

4


.

26. Arãtaþi cã:

E = 1
8 2 2

1 1

cos sin
8 8

    
 

 = 1
16 2 2

1 1

cos sin
12 12

    
 

= 1
6 2 2

1 1

tg ctg
8 8

    
 

 =

= 1
14 2 2

1 1

tg ctg
12 12

    
 

 = 1.

27. Verificaþi identitatea: 
sin

1 cos
a

a  ·
cos

2

1 cos
2

a

a
·

cos
4

1 cos
4

a

a
·

cos
8

1 cos
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Exerciþii ºi probleme
recapitulativeC

A
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L
U
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11
1. Algebrã
1. Cercetaþi dacã existã numere naturale care împãrþite la 2n + 2 sã dea restul 2n ºi

împãrþite la 2n sã dea restul 2n – 1, unde n este numãr natural nenul.

2. a) Determinaþi n ∈ � pentru care numãrul 1! + 2! + 3! + ... + n! este pãtrat perfect.
b) Arãtaþi cã un produs de 2 numere naturale consecutive nu este pãtrat perfect.
c) Arãtaþi cã un produs de 3 numere naturale consecutive nu este cub perfect.

3. a) Arãtaþi cã existã 7 numere naturale consecutive neprime.
b) Arãtaþi cã existã n numere naturale consecutive neprime, oricare ar fi n∈ �*.

4. Arãtaþi cã urmãtoarele numere sunt prime între ele:
a) 3n + 2 ºi 4n + 3, n ∈ �; b) k · n + k – 1 ºi (k + 1)n + k, n ∈ �, k ∈ �*.

5. a) Arãtaþi cã fracþia 2
2 3
n
n
+
+  este ireductibilã, oricare ar fi n ∈ �.

b) Arãtaþi cã fracþia 
2 2 1

n k
n k

+
+ − , n ∈ �, k ∈ �* este ireductibilã.

6. Determinaþi n ∈ � astfel încât:

a) 2 1n +  ∈ �;  b) 2 2003n +  ∈ �.

7. Determinaþi x, y ∈ � astfel încât:

a) x  + y  = 1960 ;  b) x  + y  = 2250 .

8. a) Fie k ∈ � ºi mulþimea H = {a + b 2 | a, b ∈ �, a2 – kb2 = 1}. Determinaþi o
valoare strict pozitivã a lui k astfel încât pentru orice x, y ∈ H sã avem xy ∈ H.

b) Fie k ∈ � ºi mulþimea H = {a + b 3 | a, b ∈ �, a2 – kb2 = 1}. Determinaþi o
valoare strict pozitivã a lui k astfel încât pentru orice x, y ∈ H sã avem xy ∈ H.

9. a) Fie a, b, c ∈ � astfel încât a + b + c ∈ � ºi a2 + b2 + c2 ∈ �.
 Demonstraþi cã ab + bc + ca ∈ �.

b) Fie a, b, c ∈ � astfel încât a + b + c ∈ �, a2 + b2 + c2 ∈ �, a3 + b3 + c3 ∈ �.
Demonstraþi cã abc ∈ �.

10.Arãtaþi cã 2 , 2 3+ , 2 3 5+ +  nu sunt numere raþionale.

11. Fie a, b, c ∈ � astfel încât a3 + b3 + c3 ºi a + b + c se divid cu 7.
Demonstraþi cã abc se divide cu 7.

12. Fie x, y ∈ �* ºi z = 
xy

x y+ , x + y ≠ 0. Arãtaþi cã x2 + y2 + z2 este pãtratul unui numãr raþional.

(RMT 2/185)
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  
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  
;  i) 
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x y a
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x y xy
x y xy

   


  
;  i) 

2

2
x y a
x y a

  


 
, a  ;  j) 

2

2
3 9
4 11

x y
y x

  


 
;

k) 
2 2

2 2
( 1) 9
( 1) 9 3
x y z
x y z z

    


   
; l) 

2 2 2

2 2 2
( 1)
( )
x y z k
x y a k z kz

    


   
, k > 0;

m)  4
7

x y z
xy yz zx z
  
    ; n) 2

2
2 4
x y z
xy z
  

  
; o) 

2 2 2 3
3

x y z
xy yz zx

   
   
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Exerciþii ºi probleme recapitulative

e) sin
2
A   a

b c
; f) a b c

b c c a a b
 

  
  sin

2
A  + sin

2
B  + sin

2
C ;

g) ( )( ) ( )( ) ( )( )p a p b p b p c p c p a          p; h) a2 + b2 + c2  9 R2;

i) Rr  
22

27
p

;  k) 
2 2 2

2
R a b c
r ab bc ca

 
 

;  l) p  ( )( )p b p c bc   ;

m) 2(sin B + sin C)  3 + 2cos A;  n) R
r

  b c
c b
 ;

o) 1
2Rr

 2 2 2
1 1 1
a b c

    2
1

4r
;  p) 18Rr  ab + bc + ca  

24
3
p

;

r) 
2
R
r
  1

3
a b c
b c a
  ;  s) 1 1 1

a b c
    9

4
R
S

;  t) a2 + b2 + c2  36r2;

u) 2 2 2
a b cm m m    

227
4
R ;  v) ma + mb + mc  9

2
R ;  x) 36r2

  ab + bc + ca  9R2.

54.Demonstraþi cã triunghiul ABC este dreptunghic în A dacã ºi numai dacã

( ) ( )( ) 2p p a p b p c bc     .

55.Demonstraþi cã triunghiul ABC în care a = 2bsin
2
A , A  ,

3
 

 este isoscel.

56.Transformaþi în produs suma S = sin x + sin y + sin z – sin (x + y + z) ºi scrieþi
identitatea condiþionatã de x + y + z = .

57.Demonstraþi cã triunghiul ABC este echilateral dacã ºi numai dacã este îndeplinitã

relaþia cos A + cos B + cos C = 3
2

.

58.Demonstraþi cã în orice triunghi ABC au loc relaþiile:

a) ha = 2R sin B sin C;  b) 
2 2

2 2
sin( )sin

1 cos( )cos
A B C a b

A B C a b
 

  
;

c) 1 + cos Acos (B – C) = 
2 2

24
b c

R
 .

Cercetaþi dacã existã triunghiuri în care a2 + 2bc cos A = 8R2.

59.Dacã în triunghiul ABC are loc relaþia b2 + bc + c2 = a2, determinaþi mãsura unghiului
A ºi demonstraþi inegalitatea ctg B · ctg C  3.

60.Calculaþi E = sin2

8
  + sin2 3

8
  + sin2 5

8
  + sin2 7

8
 .

61.Dacã x + y + z = 2, atunci sin x + sin y + sin z = 4sin
2
x sin

2
y

sin
2
z .

62. Fie ABC un triunghi. Arãtaþi cã are loc echivalenþa:

ctg A = 2(ctg B + ctg C)  cos A = 
22a

bc
.

63.Demonstraþi cã tg
12
  + tg 5

12
  = 4.
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64.Dacã tg = 1
2

, calculaþi 2 2
2sin2 3cos2

3sin 5cos 7sin cos
  

     
.

65.Calculaþi produsele: P1 = tg 1 · tg 2 · tg 3 · ... · tg 88 · tg 89 ºi
P2 = ctg 1 · ctg 2 · ctg 3 · ... · ctg 88 · ctg 89.

66.Demonstraþi cã dacã a ºi b sunt numere reale astfel încât egalitatea
a sin x + b sin 2x = a cos x + b cos 2x este adevãratã pentru orice x  ,
atunci a = b = 0.

67.Demonstraþi cã dacã a, b ºi c sunt numere reale astfel încât egalitatea
a sin x + b sin 2x + c sin 3x = a cos x + b cos 2x + c cos 3x este adevãratã
pentru orice x  , atunci a = b = c = 0.

68.Demonstraþi cã dacã  = 
11
 , atunci cos cos7 1

cos3 cos5 2
    
  

.

69. Fie a, b   astfel încât cos (a + b) = 0. Arãtaþi cã sin (a + 2b) = sin a.

70.Demonstraþi cã au loc egalitãþile:

a) cos
7
  – cos 2

7
  + cos 3

7
  = 1

2
;

b) cos 2
7
  + cos 4

7
  + cos 6

7
  = – 1

2
.

71.Demonstraþi cã oricare ar fi numerele reale 1, 2, ..., n   0,
2
  are loc inegalitatea

(tg 1 + tg 2 + ... + tg n) (ctg 1 + ctg 2 + ... + ctg n)  n2,  n  1, n  .
În ce caz are loc egalitatea?

72.Arãtaþi cã pentru orice x, y   sunt adevãrate inegalitãþile:
a) |sin(x + y)|  |sin x| + |sin y|;
b) |sin(x –  y)|  |sin x| + |sin y|;
c) |sin(x + y)|  |cos x| + |cos y|;
d) |sin(x –  y)|  |cos x| + |cos y|.

73.Arãtaþi cã relaþia 4 2 4 2sin cos cos sinx m x x m x    = 3 are loc pentru orice x  
dacã ºi numai dacã m = 4.

74.Arãtaþi cã 3(sin4x + cos4x) – 2(sin6x+ cos6x) = 1, oricare ar fi x  .

75. a) Arãtaþi cã pentru orice x   are loc egalitatea sin6x + 3sin2xcos2x + cos6x = 1.

b) Fie a, b  0,
2
 

   . Arãtaþi cã sin6a + 3sin2acos2b + cos2b = 1 dacã ºi numai dacã

a = b.
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2
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2
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Indicaþii ºi rãspunsuri
Capitolul 1

Pag. 21

8. a) 81; b) 27; c) 1
1024

; d) – 1
27

; e) –1; f) 1
36

; g) 1. 9. a) 81; b) 1
945

; c) 2
9

. 10. x = 16
9

.

11. (–9)17 < (–27)11 < (–8)11 < (–4)16. 13. a) Dacã m < 3 este pozitivã; dacã m = 3, este zero;

dacã m > 3, este negativã; b) dacã m < 4
5

, este pozitivã; dacã m = 4
5

, este zero; dacã

m > 4
5

, este negativã; c) este pozitivã oricare ar fi m ≠ 3; pentru m = 3, este zero.

14. a) a3; b) a8; c) a12; d) a23; e) 5
1
a

. 15. a) y3; b) (a + b)2; c) 3n + 2n.

17. b) (xn–1 + 1)(xn+1 + 1); c) (xm + yn)(xn + ym); d) (xm + 1)(xn + 1)(xp + 1). 18. a = (12n+1)2.
19. a) Presupunem prin absurd cã existã k ∈ Z astfel încât m2 + 1 = k2. Avem (k + m)(k – m) = 1.
Cum divizorii în Z ai lui 1 sunt 1 ºi –1, putem avea k – m = k + m = 1 sau k + m = k – m = –1.
În ambele cazuri rezultã m = 0, contrar ipotezei; b) Avem 492 + 2 ∙ 7n + 2 = (7n + 1)2 + 1 ºi se
aplicã rezultatul de la a). 20. a) 3k; b) 1.

22. Notãm t = yx
y x

+ , t ≥ 2 deoarece yx
y x

+  ≥ 2 yx
y x

⋅  = 2. Avem egalitate dacã ºi numai dacã

t = 2 ⇔ x = y.
23. Presupunem cã a ≥ b ≥ c. Avem a – b + c > 0, a + b – c > 0, iar pentru –a + b + c apar douã situaþii:
1) dacã –a + b + c < 0, atunci inegalitatea din enunþ este evidentã;
2) dacã –a + b + c> 0, atunci notãm –a + b + c = x, a – b + c = y, a + b – c = z ºi inegalitatea din enunþ

devine  xyz ≤ 1
8

(x + y)(y + z)(z + x), x, y, z > 0. Avem 1
2

xy ≤ (x + y), 1
2

yz ≤ (y + z), 1
2

xz ≤ (x + z).

Înmulþind aceste inegalitãþi membru cu membru, obþinem xyz ≤ 1
8

(x + y)(y + z)(z + x).

Pag. 28

1. A = [–6; 9); B = (–∞; 5]; C = (–2; 0); D = (4; +∞); E = (–10; 0]; F = [–1; +∞); G = 1 1;
2 3

⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦
;

H = (–∞; 0,3). 2. A ∪ B = [–2; 6]; A  B = [0; 3]; A \ B = [–2; 0); B \ A = (3; 6];
A × B = [–2; 3] × [0; 6] = {(x, y) ∈ R × R | –2 ≤ x ≤ 3 ºi 0 ≤ y ≤ 6}.
3. A = (–4; 7); B = (0; 5); A ∪ B = (–4; 7) = A; A ∩ B = (0; 5) = B; A \ B = (–4; 0]; B \ A = ∅;
A × B = (–4; 7) × (0; 5) = {(x, y) ∈ R × R | –4 < x < 7 ºi 0 < y < 5}; A ∩ (0; +∞) = (0; 7);
B  ∩ (–∞; 0) = (–4; 0]. 4. m ∈ [–3; 0). 5. m = 14. 7. a = 4, b = 1. 8. A ∪ B = R; A ∩ B = [–3; 5];
A ∩ C = [2; 7]; B ∩ C = [2; 5] B \ C = (–∞; 2); C ∩ (A ∪ B) = C ∩ R = C. 9. a = 18. 10. x ∈ (2; 5).

Pag. 34

9. x2 + y2 + z2 – 4 = xyz. 12. Avem x > 0, y > 0 ºi x2 – y2 = 4 6
( 1)( 2)( 3)

a
a a a a

+
+ + + . Pentru a > 0

avem x2 – y2 > 0 sau x > y. Pentru a < –3 avem x2 – y2 < 0, deci x < y.

20. Avem ( )2
1n n+ +  = 2n + 1 + 2 ( 1)n n + . Cum 2n ≤ 2 ( 1)n n +  < 2n + 1, ≤ n ∈ N ⇒

⇒ ( )2
1n n⎡ ⎤+ +⎣ ⎦  = 4n + 1.

21. Avem S = 11
x

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦  + 11
1x

⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦+
 + ... + 11

1x k
⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦+ −

 = 1 + 1
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦  + 1 + 1

1x
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦+

 + ... +
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+ 1 + 1
1x k

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦+ −

 = k + 1, deoarece dacã 1
2

 < x < 1, atunci 1 < 1
x

 < 2 ºi deci 1
x

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦  = 1, iar

1
1x

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦+

 = 1
2x

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦+

 = ... = 1
1x k

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦+ −

 = 0 pentru k > 2.

22. a) x ∈ [4, 5);  b) x ∈R;  c) x = 1
2

;  d) x ∈ ∅; e) x ∈ ∅.

23. Din ipotezã rezultã cã 1 = x(y + z) + yz = x(2 – x) + yz = –x2 + 2x + yz, deci (x – 1)2 = yz.
Aceasta aratã cã y ºi z au acelaºi semn. Analog, x ºi y au acelaºi semn ºi pentru cã x + y + z = 2 ⇒
⇒ x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0. În aceste condiþii, relaþiile din ipotezã sunt echivalente cu: x + y + z = 2 ºi

x2 + y2 + z2 = 2. Fie x = 4
3

 – a, y = 4
3

 – b, z = 4
3

 – c. Din prima relaþie rezultã a + b + c = 2, iar

din a doua a2 + b2 + c2 = 2. Deci a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0. Obþinem 0 ≤ x ≤ 4
3

, 0 ≤ y ≤ 4
3

, 0 ≤ z ≤ 4
3

.

24. Folosim inegalitãþile x2 + y2 ≥ 2xy, y2 + z2 ≥ 2yz, z2 + x2 ≥ 2zx. Din acestea se obþine prin
adunare 2(x2 + y2 + z2) ≥ 2(xy + yz + zx). Þinând seama de ipotezã rezultã 3 ≥ x2 + y2 + z2 +
+ 2(xy + yz + zx) = (x + y + z)2. Prin extragerea radicalului rezultã concluzia.
25. a) x = –2 ºi x = 3; b) x = 2; c) x ∈ {–1, 2}.
29. Pentru orice x ∈ [3; 4] are loc inegalitatea (x – 3)(x – 4) ≤ 0, ceea ce conduce la

 x2 + 12 ≤ 7x, de unde x + 12
x

 ≤ 7. Cum x, y, z ∈ [3; 4] ⇒ x + 12
x

 ≤ 7, y + 12
y

 ≤ 7, z + 12
z

 ≤ 7,

inegalitaþi care, adunate membru cu membru, conduc la inegalitatea din enunþ.
30. Folosind cã media geometricã este mai mare sau egalã cu media armonicã pentru perechile de

numere pozitive ( ), 1a
b c+

; ( ), 1b
c a+

; ( ), 1c
a b+

 obþinem  a
b c+

  ≥ 2a
a b c+ +

; b
c a+

 ≥  2b
a b c+ +

;

c
a b+

 ≥ 2c
a b c+ +

. Adunãm cele trei inegalitãþi. Egalitatea ar avea loc dacã ºi numai dacã

( a
b c+

 = 1, b
c a+

 = 1, )1c
a b

=
+

 ⇔ (a = b + c, b = c + a, c = a + b), de unde prin adunarea

egalitãþilor avem a + b + c = 2(a + b + c) ⇔ 1 = 2, fals.

Pag. 43
1. b), c) ºi d). 2. a) 0; b) 0; c) 1. 3. a) 1; b) 1; c) 0; d) 1; e) 0. 4. a) 1; b) 0; c) 0 etc.
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2. 16 – 8x + 2x3 – x4 = (2 – x)(2 + x)(4 – 2x + x2); p(0): „4 divide numãrul 2 $ 2 $ 4“ este adevãratã;
p(1): „4 divide numãrul 1 $ 3 $ 3“ este falsã. Deci (∃ x ∈ Z)p(x) este adevãratã, (≤ x ∈ Z)p(x) este falsã.
3. a) {3}; b) {–4; 1}; c) {2}; d) {2}; e) [–1; 1]; f) {(0; 1)}; g) R × R.
4. a) adevãrat; b) adevãrat; c) adevãrat. 5. a) adevãratã; b) falsã; c) adevãratã.
6. A(1; 3) adevãratã; A(2; 2) falsã; B(1; 3) falsã; C(4; 2) falsã; D(5; 6) adevãratã.
9. (a, b) ∈ {(1; 2); (1; 2); (2; 1); (2; 2); (1; 3) (3; 1); (1; 4); (2; 3); (3; 2); (4; 1); (1; 5); (2; 4);
(3; 3); (4; 2); (5; 1); (1; 6); (2; 5); (3; 4); (4; 3); (5; 2); (6; 1)}.
10. a) „≤ x∈ R, x2 > x“; b) „∃ x ∈ N, x § 5“; c) „∃ ΔABC, AB = AC = BC“.
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= (2 + 3)( 1 1 1 12 2 1 2 1 22 2 3 ... 2 3 3n n n n− −+ ⋅ + + ⋅ + ) = 5( 122 n  + ... + 123 n ) ºi deci an nu este prim.
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Dacã n = 2n1 (n1 ∈ N), atunci an = 2n + 3n = 122 n  + 123 n  = 14n  + 19n . Dacã n1 este impar,,
atunci 14n  + 19n = (4 + 9)( 1 1 1 11 2 2 14 4 9 ... 4 9 9n n n n− − − −+ ⋅ + + ⋅ + ) = 13( 1 14n −  +... +  1 19n − ) ºi
deci an nu este prim. Dacã n1 este par, adicã n1 = 2n2 ⇒ n = 2(2n2) = 22n2 (n2 ∈ N).
Continuând raþionamentul prin inducþie, deducem cã existã k ∈ N astfel încât an = 2k;
b) Rãspunsul este negativ. Contraexemplu: Fie n = 23 = 8. Avem an = 6817 = 17 ∙ 401.

Pag. 60 – Test de evaluare
1. xyz = 0. 2. a – 1 = 1 – b = x; a4 + b4 = (1 + x)4 + (1 – x)4 = 2x4 + 12x2 + 2 ≥ 2. 3. x ∈ [1; +∞).
4. x ∈ {–13; –10; –7; –4; –1}. 5. P(x, y): „(x – 1)2 + (y – 2)2 ≤ 0, x, y ∈ R“. a) 0; b) 0.
6. A = {0; 2}, B = {1; 3}, A ∪ B = {0; 1; 2; 3}, A ∩ B = ∅, A \ B = {0; 2}, A × B = {(0; 1); (0; 3);
(2; 1); (2; 3)}.

Capitolul 2

Pag. 67
4. a3 = –7, a10 = –28, a100 = –298, a1000 = –2098. 5. a) a1 = 3, a2 = 7, a3 = 13, a4  = 21, a5 = 31, a6 = 43,
a7  = 57, b1 = 4, b2 = 7, b3 = 14, b4 = 25, b5 = 40, b6 = 95; b) an = bn ⇔ n = 2, deci a2 = b2 = 7.

6. a) 3, 10, 9 ºi 100; b) 23
44

. 7. a) bn = 1
( 1)n n + , ≤ n ∈ N*; b) Sn = 

1
n

n +
 sau

Sn = 1
1 1

( )
n n

k k k
k k

b a a+
= =

= −∑ ∑  = an+1 – a1 = 
1

n
n +

. 8. a) α = 1, β = 1. 9. a) an = n; b) an = ( 1)
2

n n − ;

c) an = n2 + 2n; d) an = 
12n

a
−

; e) an = 1
n

; f) an = n!; g) an = 1
!n

; h) an = = 2; i) an = 2;

j) an = 2n–1; k) n2; l) an = 1 + 1
n

; m) an = 3n–1. 10. a) an = Sn – Sn–1 = n2 – (n – 1)2 = 2n – 1;

b) an = 3n + 1;  c) an = a ∙ n + 1;  d) an = a ∙  n + b;  e) an = n;  f) an = n2;  g) an = n3.

11. a) 0 ≤ an <1;  b) 3
5

 ≤ an < 2
3

;  c) 0 < an ≤ 1
2

;  d) 1
3

 ≤ an < 1;  e) an ∈ {0, 2};  f) 9 ≤ an ≤ 1;

g) 0 ≤ an ≤ 8
9

;  h) 3
4

 ≤ an < 1. 12. a) an+1 – an > 0 ⇒ (an)n∈N* strict crescãtor; b) an+1 – an < 0 ⇒

⇒ (an)n∈N* strict descrescãtor; c) (an)n∈N* strict descrescãtor; d) (an)n∈N* strict descrescãtor;
e) (an)n∈N* strict descrescãtor; f) (an)n∈N* strict crescãtor; g) an+1 – an =an(a – 1) > 0 ⇒
⇒ (an)n∈N* strict crescãtor; h) (an)n∈N* nu este monoton.

Pag. 73
2. a) a10 = 28; b) a10 = 47; c) a10 = –33;  d) a10 = 4,5. 3. a1 = –11, a2 = –4; a3= 3; b) a1 = –12,

a2 = –9; a3= –6; c) a1 = 23, a2 = 16; a3= 9; d) a1 = 4
3

, a2 = 1; a3= 2
3

.

4. a) a1 = –13, a3 = –7; a5= –1; b) a1 = –7, a3 = –13 a5= –19.

5. a) r= 3, a11 = 34; b) r = 2, a11 = 17; c) a1 = 1; r= 2; a11 = 21; d) a1 = 1
2

; a11 = 11
2

.

6. a) a1 = –2, r = 3, a11 = 28, a21 = 58, a31 = 88; b) a1 = 3, r = –5, a11 = –47, a21 = –97, a31 = –147.

7. a) a20 = 8,5; b) a25 = –5,8; c) a100 = –102,5; d) a13 = 44
7 .

8. a) a1 = 1; b) a1 = –1; c) a1 = 100; d) a1 = –18,5. 9. a) a1 = 2, r = 11; b) a1 = 109, r = –1;

c) a1 = 4, r = 3; d) a1 = –2, r = 5. 10. a) a1 = –1, r = 2; b) a1 = –2, r = –5; c) a1 = – 1
5 , r = 3

5 ;

d) a1 = 1, r = – 4
3 . 11. a) a1 = 4, r = 3; b) a1 = 2, r = 3; c) a1 = 1, r = 2; d) a1 = 2, r = 1.

12. a) S100 = 5000; b) S100 = 5000; c) a100 = –96; S100 = –4650; d) a100 = 97; S100= 4750.
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13. a) a1 = –2, r = 2; b) a1 = –1, r = 4; c) a1 = 1, r = 1
2 ; d) a1 = 3

4 , r = – 1
2 .

14. a) da; an = 2n + 1
2 ; b) da; an = 4n + 1; c) nu; a2 – a1 ≠ a3 – a2; d) nu; a2 – a1 ≠ a3 – a2.

15. Dacã r ºi s sunt raþiile progresiilor aritmetice (an)n∈N*, (bn)n∈N*, atunci r + s este raþia progresiei
(an + bn)n∈N*. 16. a) x = 46; b) x = 1.
17. a) S18 = 81; b) S30 = 225; c) an + an+3 + an+6 + an+9 = 2n + 8 ⇔ 2a1 + (2n + 7)r = n + 4;

S2n+8 = 1 2 8( )(2 8)
2

na a n++ +
 = [2a1 + (2n + 7)r](n + 4) = (n + 4)(n + 4) = (n + 4)2.

18. a) S30 = 900; b) S19 = 361; c) 
2

2
n

m

S n
S m

⎧ =⎪
⎨

=⎪⎩
 ⇔ { 1

1

2 ( 1) 2
2 ( 1) 2

a n r n
a m r m

+ − =
+ − =  ⇔ r = 2, a1 = 1;

ap = a1 + (p – 1) ∙ 2 = 2p – 1; Sp = 1( )
2

pa a p+
= p2.

19. a) x = 1;  b) x ∈ {1, 6};  c) x ∈ R;  d) x ∈ R;  e) x = 1.

20. a) an = 4n – 3; r = 4; b) an = 6n + 5; r= 6; c) an = 10n – 5; r = 10; d) an = n – 1
2 ; r = 1.

21. a) { 1

1

( 1) 2 1
( 1) 2 1

a n r m
a m r n

+ − = +
+ − = +  ⇔ r = –2, a1 = 2m + 2n – 1, Sm+n = (m + n)2;  b) { 1

1

( 1)
( 1)

a n r a m b
a m r a n b

+ − = ⋅ +
+ − = ⋅ +

⇔ r = –a, a1 = a(m + n) + b – a; Sm = 1( )
2

na a n+ ⋅
 = (2 2 )

2
am an b a n+ + − ⋅ .

24. a) 
1 2 2 3

1 1
a a a a

+  + ... + 
1

1
n na a−

 = ( )
1 2

1 1 1
r a a

−  + ( )
2 3

1 1 1
r a a

−  + ... + ( )
1

1 1 1
n nr a a−

−  =

= ( )
1

1 1 1
nr a a

−  = 
1

1
n

n
a a

− ; b) 
1 2

1
a a+

 + 
2 3

1
a a+

 +... + 
1

1

n na a− +
 =

= 2 1a a
r
−

 +  3 2a a
r
−

 + ... + 1n na a
r

−−
 = 1na a

r
−

 = ( )
1

1

n

n

a a
r a a

−
+

 =  
1

1

n

n
a a

−
+

.

25. a) S = ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1..1 2 2 3 1n n− + − + + − +
 = 1 – 1

1n +  = 1
n

n + ; b) S = 2 1
n

n + .

26. a) S = ( )1 1 1
2 2 ( 2)n n− + ; b) S = 1 1 1

4 3 (2 1)(2 3)n n
⎡ ⎤−⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

; c) S = ( )
1 2 1 2

1 1 1
2 n nr a a a a+ +

− .

27. a) ÷ –3, 1, 5; r= 4; b) ÷ –17, –3, 11; r= 14; c) ÷ a – 2b, a, a + 2b; r = 2b.

28. a) Presupunem cã 2 , 3 , 5  sunt în progresie aritemticã; atunci 3  = 2 5
2
+  ⇔

⇔ 2 3  = 2  + 5  ⇔ 12 = 2 + 5 + 2 10  ⇔ 5 = 2 10 , imposibil; b), c), d), e) analog cu a).

29. a) Presupunem cã existã o progresie aritmeticã (an)n∈N* astfel încât 2 , 5 , 7  sã fie termeni

ai acesteia. Prin urmare existã n, m, k ∈ N* astfel încãt 2  = an, 5  = am, 7  = ak.

Scriind formula termenului general avem: 
1

1

1

( 1) 2
( 1) 5
( 1) 7

a n r
a m r
a k r

⎧ + − =
⎪ + − =⎨
⎪ + − =⎩

. Scãzând ecuaþiile douã câte douã

obþinem: 
( ) 2 5
( ) 5 7
n m r
m k r

⎧ − = −
⎨ − = −⎩

. Împãrþind ultimele douã relaþii rezultã: 2 5
5 7

n m
m k

− −=
− −

, imposibil

deoarece n m
m k

−
−  ∈ Q ºi  2 5

5 7
−
−

 ∈ R \ Q.
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( 1) 2 1
( 1) 2 1

a n r m
a m r n

+ − = +
+ − = +  ⇔ r = –2, a1 = 2m + 2n – 1, Sm+n = (m + n)2;  b) { 1

1

( 1)
( 1)

a n r a m b
a m r a n b

+ − = ⋅ +
+ − = ⋅ +

⇔ r = –a, a1 = a(m + n) + b – a; Sm = 1( )
2

na a n+ ⋅
 = (2 2 )

2
am an b a n+ + − ⋅ .

24. a) 
1 2 2 3

1 1
a a a a

+  + ... + 
1

1
n na a−

 = ( )
1 2

1 1 1
r a a

−  + ( )
2 3

1 1 1
r a a

−  + ... + ( )
1

1 1 1
n nr a a−

−  =

= ( )
1

1 1 1
nr a a

−  = 
1

1
n

n
a a

− ; b) 
1 2

1
a a+

 + 
2 3

1
a a+

 +... + 
1

1

n na a− +
 =

= 2 1a a
r
−

 +  3 2a a
r
−

 + ... + 1n na a
r

−−
 = 1na a

r
−

 = ( )
1

1

n

n

a a
r a a

−
+

 =  
1

1

n

n
a a

−
+

.

25. a) S = ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1..1 2 2 3 1n n− + − + + − +
 = 1 – 1

1n +  = 1
n

n + ; b) S = 2 1
n

n + .

26. a) S = ( )1 1 1
2 2 ( 2)n n− + ; b) S = 1 1 1

4 3 (2 1)(2 3)n n
⎡ ⎤−⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

; c) S = ( )
1 2 1 2

1 1 1
2 n nr a a a a+ +

− .

27. a) ÷ –3, 1, 5; r= 4; b) ÷ –17, –3, 11; r= 14; c) ÷ a – 2b, a, a + 2b; r = 2b.

28. a) Presupunem cã 2 , 3 , 5  sunt în progresie aritemticã; atunci 3  = 2 5
2
+  ⇔

⇔ 2 3  = 2  + 5  ⇔ 12 = 2 + 5 + 2 10  ⇔ 5 = 2 10 , imposibil; b), c), d), e) analog cu a).

29. a) Presupunem cã existã o progresie aritmeticã (an)n∈N* astfel încât 2 , 5 , 7  sã fie termeni

ai acesteia. Prin urmare existã n, m, k ∈ N* astfel încãt 2  = an, 5  = am, 7  = ak.

Scriind formula termenului general avem: 
1

1

1

( 1) 2
( 1) 5
( 1) 7

a n r
a m r
a k r

⎧ + − =
⎪ + − =⎨
⎪ + − =⎩

. Scãzând ecuaþiile douã câte douã

obþinem: 
( ) 2 5
( ) 5 7
n m r
m k r

⎧ − = −
⎨ − = −⎩

. Împãrþind ultimele douã relaþii rezultã: 2 5
5 7

n m
m k

− −=
− −

, imposibil

deoarece n m
m k

−
−  ∈ Q ºi  2 5

5 7
−
−

 ∈ R \ Q.
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30. Fie am ∈ Q, an ∈ Q. Scriind formula termenului avem: { 1

1

( 1)
( 1)

a m r
a n r

+ − ∈
+ − ∈

�
� . Rezultã cã diferenþa

numerelor de mai sus este numãr raþional, adicã (m – n)r ∈ Q, deci r ∈ Q. Deducem apoi cã a1 ∈ Q.
Fie ak un termen arbitrar al progresiei. Obþinem ak = a1 + (k – 1)r ∈ Q, deoarece a1, k, r ∈ Q.
31. an = 3n – 2 sau an = –3n + 10. 32. an = Sn – Sn–1 = 2n – 3; a1 = –1; r = 2.

33. r = –2ax; an = (a + x)2 – 2ax(n – 1); Sn = 1( )
2

na a n+ ⋅
 = n[(a + x)2 – ax(n – 1)].

Pag. 80

2. a) b2 = 6, b1 = 3; b) b2 = 4, b1 = –2. 3. a) bn = 3 ∙ 2n–1; b) bn

1

2
1 1

3

n

n

−

−= ; c) bn 1
3 1

( 3)

n

n−= ;

d) bn = 2 ∙ ( ) 1
3

n−
. 4. a) b1 = 4, b2 = 16; b) b1 = 1, b2 = 3; c) b1 = 2

3 , b2 = – 2
9 .

5. a) bn = 3 ∙ 2n–1; b) bn = 2 ∙ (–3)n–1; c) bn = 1
2 ∙ ( ) 11

3

n−
; d) bn = –0,5 ∙ ( ) 1

2
n−

.

6. a) b1 = 1, q = 2; b) b1 = 1
2 , q = 1

2 ; c) b1 = 2, q = 3; d) b1 = 3, q = 1
2 .

7. a) S5 = 242; b) S5 = 1,56 – 1; c) S7 = 2(27 – 1); d) S8 = 0.

8. a) q = 1
3 , S6 = 728

972 ; b) q = 2, S8 = 254
3 ; c) q = 2, S10 = 1023; d) q = –1, S12 = 0.

9. a) q = 3; da;  b) q = 1
4 ; da; c) q = 3

5 ; da; d) q = 1
3 ; da; e) q = – 1

2 ; da;

f) nu existã q ∈ R* astfel încât bn+1 = q ∙ bn, ≤ n ∈ N*; nu; g) nu; h) nu; i) nu.
10. a) nu; b) nu; c) nu; d) da, b1 = 4, q = 5.

11. { 1 2

3 4

9
36

b b
b b

+ =
+ =  ⇔ 1 1

2 3
1 1

9
36

b b q
b q b q

+ =⎧
⎨ + =⎩

 ⇔ 1
2

1

(1 ) 9
(1 ) 36

b q
b q q

+ =⎧
⎨ + =⎩

 ⇔ { 1 3
2

b
q

=
=  sau 1 9

2
b
q

= −⎧
⎨ = −⎩

.

12. { 1 2 3

4 5 6

13
351

b b b
b b b

+ + =
+ + =  ⇔ 

2
1 1 1

3 4 5
1 1 1

13
351

b b q b q
b q b q b q

⎧ + + =
⎨

+ + =⎩
 ⇔ 

2
1

3 2
1

(1 ) 13
(1 ) 351

b q q
b q q q

⎧ + + =
⎨

+ + =⎩
 ⇔ { 1 1

3
b
q

=
=

13. a) q = 2, b1 = 3; b) q = 2, b1 = 2
7 2n

a=
⋅

; c) q = ± 2; b1 = ± 2; d) q = ±3; b1= ±3; e) q= 2, b1= 1;

f) q = –2, b1 = 1 sau q = 2, b1 = 3
7 ; g) q= 2, b1 = 3

a ; h) q = 2, b1= 7
a  sau q= –2, b1 = 3

a .

14. a) x ∈ {0, 1}; b) x ∈ {0, 1}; c) x = 1; d) x= 1; e) x ∈ { }4 , 15− ; f) x = 0;

g) pentru a = 1, x ∈ R \ {–1}; pentru a ≠ 1, x = 0; h) x = 3.

15. a) S = 2047; b) S = 
103 1

2
− ; c) S = 1023

1024
⋅ ; d) S = 171

512
; e) S = 683; f) S = 

113 1
4
+ ;

g) S =
11 1

1
a
a

−
− , a ≠ 1; S = 11 pentru a = 1; h) S = 

11 1
1

a
a

+
+ , a ≠ –1; S = 11 pentru a = –1.

16. a) b1 = S1 = 4; q = 2

1

b
b

 = 3; bn = b1 ∙ q
n–1 = 4 ∙ 3n–1 sau bn = Sn – Sn–1 = 4 ∙ 3n–1, ≤ n ∈ N*;

b) b1 = 12, q = 5, bn = 12 $ 5n–1, ≤ n ∈ N*; c) b1 = a(b – 1), q = b, bn = a(b – 1)bn–1, ≤ n ∈ N*.

17. a) Avem 
3

1
1 41

qb q
−⋅ =−

ºi 
6

1
1 6
1

qb
q

−⋅ =
−

. Împãrþind relaþiile avem: 3
1 2

31q
=

+
⇔ q3 = 1

2 .

Din prima relaþie obþinem 1 4
1 1 12

b
q

=
− −

 = –8; S9 = b1 ∙ 
9 1

1
q
q

−
−  = 1

1
b

q −
∙ (q9 – 1) = –8 ( )1 18 −  = 7;

b) S9 = 70; c) S9 = 7a; d) S9 = 700.

$$ $

.
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18. a) x = 0; b) x = 1; c) x ∈ ∅; d) x = 
2

2
b ac

a c b
−

+ − , dacã a + c – 2b ≠ 0; x ∈ ∅, dacã a + c – 2b = 0

ºi b2 – ac ≠ 0; x ∈ R, dacã a = b = c.

19. a) S = a $ 1
1

na
a

−
− , a ≠ 1; b) S = a2 $ 

2

2
1
1

na
a

−
−

, a2 ≠ 1; c) S = 1 1 1
1 na a

⎛ ⎞−⎜ ⎟− ⎝ ⎠
, a ∉ {0, 1};

d) S = 2 2
1 1 1

1 na a
⎛ ⎞−⎜ ⎟− ⎝ ⎠

, a ∉ {–1, 0, 1}; e) S = 2 2 2
2 2
1 1 1

1
n

na a
a a

+⎛ ⎞− − +⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 + 2n, a ∉ {–1, 0, 1}.

20. a) S = n
q

; b) S =
1

1
b

 ∙ 
( )1 1

1 1

n

q

q

−

−
, q ∉ {0; 1}; c) S = 2

1

1
b

2

2

1 1

1 1

n

q

q

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
, q2 ∉ {0; 1}; d) S = 3

1

1
b

 ∙ 
3

3

1 1

1 1

n

q

q

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
,

q ∉ {0; 1}; e) S = 2
1b ∙ 

2

2
1
1

nq
q

−
−

, q2 ≠ 1; f) S = 1b  ∙ 
( ) 1

1

n
q
q

−
−

, q ≠ 1; g) S = 
1

n
q −

, q ≠ 1.

21. a) Presupunem cã în progresia geometricã (bn)n∈N* existã trei termeni egali cu 11, 12, 13.
Adicã: bm = 11, bn = 12, bk = 13 ⇔ b1q

m–1 = 11, b1q
n–1 = 12, b1q

k–1 = 13. Împãrþind douã câte

douã relaþiile obþinem: qm–n = 11
12

, qn–k = 12
13

, imposibil deoarece m, n, k ∈ N*; b), c), d) ºi e) se

demonstreazã analog. 22. bn+1 = 1
3

bn; q = 1
3

.

Pag. 89
1. a) Numerele sunt consecutive, se completeazã cu 16, 17, 18; b) numerele sunt pare consecutive,

se completeazã cu 16, 18, 20; c) 5 6 7, ,
6 7 8

.

2. a) Regula de formare a ºirului este 1, 1 + 4 = 5, 5 + 4 = 9, 9 + 4 = 13; ºirul se completeazã
cu 17, 21, 25; b) formula ºirului este an = 1 + 4(n – 1), ≤ n ≥ 1; a150 = 1 + 4 $ 149 = 597,
a505 = 1 + 4 $ 504 = 2017, a2004 = 1 + 4 $ 2003 = 8013; c) singurul care face parte din ºir este
5009 = 1 + 4 $ 1252 = a1253 ºi este al 1253-lea termen; d) S26 = 1 + 5 + 9 + ... + 97 + 101;
S26 = 101 + 97 + 93 + ... + 5 + 1. Adunãm egalitãþile membru cu membru (tehnica lui Gauss)

ºi obþinem S26 = 26 102
2
⋅  = 1326.

3. Grupãm numerele de la 0 la 999 999 999 în perechi astfel: (0; 999 999 999), (1; 999 999 998),
(2; 999 999 997), ..., (k, 999 999 999 – k), ..., (499 999 999; 500 000 000). Sunt 500 000 000 de
perechi, iar suma cifrelor din fiecare pereche este 81; deci suma cifrelor tuturor perechilor este
81 $ 500 000 000 = 40 500 000 000. La aceasta se adaugã suma cifrelor numãrului 1 000 000 000,
deci suma cerutã este 40 500 000 001.
4. a) În scrierea numãrului N existã 9 numere de o cifrã, 99 – 10 + 1 = 90 numere de douã cifre,
999 – 100 + 1 = 900 numere de trei cifre ºi 2004 – 1000 + 1 = 1005 numere de patru cifre; în total
sunt 9 $ 1 + 90 $ 2 + 900 $ 3 + 1005 $ 4 = 6 909 cifre;
b) pentru scrirea numerelor de o cifrã ºi douã cifre se folosesc 9 + 90 $ 2 = 189 cifre; rãmân 2005
– 189 = 1816 cifre pentru a scrie numere de trei cifre. Cum 1816 = 3 $ 605 + 1, rezultã cã a 2005-
a cifrã este prima cifrã a celui de-al 606-lea numãr de trei cifre, adicã prima cifrã a lui 605 ⇒ a 2005-
a cifrã a lui N este 6;
c) Numãrul cifrelor cu care sunt scrise primele 999 de numere (numere de o cifrã, douã ºi trei cifre)
este 1 $ 9 + 2 $ 90 + 3 $ 900 = 2889, numãrul cifrelor cu care sunt scrise primele 9 999 numere
(numerele de o cifrã, douã, trei ºi patru cifre) este 1 $ 9 + 2 $ 90 + 3 $ 900 + 4 $ 9000 = 38 889.
În concluzie, cifra aflatã pe locul 34 788 în N este a unui numãr de patru cifre. Numãrul de cifre cu
care s-au scris numerele de patru cifre pânã la poziþia 34 788 este 34 788 – 2 889 = 31 899 = 4 $
7974 + 3, deci pe poziþia 34 788 se aflã a treia cifrã a celui de-al 7975-lea numãr scris cu patru cifre,
deci este a treia cifrã a numãrului 7975, adicã 7.

$ $

$ $
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18. a) x = 0; b) x = 1; c) x ∈ ∅; d) x = 
2

2
b ac

a c b
−

+ − , dacã a + c – 2b ≠ 0; x ∈ ∅, dacã a + c – 2b = 0

ºi b2 – ac ≠ 0; x ∈ R, dacã a = b = c.

19. a) S = a $ 1
1

na
a

−
− , a ≠ 1; b) S = a2 $ 

2

2
1
1

na
a

−
−

, a2 ≠ 1; c) S = 1 1 1
1 na a

⎛ ⎞−⎜ ⎟− ⎝ ⎠
, a ∉ {0, 1};

d) S = 2 2
1 1 1

1 na a
⎛ ⎞−⎜ ⎟− ⎝ ⎠

, a ∉ {–1, 0, 1}; e) S = 2 2 2
2 2
1 1 1

1
n

na a
a a

+⎛ ⎞− − +⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 + 2n, a ∉ {–1, 0, 1}.

20. a) S = n
q

; b) S =
1

1
b

 ∙ 
( )1 1

1 1

n

q

q

−

−
, q ∉ {0; 1}; c) S = 2

1

1
b

2

2

1 1

1 1

n

q

q

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
, q2 ∉ {0; 1}; d) S = 3

1

1
b

 ∙ 
3

3

1 1

1 1

n

q

q

⎛ ⎞ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
,

q ∉ {0; 1}; e) S = 2
1b ∙ 

2

2
1
1

nq
q

−
−

, q2 ≠ 1; f) S = 1b  ∙ 
( ) 1

1

n
q
q

−
−

, q ≠ 1; g) S = 
1

n
q −

, q ≠ 1.

21. a) Presupunem cã în progresia geometricã (bn)n∈N* existã trei termeni egali cu 11, 12, 13.
Adicã: bm = 11, bn = 12, bk = 13 ⇔ b1q

m–1 = 11, b1q
n–1 = 12, b1q

k–1 = 13. Împãrþind douã câte

douã relaþiile obþinem: qm–n = 11
12

, qn–k = 12
13

, imposibil deoarece m, n, k ∈ N*; b), c), d) ºi e) se

demonstreazã analog. 22. bn+1 = 1
3

bn; q = 1
3

.

Pag. 89
1. a) Numerele sunt consecutive, se completeazã cu 16, 17, 18; b) numerele sunt pare consecutive,

se completeazã cu 16, 18, 20; c) 5 6 7, ,
6 7 8

.

2. a) Regula de formare a ºirului este 1, 1 + 4 = 5, 5 + 4 = 9, 9 + 4 = 13; ºirul se completeazã
cu 17, 21, 25; b) formula ºirului este an = 1 + 4(n – 1), ≤ n ≥ 1; a150 = 1 + 4 $ 149 = 597,
a505 = 1 + 4 $ 504 = 2017, a2004 = 1 + 4 $ 2003 = 8013; c) singurul care face parte din ºir este
5009 = 1 + 4 $ 1252 = a1253 ºi este al 1253-lea termen; d) S26 = 1 + 5 + 9 + ... + 97 + 101;
S26 = 101 + 97 + 93 + ... + 5 + 1. Adunãm egalitãþile membru cu membru (tehnica lui Gauss)

ºi obþinem S26 = 26 102
2
⋅  = 1326.

3. Grupãm numerele de la 0 la 999 999 999 în perechi astfel: (0; 999 999 999), (1; 999 999 998),
(2; 999 999 997), ..., (k, 999 999 999 – k), ..., (499 999 999; 500 000 000). Sunt 500 000 000 de
perechi, iar suma cifrelor din fiecare pereche este 81; deci suma cifrelor tuturor perechilor este
81 $ 500 000 000 = 40 500 000 000. La aceasta se adaugã suma cifrelor numãrului 1 000 000 000,
deci suma cerutã este 40 500 000 001.
4. a) În scrierea numãrului N existã 9 numere de o cifrã, 99 – 10 + 1 = 90 numere de douã cifre,
999 – 100 + 1 = 900 numere de trei cifre ºi 2004 – 1000 + 1 = 1005 numere de patru cifre; în total
sunt 9 $ 1 + 90 $ 2 + 900 $ 3 + 1005 $ 4 = 6 909 cifre;
b) pentru scrirea numerelor de o cifrã ºi douã cifre se folosesc 9 + 90 $ 2 = 189 cifre; rãmân 2005
– 189 = 1816 cifre pentru a scrie numere de trei cifre. Cum 1816 = 3 $ 605 + 1, rezultã cã a 2005-
a cifrã este prima cifrã a celui de-al 606-lea numãr de trei cifre, adicã prima cifrã a lui 605 ⇒ a 2005-
a cifrã a lui N este 6;
c) Numãrul cifrelor cu care sunt scrise primele 999 de numere (numere de o cifrã, douã ºi trei cifre)
este 1 $ 9 + 2 $ 90 + 3 $ 900 = 2889, numãrul cifrelor cu care sunt scrise primele 9 999 numere
(numerele de o cifrã, douã, trei ºi patru cifre) este 1 $ 9 + 2 $ 90 + 3 $ 900 + 4 $ 9000 = 38 889.
În concluzie, cifra aflatã pe locul 34 788 în N este a unui numãr de patru cifre. Numãrul de cifre cu
care s-au scris numerele de patru cifre pânã la poziþia 34 788 este 34 788 – 2 889 = 31 899 = 4 $
7974 + 3, deci pe poziþia 34 788 se aflã a treia cifrã a celui de-al 7975-lea numãr scris cu patru cifre,
deci este a treia cifrã a numãrului 7975, adicã 7.

$ $

$ $
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5. A = (10 – 1) + (100 – 1) + (1000 – 1) + ... + (
2004 cifre

1000...000�����  – 1) = 10 + 100 + 1000 + ... +

+ 
2004 cifre

1000...000�����  – 1 $ 2004 = 
2004 cifre

111...1110�����  – 2004 = 
2000 cifre

111...11109106����� .

Numãrul A are 2000 + 1 = 2001 cifre de 1.
6. Fie numãrul abc . Deoarece numãrul este par, c poate fi 0 sau 2. Pentru a ∈ {1, 2, 3}, b poate lua
orice valoare b ∈ {0, 1, 2, 3}. Numere de forma 0ab  sunt 3 $ 4 = 12, iar numere de forma 2ab  sunt
3 $ 4 = 12, în total 24 de numere. Acestea sunt: {100, 110, 120, 130, 200, 210, 220, 230, 300, 310,
320, 330, 102, 112, 122, 132, 202, 212, 222, 232, 302, 312, 322, 332}. Suma lor este S = (1 + 2 +
+ 3 + 4) + (2 + 3 + 4 + 5) + (3 + 4 + 5 + 6) + (3 + 4 + 5 + 6) + (4 + 5 + 6 + 7) + (5 +
+ 6 + 7 + 8) = 10 + 14 + 18 + 18 + 22 + 26 = 108.
7. 270 de numere. 8. 1234 de pagini. 9. 1210 de numere. 10. 1200 de numere.

Pag. 90 – Test de evaluare

1. Progresie geometricã cu raþia q = 3, u5 = 810° = 9
2
π , deci u5 – 2π = 5

2
π .

2. a1 = 1, r = 1 sau a1 = 3, r = –1. 3. ( 1) ( 1)
2 2

n n n nx+ −⋅ +  = n2 ⇔ x = 1.

4. 
1

1

( )
2

( )
2

n

m

a a n
n

a a m
m

+ ⋅⎧ =⎪
⎨ + ⋅⎪ =
⎩

 ⇔ 1

1

2
2

n

m

a a
a a

+ =⎧
⎨ + =⎩

 ⇔ 1

1

2 ( 1) 2
2 ( 1) 2

a n r
a m r

+ − =⎧
⎨ + − =⎩

. Obþinem (m – n)r = 0, cu m ≠ n, deci

r = 0 ºi a1 = 1. Sm+n = m + n.

5. 
2

1 1 1
2

1 1 1

7
8

b b q b q
b b q b q

⎧ + + =⎪
⎨

⋅ ⋅ =⎪⎩
 ⇔ 

2
1
3 3
1

(1 ) 7
8

b q q
b q

⎧ + + =⎪
⎨

=⎪⎩
 ⇔ 

2
1

1

(1 ) 7
2

b q q
b q

⎧ + + =
⎨ =⎩

; 1 1
2

b
q

=⎧
⎨ =⎩

 sau 
1 4

1
2

b

q

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

.

6. 3

6

2
3

S
S

=  ⇒ q3 = 1
2

; 1
1

b
q −

 = –8π; S9 = 1
1

b
q −

(q9 – 1) = –8π $ ( )7
8

−  = 7π.

7. ( ) ( ) ( )2 312 1 1
7

x x x+ + = + +  ⇒ x = 16
9

.

8. S = 
2

2
1 2

( ) 1
1

nqb
q

−
−

−
−⋅

−
, q ∈ R \ {–1, 0, 1}. 9. b2 = ac ⇔ 1 1 1

b b a b c
= +

− −
.

Capitolul 3
Pag. 103
1. a) f1 este descrescãtoare pe R; f2 este crescãtoare pe R; f3 este descrescãtoare pe (–∞; 0] ºi
crescãtoare pe [0; +∞); f4 este crescãtoare pe (–∞; –2), constantã pe [–2; 2], crescãtoare pe (2; 4] ºi
descrescãtoare pe [4; +∞); b) f1(x) > 0, ≤ x ∈ (–∞; 3); f1(x) = 0 pentru x = 3; f1(x) < 0, ≤ x ∈ (3; +∞);
f2(x) > 0, ≤ x ∈ (–∞; –2); f2(x) = 0 pentru x = –2; f2(x) > 0, ≤ x ∈ (2; +∞); f3(x) > 0, ≤ x ∈ (–∞; –4) ∪
∪ (4; +∞); f3(x) = 0, pentru x = ±4; f3(x) < 0, ≤ x ∈ (–4; 4); f4(x) < 0, ≤ x ∈ (–∞; –3) ∪ (6; +∞);
f4(x) = 0 pentru x ∈ {–3; 6}; f4(x) > 0, ≤ x ∈ (–3; 6); c) Gf1

 ∩ Ox = {A1(3; 0)}, Gf1
 ∩ Oy = {B1(0; 3)};

Gf2
 ∩ Ox = {A2(–2; 0)}, Gf2

 ∩ Oy = {B2(0; 2)}; Gf3
 ∩ Ox = {A3(–4; 0); 3A′ (4; 0)}, Gf3

 ∩ Oy = {B3(0; –3)};
Gf4

 ∩ Ox = {A4(–2; 0); 4A′ (6; 0)}, Gf4
 ∩ Oy = {B4(0; 5)}.

2. a) crescãtoare; b) Im f = (0; +∞); c) i) f(2) = 1,41; ii) f(3) = 1,75; iii) x = 0,3.
3. a) f(x) > 0, ≤ x ∈ R \ Z; f(x) = 0, ≤ x ∈ Z; b) crescãtoare; c) fie T > 0 astfel încât f(x + T) = f(x),
≤ x ∈ R, rezultã {x + T} = {x}, ≤ x ∈ R, deci T = 1.
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Pag. 113

1. f + g : R → R,  (f + g)(x) = 
1 2 , ( , 0)

2, [0, 2)
3 5, [2, )

x x
x x
x x

− ∈ −∞⎧⎪− − ∈⎨
⎪ − ∈ + ∞⎩

;  f – g : R → R, (f – g)(x) = 
3 4 , ( , 0)
6 5 , [0, 2)
3 , [2, )

x x
x x

x x

− ∈ −∞⎧⎪ − ∈⎨
⎪ − ∈ + ∞⎩

;

f ∙ g : R → R, (f g)(x) = 

2

2

2

3 5 2, ( , 0)
6 16 8, [0, 2)

2 6 4, [2, )

x x x
x x x

x x x

⎧− + + ∈ −∞
⎪− + − ∈⎨
⎪ − + ∈ + ∞⎩

; f
g

: R \ {2} → R , f
g

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(x) = 

2 3 , ( , 0)
1

2 3 , [0, 2)
2 4

1 , (2, )
2 4

x xx
x xx

x xx

− ∈ −∞−
− ∈−
− ∈ +∞−

.

3.a) h(x) = 3f 2(x) – 2f(x) + 5 = g(f(x)), unde f(x) = x + 2, g(x) = 3x2 – 2x+ 5; b) h(x) = g(f(x)), unde
f(x) = 2x2 – 4, g(x) = x3;  c) h(x) = g(f(x)), unde f(x) = x2, g(x) = 5x2 – 2x + 3;  d) f(x) = x2 + x + 1,
g(x) = –x2 + 2x – 4; e) f(x) = x2 – 4x + 3, g(x) = x5;  f) f(x) = x – 2, g(x) = –2x2 + 3x + 1.
5. (f ) g ) h)(x) = 24x – 11.  6. f(x) = x2 – 5x, g(x) = x2 + 10x + 24.

7. g(f(x)) = 

(
( )

2

212 7, ,
3

26 3, , 1
3

2 3, [1, )

x x

x x

x x

⎧ ⎤+ ∈ −∞ − ⎥⎪ ⎦
⎪⎪ + ∈ −⎨
⎪

+ ∈ + ∞⎪
⎪⎩

. 8. f(f(x))= 

2 , 1
, 1 0

, 0 1
2 , 1

x x
x x

x x
x x

+ ≤ −⎧
⎪− − < ≤
⎨ < <⎪

− ≥⎩

.

9. a) f ) g = 1B ºi g ) f = 1A; b)*  f –1 = g, g–1 = f.
10. f(0) = f(2) = f(4) = ... = f(2k) = 0, ≤ k ∈ N, ºi f(1) = f(3) = f(5) = ... = f(2k + 1) = 1, ≤ k ∈N.
Funcþia f este periodicã, de perioadã T = 2.
11. a) f nu este nici parã, nici imparã; b) ≤ x ∈ [–3; 4) avem –x ∈ (–4; 3], deci putem studia paritatea sau
imparitatea doar pe intervalul [–3; 3]; f este parã pe [–3; 3]; c) f este imparã pe R; d) f este parã pe R.
12. ≤ x > 0 avem –x < 0 ºi sgn (–x) = –1 = –sgn x; ≤ x < 0, avem –x > 0 ºi sgn (–x) = 1 = –(–1) =
= – sgn x; pentru x = 0 avem –x = 0 ºi sgn (–x) = 0 = – sgn x; în concluzie, sgn este imparã ºi
mãrginitã (|sgn x| ≤ 1).

Pag. 114 – Test de evaluare
1. A × B = {(–1; –2); (–1; 0); (–1; 1); (0; –2); (0; 0); (0; 1); (1; –2); (1; 0); (1; 1); (2; –2); (2; 0); (2; 1)}.
3. f : {–2; –1; 0; 1} → {1; 2; 3; 4}; f(–2) = 1, f(–1) = 2; f(0) = 3, f(1) = 4 sau f(x) = x + 3,
≤ x ∈ {–2; –1; 0; 1}.
4. a) f(R) = [0, +∞); b) f este strict descrescãtoare pe (–∞; 0) ºi strict crescãtoare pe (0, +∞);
c) O(0; 0); d) x = 0; e) x = 0 (axa Oy); f) f parã; g) i) m > 0, douã soluþii; ii) m = 0, o soluþie;
iii) m < 0, nici o soluþie; h) x ∈ [–1; 1].

5. g ) f : R → R, (g ) f)(x) = g(f(x)) = 
2 ( ) 1, ( ) 0
3 ( ) 2, ( ) 0

f x f x
f x f x

+ ≤⎧
⎨ + >⎩

 =

= 

2(2 1) 1, 0
22(3 2) 1, 0
3

23(3 2) 2,
3

x x

x x

x x

− + ≤

≤

⎧
⎪⎪ − + <⎨
⎪ − + >⎪⎩

 = 

4 1, 0
26 3, 0
3

29 4, 3

x x

x x

x x

− ≤⎧
⎪⎪ − < ≤⎨
⎪ − >⎪⎩

. Analog: (f ) g)(x) = 

14 1,
2

16 1, 0
2

9 4, 0

x x

x x

x x

⎧ + ≤ −⎪⎪
⎨ + − < ≤
⎪

+ >⎪⎩

.

Capitolul 4

Pag. 117
1. f(–1) = –2, f(0) = 3, f(1) = 2, f(2) = –10, f(5) = –19, f(6) = 4.

4. f + g : R → R, (f + g)(x) = 
4 3, 2
9 11, 2 5

2, 5

x x
x x
x x

+ ≤⎧⎪− + < ≤⎨
⎪ − − >⎩

;  f – g : R → R, (f – g)(x) = 
16 5, 2
3 3, 2 5
5 16, 5

x x
x x
x x

− ≤⎧⎪ + < ≤⎨
⎪− + >⎩

;
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Pag. 113

1. f + g : R → R,  (f + g)(x) = 
1 2 , ( , 0)

2, [0, 2)
3 5, [2, )

x x
x x
x x

− ∈ −∞⎧⎪− − ∈⎨
⎪ − ∈ + ∞⎩

;  f – g : R → R, (f – g)(x) = 
3 4 , ( , 0)
6 5 , [0, 2)
3 , [2, )

x x
x x

x x

− ∈ −∞⎧⎪ − ∈⎨
⎪ − ∈ + ∞⎩

;

f ∙ g : R → R, (f g)(x) = 

2

2

2

3 5 2, ( , 0)
6 16 8, [0, 2)

2 6 4, [2, )

x x x
x x x

x x x

⎧− + + ∈ −∞
⎪− + − ∈⎨
⎪ − + ∈ + ∞⎩

; f
g

: R \ {2} → R , f
g

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(x) = 

2 3 , ( , 0)
1

2 3 , [0, 2)
2 4

1 , (2, )
2 4

x xx
x xx

x xx

− ∈ −∞−
− ∈−
− ∈ +∞−

.

3.a) h(x) = 3f 2(x) – 2f(x) + 5 = g(f(x)), unde f(x) = x + 2, g(x) = 3x2 – 2x+ 5; b) h(x) = g(f(x)), unde
f(x) = 2x2 – 4, g(x) = x3;  c) h(x) = g(f(x)), unde f(x) = x2, g(x) = 5x2 – 2x + 3;  d) f(x) = x2 + x + 1,
g(x) = –x2 + 2x – 4; e) f(x) = x2 – 4x + 3, g(x) = x5;  f) f(x) = x – 2, g(x) = –2x2 + 3x + 1.
5. (f ) g ) h)(x) = 24x – 11.  6. f(x) = x2 – 5x, g(x) = x2 + 10x + 24.

7. g(f(x)) = 

(
( )

2

212 7, ,
3

26 3, , 1
3

2 3, [1, )

x x

x x

x x

⎧ ⎤+ ∈ −∞ − ⎥⎪ ⎦
⎪⎪ + ∈ −⎨
⎪

+ ∈ + ∞⎪
⎪⎩

. 8. f(f(x))= 

2 , 1
, 1 0

, 0 1
2 , 1

x x
x x

x x
x x

+ ≤ −⎧
⎪− − < ≤
⎨ < <⎪

− ≥⎩

.

9. a) f ) g = 1B ºi g ) f = 1A; b)*  f –1 = g, g–1 = f.
10. f(0) = f(2) = f(4) = ... = f(2k) = 0, ≤ k ∈ N, ºi f(1) = f(3) = f(5) = ... = f(2k + 1) = 1, ≤ k ∈N.
Funcþia f este periodicã, de perioadã T = 2.
11. a) f nu este nici parã, nici imparã; b) ≤ x ∈ [–3; 4) avem –x ∈ (–4; 3], deci putem studia paritatea sau
imparitatea doar pe intervalul [–3; 3]; f este parã pe [–3; 3]; c) f este imparã pe R; d) f este parã pe R.
12. ≤ x > 0 avem –x < 0 ºi sgn (–x) = –1 = –sgn x; ≤ x < 0, avem –x > 0 ºi sgn (–x) = 1 = –(–1) =
= – sgn x; pentru x = 0 avem –x = 0 ºi sgn (–x) = 0 = – sgn x; în concluzie, sgn este imparã ºi
mãrginitã (|sgn x| ≤ 1).

Pag. 114 – Test de evaluare
1. A × B = {(–1; –2); (–1; 0); (–1; 1); (0; –2); (0; 0); (0; 1); (1; –2); (1; 0); (1; 1); (2; –2); (2; 0); (2; 1)}.
3. f : {–2; –1; 0; 1} → {1; 2; 3; 4}; f(–2) = 1, f(–1) = 2; f(0) = 3, f(1) = 4 sau f(x) = x + 3,
≤ x ∈ {–2; –1; 0; 1}.
4. a) f(R) = [0, +∞); b) f este strict descrescãtoare pe (–∞; 0) ºi strict crescãtoare pe (0, +∞);
c) O(0; 0); d) x = 0; e) x = 0 (axa Oy); f) f parã; g) i) m > 0, douã soluþii; ii) m = 0, o soluþie;
iii) m < 0, nici o soluþie; h) x ∈ [–1; 1].

5. g ) f : R → R, (g ) f)(x) = g(f(x)) = 
2 ( ) 1, ( ) 0
3 ( ) 2, ( ) 0

f x f x
f x f x

+ ≤⎧
⎨ + >⎩

 =

= 

2(2 1) 1, 0
22(3 2) 1, 0
3

23(3 2) 2,
3

x x

x x

x x

− + ≤

≤

⎧
⎪⎪ − + <⎨
⎪ − + >⎪⎩

 = 

4 1, 0
26 3, 0
3

29 4, 3

x x

x x

x x

− ≤⎧
⎪⎪ − < ≤⎨
⎪ − >⎪⎩

. Analog: (f ) g)(x) = 

14 1,
2

16 1, 0
2

9 4, 0

x x

x x

x x

⎧ + ≤ −⎪⎪
⎨ + − < ≤
⎪

+ >⎪⎩

.

Capitolul 4

Pag. 117
1. f(–1) = –2, f(0) = 3, f(1) = 2, f(2) = –10, f(5) = –19, f(6) = 4.

4. f + g : R → R, (f + g)(x) = 
4 3, 2
9 11, 2 5

2, 5

x x
x x
x x

+ ≤⎧⎪− + < ≤⎨
⎪ − − >⎩

;  f – g : R → R, (f – g)(x) = 
16 5, 2
3 3, 2 5
5 16, 5

x x
x x
x x

− ≤⎧⎪ + < ≤⎨
⎪− + >⎩

;

267

Indicaþii ºi rãspunsuri

f $ g : R → R, (f $ g)(x) = 

2

2

2

60 46 4, 2
18 54 28, 2 5

6 41 63, 5

x x x
x x x
x x x

⎧− + − ≤
⎪

− + < ≤⎨
⎪− + − >⎩

; 2f : R → R, (2f)(x) = 
20 2, 2

6 14, 2
x x
x x

− ≤⎧
⎨− + >⎩

;

–4g : R → R, (–4g)(x) = 
24 16, 5

8 36, 5
x x
x x

− ≤⎧
⎨− + >⎩

; f
g

 : R \ { }2
3  → R, f

g
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

(x) = 

{ }10 1 2, ( ; 2]\6 4 3
3 7 , (2, 5]
6 4
3 7 , (5, )2 9

x xx
x x
x
x xx

⎧ − ∈ −∞⎪ − +
⎪ − + ∈⎨ − +⎪ − +⎪ ∈ + ∞−⎩

;

g
f

 : R \ { }1 7,
10 3

 → R, g
f

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

(x) = 

{ }
{ }

6 4 1, ( ; 2]\
10 1 10
6 4 7, (2; 5]\
3 7 3

2 9 , (5, )3 7

x x
x
x x
x

x xx

⎧ − + ∈ −∞⎪ −
⎪⎪ − + ∈⎨ − +⎪

−⎪ ∈ + ∞⎪ − +⎩

;

f 2 : R → R, f 2(x) = 
2

2
100 20 1, 2

9 42 49, 2
x x x
x x x

⎧ − + ≤⎪
⎨

− + >⎪⎩
; g2 : R → R, g2(x) = 

2

2
36 48 16, 5

4 36 81, 5
x x x
x x x

⎧ − + ≤⎪
⎨

− + >⎪⎩
.

Pag. 119
1. a) strict crescãtoare pe R; b) strict descrescãtoare pe R; c) strict crescãtoare pe (–∞; –3], constantã
pe (–3; 2] ºi strict descrescãtoare pe (2; +∞).

Pag. 121

a) x ∈ )2 ;
7

⎡ + ∞⎢⎣
; b) x ∈ ( )2; 7−∞ ; c) x ∈ ( )1 ;3 + ∞ ; d) x ∈ ( 9;

5
⎤−∞ ⎥⎦

;

e) x ∈ ( )5;
2

−∞ −  ∪ (0,4; +∞); f) x ∈ ( )1;
3

−∞ −  ∪ (7; +∞).

Pag. 125

1. a) 1 , 3
3

x y= = − ; b) 11 2,
17 17

x y= = − ; c) 5 7,
8 3

x y= = .

2. a) x = 3, y = 1; A(3; 1) este punctul de intersecþie a dreptelor d1: 4x + y – 13 = 0 ºi d2: x + 2y – 5 = 0;
b) x = 1, y = –1; B(1; –1) este punctul de intersecþie a dreptelor d1: –5x – 3y + 2 = 0 ºi d2: 4x + 3y – 1 = 0;
c) sistem incompatibil; dreptele d1: 9x + 7y = 13 ºi d2: 3x – 2y – 13 = 0 sunt necoplanare;

d) x = a, y = 5 8
3

a− , ≤ a ∈ R; sistem compatibil nedeterminat; dreptele d1: 8x + 3y – 5 = 0 ºi

d2: 16x + 6y – 10 = 0 sunt confundate; e) sistem incompatibil; dreptele d1: 6x – 5y – 2 = 0 ºi
d2: 12x – 10y – 3 = 0 sunt paralele.

Pag. 126

1. a) R \{2}; b) R \ { }1 1,
2 2

− ; c) R \{3}; d) R \ 5 3,
5 5

⎧ ⎫± ±⎨ ⎬
⎩ ⎭

.

2. a) Notãm ax + b = t ⇒ x = t b
a
− ; avem f(t) = c∙ t b

a
−  + d = c

a
t – bc

a
 + d, deci f(x) = c

a
x – bc

a
 + d;

b) f(x) = x2 – 2x; c) f(x) = 1
2x +

; d) f(x) = 2
2

x
x

+
−

; e) f(x) = 
2

2
3 3
( 2)

x
x

−
−

.

3. Fãcând y = x în relaþia (1), aceasta devine [f(x) – 1]2 = x2, ≤ x ∈ R, de unde f(x) = 1 + x sau

f(x) = 1 – x. Prin urmare, f(x) = {1 ,
1 ,

x x A
x x B

+ ∈
− ∈ , unde A ∪ B = R ºi A ∩ B = ∅.
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Douã funcþii verificã relaþia datã: f1 : R → R, f1(x) = 
1 , 0

1, 0
x x

x
+ ≠⎧

⎨ =⎩
 ºi f2(x) =

1 , 0
1, 0

x x
x

− ≠⎧
⎨ =⎩

.

4. a) y = – 1
2

x + 5
2

; b) y = 3
4

x + 1
2

; c) y = x +1. 5.a) da; b) nu. 6. a) da; b) da; c) nu.

7. a) Im f = {5, 6, 7, 8, 13}; b) Im f = {1, 2}. 8. Im f = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}; Im g = {–1, 1}; Im h = {1, 9}.

9. a) Nu; de exemplu, f1(0) = –5 ∉ N; b) Nu; de exemplu, f2(1) = 4
3

 ∉ Z;

c) Nu; de exemplu, f3(1) nu are sens; d) Nu; de exemplu, f4(1) = 5 3
2
−  ∉ Q.

10. f(a + b) = f(1) = 1; f(a – b) = f ( )2  = 3; f(ab) = f ( )1
4−  = 2; x = 0.

11. a) A ={–3; –1; 0; 2; 3; 5}; b) { }3 , 1
1

n n n
n

+ ∈ ≠− � .

12. Nu existã. Dacã ar exista o astfel de funcþie f, ar însemna cã simultan am avea f(1) = 3 ºi f(1) = 4.

13. Im f = {0; 2; 4; 6}. 14. x ∈ { }7 ; 53− .

15. Pentru x ∈ (–∞, –2) ecuaþia nu are soluþii; pentru a = –2, ≤ x ∈ [–2, 2] este soluþie; pentru

a ∈ (–2, 2), avem soluþiile x1 = 2
2

a −  ºi x2 =
6

2
a + ; pentru a = 2, avem soluþiile x1 = 0 ºi x2 = 4;

pentru a ∈ (2, 6) avem soluþia x = 6
2

a + ; pentru a = 6, ≤ x ∈ [2; 6] este soluþie; pentru a ∈ (6, +∞)

ecuaþia nu are soluþii.
16. f(x) = –x + 2. 17. f : R → R, f(x) = x + 1. 18. Im f = {–3} ∪ [0, +∞); Im g = {1} ∪ [3, +∞);
Im h = (–∞, –1] ∪ [1, +∞). 19. Din f(3) = g(3) ⇒ a = –1. 20. Punem condiþia ca a – 1 = 3 ºi a ≠ 2,
rezultã a = 4. 22. a) m = –1; c) fm(2) = 3, ≤ m ∈ R, deci graficele trec prin punctul fix A(2, 3).
23. A = [–3, 5], B = {–1, 3}, C = ∅.
24. a) f este strict crescãtoare pe R; b) g este strict descrescãtoare pe (–∞; –1] ∪ [1; +∞) ºi constantã
pe (–1; 1); c) h este crescãtoare pe R; d) l este descrescãtoare pe (–∞; 3] ºi constantã pe (3; +∞).
25. m2 – m – 12 = 0 cu m > 0, deci m = 4. 26. a) m ∈ (–∞, –2) ∪ (1, +∞); b) A = {–8, –5, –4, –3,
–1, 0, 1, 4}. 28. 8 funcþii strict monotone. 29. C, D, Z, H, K, Q, R \ Q.
30. f1, f6 sunt pare; f4, f7 sunt impare, iar f3, f5, f8 nu sunt nici pare nici impare.
32. Se proiecteazã graficul pe axa Oy ºi avem Im f = R, Im g = R, Im h = [–1, 2], Im l = (–∞, 2].

33. a) )11 ,6
⎡ + ∞⎢⎣

; b) ( )1,
3

−∞  ∪ (1, +∞); c) ( )4 , 2
3

; d) 11, 4
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 ∪ [2, +∞); e) (2, 3]; f) (–2, 1];

g) [–7, 8); h) (–∞, –1) ∪ (1, +∞); i) (–∞, –3] ∪ [–2, 2] ∪ [4, +∞); j) ( )5,
3

−∞ −  ∪ ( )3 ,
5

− + ∞ .

34. a) (1, 2); b) sistemul are o infinitate de soluþii ºi anume, toate perechile de forma (5 – 2α, α),

unde α este un numãr real arbitrar; c) sistemul nu are soluþii; d) ( 3 ; 1).

35. a) a = –4; b) pentru a ∈ R \ {–4, 4}, x = – 6
4a −

 este soluþie unicã; c) a = 4.

36. a) Dacã a = 2, sistemul nu are soluþie. Dacã a ≠ 2, soluþia este ( )1 7 13,
2 3 6

a
a a

−
− −

;

b) Dacã a ≠ 4, soluþia este (0; –5). Dacã a = 4, sistemul are o infinitate de soluþii ºi anume (α, 2α – 5),

unde α ∈ R; c) Dacã a ∈ R \{–1, 1}, soluþia este ( )1 1,
1 1a a+ +

. Dacã a = 1, soluþiile sunt de forma

(m, 1 – m), unde m ∈ R, iar dacã a = –1, sistemul nu are soluþii.
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Douã funcþii verificã relaþia datã: f1 : R → R, f1(x) = 
1 , 0

1, 0
x x

x
+ ≠⎧

⎨ =⎩
 ºi f2(x) =

1 , 0
1, 0

x x
x

− ≠⎧
⎨ =⎩

.

4. a) y = – 1
2

x + 5
2

; b) y = 3
4

x + 1
2

; c) y = x +1. 5.a) da; b) nu. 6. a) da; b) da; c) nu.

7. a) Im f = {5, 6, 7, 8, 13}; b) Im f = {1, 2}. 8. Im f = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}; Im g = {–1, 1}; Im h = {1, 9}.

9. a) Nu; de exemplu, f1(0) = –5 ∉ N; b) Nu; de exemplu, f2(1) = 4
3

 ∉ Z;

c) Nu; de exemplu, f3(1) nu are sens; d) Nu; de exemplu, f4(1) = 5 3
2
−  ∉ Q.

10. f(a + b) = f(1) = 1; f(a – b) = f ( )2  = 3; f(ab) = f ( )1
4−  = 2; x = 0.

11. a) A ={–3; –1; 0; 2; 3; 5}; b) { }3 , 1
1

n n n
n

+ ∈ ≠− � .

12. Nu existã. Dacã ar exista o astfel de funcþie f, ar însemna cã simultan am avea f(1) = 3 ºi f(1) = 4.

13. Im f = {0; 2; 4; 6}. 14. x ∈ { }7 ; 53− .

15. Pentru x ∈ (–∞, –2) ecuaþia nu are soluþii; pentru a = –2, ≤ x ∈ [–2, 2] este soluþie; pentru

a ∈ (–2, 2), avem soluþiile x1 = 2
2

a −  ºi x2 =
6

2
a + ; pentru a = 2, avem soluþiile x1 = 0 ºi x2 = 4;

pentru a ∈ (2, 6) avem soluþia x = 6
2

a + ; pentru a = 6, ≤ x ∈ [2; 6] este soluþie; pentru a ∈ (6, +∞)

ecuaþia nu are soluþii.
16. f(x) = –x + 2. 17. f : R → R, f(x) = x + 1. 18. Im f = {–3} ∪ [0, +∞); Im g = {1} ∪ [3, +∞);
Im h = (–∞, –1] ∪ [1, +∞). 19. Din f(3) = g(3) ⇒ a = –1. 20. Punem condiþia ca a – 1 = 3 ºi a ≠ 2,
rezultã a = 4. 22. a) m = –1; c) fm(2) = 3, ≤ m ∈ R, deci graficele trec prin punctul fix A(2, 3).
23. A = [–3, 5], B = {–1, 3}, C = ∅.
24. a) f este strict crescãtoare pe R; b) g este strict descrescãtoare pe (–∞; –1] ∪ [1; +∞) ºi constantã
pe (–1; 1); c) h este crescãtoare pe R; d) l este descrescãtoare pe (–∞; 3] ºi constantã pe (3; +∞).
25. m2 – m – 12 = 0 cu m > 0, deci m = 4. 26. a) m ∈ (–∞, –2) ∪ (1, +∞); b) A = {–8, –5, –4, –3,
–1, 0, 1, 4}. 28. 8 funcþii strict monotone. 29. C, D, Z, H, K, Q, R \ Q.
30. f1, f6 sunt pare; f4, f7 sunt impare, iar f3, f5, f8 nu sunt nici pare nici impare.
32. Se proiecteazã graficul pe axa Oy ºi avem Im f = R, Im g = R, Im h = [–1, 2], Im l = (–∞, 2].

33. a) )11 ,6
⎡ + ∞⎢⎣

; b) ( )1,
3

−∞  ∪ (1, +∞); c) ( )4 , 2
3

; d) 11, 4
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

 ∪ [2, +∞); e) (2, 3]; f) (–2, 1];

g) [–7, 8); h) (–∞, –1) ∪ (1, +∞); i) (–∞, –3] ∪ [–2, 2] ∪ [4, +∞); j) ( )5,
3

−∞ −  ∪ ( )3 ,
5

− + ∞ .

34. a) (1, 2); b) sistemul are o infinitate de soluþii ºi anume, toate perechile de forma (5 – 2α, α),

unde α este un numãr real arbitrar; c) sistemul nu are soluþii; d) ( 3 ; 1).

35. a) a = –4; b) pentru a ∈ R \ {–4, 4}, x = – 6
4a −

 este soluþie unicã; c) a = 4.

36. a) Dacã a = 2, sistemul nu are soluþie. Dacã a ≠ 2, soluþia este ( )1 7 13,
2 3 6

a
a a

−
− −

;

b) Dacã a ≠ 4, soluþia este (0; –5). Dacã a = 4, sistemul are o infinitate de soluþii ºi anume (α, 2α – 5),

unde α ∈ R; c) Dacã a ∈ R \{–1, 1}, soluþia este ( )1 1,
1 1a a+ +

. Dacã a = 1, soluþiile sunt de forma

(m, 1 – m), unde m ∈ R, iar dacã a = –1, sistemul nu are soluþii.
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37. a) [x] = –1, [y] = 1, S = {(x, y) | x ∈ [–1, 0], y ∈ [1, 2)}; b) x = 3,9 ºi y = 2,4; c) x= 3,7, y = 2,1;
d) Notãm pãrþile întregi ale lui x ºi y cu m ºi n, iar pãrþile fracþionare cu α, respectiv β; avem deci

x = m + α ºi y = n + β, cu m, n ∈ Z, α, β ∈ (0, 1). Înlocuind în sistem avem { 13,9
2 2 24,3

m n
m n

+ + α =
+ + β = ,

deci α = 0,9 ºi 2β = 0,3 sau 2β = 1,3. Soluþiile sunt (2,9; 11,15) ºi (3,9; 10,65).

38. a) x ∈ )3 7;
5 2

⎡−⎢⎣
; b) x ∈ )151;

7
⎡
⎢⎣

; c) x ∈ ) (4 1 7 5; ;
3 2 6 4

⎡ ⎤− ∩⎢ ⎥⎣ ⎦
, deci x ∈ ∅;

d) x ∈ ( )1; (5; )2−∞ − ∪ + ∞ ; e) x ∈ ) ( )3 1 5; ; 1 [9; )
8 2 7

⎡ ∪ ∪ + ∞⎢⎣
.

Pag. 129 – Test de evaluare

2. b) 1 2

1 2

( ) ( )f x f x
x x

−
−

 = m; c) x = 1 m
m
−  > 0 ⇔ m ∈ (0; 1); d) f(0) = m – 1 < 0 ⇒ m < 1, m ≠ 0;

e) f(x) = –3x – 4; –6x – 8 ≤ 0 ⇔ x ≥ – 4
3

 ⇔ x ∈ )4 ;
3

⎡− + ∞⎢⎣
.

3. a) 
2 3 8
3 4 5

x y
x y

+ =⎧
⎨ − = −⎩

 ⇔ 
1
2

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 ⇒ d1 ∩ d2 = {A(1; 2)}; b) 3
3 4
m =

−
 ⇔ m = – 9

4
;

c) f : R → R, f(x) = 2x. 4. x ∈ 9 , 35
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

.

Capitolul 5

Pag. 136

1. a) f(x) = 5 ( )23 89
10 20

x − − ; b) f(x) = 9 ( )21
3

x − ; c) f(x) = ( )23
2

x − – 1
4

.

2. a) Gf ∩ Ox = 1 2
4 14 4 14; 0 ; ; 0

2 2
A A

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
, Gf ∩ Oy = {B(0; 1)};

b) Gf ∩ Ox = {A1(1; 0); A2(6; 0)}; Gf ∩ Oy = {B(0; 6)};  c) Gf ∩ Ox = {A(2; 0)}, Gf ∩ Oy = {B(0; 4)};

d) Gf ∩ Ox = ( ){ }1 2
5(1; 0); ; 0
2

A A , Gf ∩ Oy = {B(0; 5)}. 3. x = 7
6

; b) x = 0; c) x = 2
22

.

4. a) S = 7, P = 12; b) S = 0, P = – 3 ; c) S = 2, P = 3.  5. a) x2 – 9x + 14 = 0; b) x2 – 4x = 1 = 0;

c) x2 + ax – 2a2 = 0; d) x2 – 1
4

 = 0; e) x2 – 15x + 26 = 0.  6. 3y2 + 26y + 54 = 0.

7.a) x = 19
2

, y = – 5
2

; b) x1 = 5, y1 = –5 ºi x2 = –5, y2 = 5; c) x1 = 1, y1 = 6 ºi x2 = 6, y2 = 1;

d) x1 = 3, y1 = –2 ºi x2 = –2, y2 = 3; e) sistemul nu are soluþii.

Pag. 136 – Test de evaluare

1. a) ( ){ }1 2
1(2, 0), , 0
2fG Ox A A∩ = , Gf ∩ Oy = {C(0; 2)}; b) V ( );2 4

b
a a

Δ− −  ⇔ V ( )5 9;4 8− ;

d) x = –
2
b
a

 ⇔ x = 5
4

.  2. a) Δ < 0 ⇔ m > 1; b) x = –
2
b
a

 > 0 ⇔ 3m
m
−  > 0 ⇔ m ∈ (–∞; 0) ∪ (3; +∞);

c) S = x1 + x2 = 2( 3)m
m

− , P = x1x2 = 3m
m
+ . Eliminând parametrul m între cele douã relaþii

obþinem: S + 2P = 4 ⇔ x1 + x2 + 2x1x2 = 4.
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3. 1 4
2 3 3 8

m n m n
m n m n

− + −= =
+ + −

 ⇔ m = 3 ºi n = 1.

4. a) 1

1

2
3

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 sau 2

2

3
2

x
y

=⎧
⎨ =⎩

; b) 1

1

3
4

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 sau 2

2

4
3

x
y

=⎧
⎨ =⎩

; c) 1

1

1
2

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 sau 2

2

2
1

x
y

=⎧
⎨ =⎩

.

Capitolul 6

Pag. 150
1. a) f(x) = x2 + 6x + 1; b) f(x) = x2 + 2x – 3; c) f(x) = –2x2 – x + 1. 2. f(x) = x2 + x – 8.

3. f(x) = –3x2 + 6x – 1. 4. y = –x2 + x – 1. 5. f(x) = x2 – 4x + 8. 6. a) f(x) = 2 ( )21 23
4 8x − + ;

b) f(x) = –3 ( )22 19
3 3x + + . 7. f(x) = x2 – 4x + 4. 8. f : R → R, f(x) = 2x2 – 4x + 1. 9. a = 2, b = 4.

10. a) ymin = 2; b) ymax = –9; c) ymin = –9; d) ymax = 309
32

; e) ymax = 8.

11. a) f este strict descrescãtoare pe (–∞; –1] ºi strict crescãtoare pe [–1; +∞); b) f este strict

descrescãtoare pe ( )1; 2−∞ ºi strict crescãtoare pe )1 ,
2

⎡ + ∞⎢⎣
; c) f este strict crescãtoare pe (–∞; 0]

ºi strict descrescãtoare pe [0; +∞); d) f este strict descrescãtoare pe (–∞; 0] ºi strict crescãtoare pe
[0; +∞); e) f este strict crescãtoare pe (–∞; 2] ºi strict descrescãtoare pe [2; +∞).
12. a) a = –2 ºi n impar; b) a = 6 ºi n par; c) a = ±2 ºi n impar; d) a = ±2 ºi n par; e) a = 6 ºi
n impar; f) a = 0 ºi n par.  13. a) m ∈ [0; 4); b) m = 4; c) A(0; 1), B(1; 1).

14. a) m ∈ (0; 1); b)ymin = –2, deci m = 2 sau m = –1; c) A ( )1 1;
2 4

; d) y = –x2 + x.

15. a) m ∈ (–∞; –1]; b) m ∈ (–∞; –1] ∪ [3; +∞); c) dreapta x + y = –2.

16. a) Im f = 1 , 33
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ⇒ ymax = 3, ymin = 1
3

; b) f este strict crescãtoare pe (–∞; –1) ºi pe (1; +∞)

ºi strict descrescãtoare pe (–1; 1).

18. a) A(2; 1) ºi B(2; 3); b) |x1 – x2| = 6  ⇔ (x1 + x2)
2 – 4x1x2 = 6 (1). Cum x1 + x2 = 3 2m

m
−

ºi x1 $ x2 = 2 1m
m

− , din (1) rezultã 5m2 + 8m – 4 = 0, de unde m ∈ { }22; 5− .

19. f(x) = –x2 + 2x – 1  20. b) Punem condiþia yV < 1; c) m = – 1
3

.

21. Notãm |x| = t ºi trebuie sã gãsim valorle lui a pentru care g(t) = t2 + ta + a2 – 1 > 0, ≤ t ≥ 0.
Sunt posibile douã cazuri: a) Δ < 0; b) Δ ≥ 0 ºi t1, t2 ∈ (0; +∞), unde cu t1 ºi t2 am notat rãdãcinile
eciaþiei g(t) = 0.
22. a) Punem condiþia a > 0 ºi Δ ≤ 0, obþinem a = 1; b) cum Δ ≥ 0, ≤ a ∈ R \ {0} avem x1, x2 ∈ R.

Punem condiþiile a > 0 ºi x1, x2 ∈ [–2, +∞) ºi obþinem a ≥ 1
2

.

23. a) x ∈ (–∞, 3) ∪ (10, +∞); b) x ∈ [9; 11]; c) x ∈ (–∞, 0) ∪ (4, +∞); d) x ∈ (–1; 0) ∪ (1; +∞);

c) x ∈ ( )1;
2

−∞  ∪ {1}; f) x ∈ (–∞; –1); g) x ∈ R; h) x ∈ {–1; 1}.

24. a) S = ( ){ }358 97(10, 3); ,
37 37

− − ; b) S = {(1, 1); (–8, 7)}; c) S = ( ) ( ){ }1 1 1 1, ; ,
2 3 15 10

− ;

d) S = {(–1, –2); (3, 2)}; e) S = ( ){ }5 5(0, 0); ,
9 27

; f) S = ( ){ }1 5, ; (1, 1)
9 3

− .

25. a) S = {(1; 1); (–1; –1); (1; –1); (–1; 1)}; b) S = {(1; 1)}; c) S = {(2; 5); (5; 2)};
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3. 1 4
2 3 3 8

m n m n
m n m n

− + −= =
+ + −

 ⇔ m = 3 ºi n = 1.

4. a) 1

1

2
3

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 sau 2

2

3
2

x
y

=⎧
⎨ =⎩

; b) 1

1

3
4

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 sau 2

2

4
3

x
y

=⎧
⎨ =⎩

; c) 1

1

1
2

x
y

=⎧
⎨ =⎩

 sau 2

2

2
1

x
y

=⎧
⎨ =⎩

.

Capitolul 6

Pag. 150
1. a) f(x) = x2 + 6x + 1; b) f(x) = x2 + 2x – 3; c) f(x) = –2x2 – x + 1. 2. f(x) = x2 + x – 8.

3. f(x) = –3x2 + 6x – 1. 4. y = –x2 + x – 1. 5. f(x) = x2 – 4x + 8. 6. a) f(x) = 2 ( )21 23
4 8x − + ;

b) f(x) = –3 ( )22 19
3 3x + + . 7. f(x) = x2 – 4x + 4. 8. f : R → R, f(x) = 2x2 – 4x + 1. 9. a = 2, b = 4.

10. a) ymin = 2; b) ymax = –9; c) ymin = –9; d) ymax = 309
32

; e) ymax = 8.

11. a) f este strict descrescãtoare pe (–∞; –1] ºi strict crescãtoare pe [–1; +∞); b) f este strict

descrescãtoare pe ( )1; 2−∞ ºi strict crescãtoare pe )1 ,
2

⎡ + ∞⎢⎣
; c) f este strict crescãtoare pe (–∞; 0]

ºi strict descrescãtoare pe [0; +∞); d) f este strict descrescãtoare pe (–∞; 0] ºi strict crescãtoare pe
[0; +∞); e) f este strict crescãtoare pe (–∞; 2] ºi strict descrescãtoare pe [2; +∞).
12. a) a = –2 ºi n impar; b) a = 6 ºi n par; c) a = ±2 ºi n impar; d) a = ±2 ºi n par; e) a = 6 ºi
n impar; f) a = 0 ºi n par.  13. a) m ∈ [0; 4); b) m = 4; c) A(0; 1), B(1; 1).

14. a) m ∈ (0; 1); b)ymin = –2, deci m = 2 sau m = –1; c) A ( )1 1;
2 4

; d) y = –x2 + x.

15. a) m ∈ (–∞; –1]; b) m ∈ (–∞; –1] ∪ [3; +∞); c) dreapta x + y = –2.

16. a) Im f = 1 , 33
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

 ⇒ ymax = 3, ymin = 1
3

; b) f este strict crescãtoare pe (–∞; –1) ºi pe (1; +∞)

ºi strict descrescãtoare pe (–1; 1).

18. a) A(2; 1) ºi B(2; 3); b) |x1 – x2| = 6  ⇔ (x1 + x2)
2 – 4x1x2 = 6 (1). Cum x1 + x2 = 3 2m

m
−

ºi x1 $ x2 = 2 1m
m

− , din (1) rezultã 5m2 + 8m – 4 = 0, de unde m ∈ { }22; 5− .

19. f(x) = –x2 + 2x – 1  20. b) Punem condiþia yV < 1; c) m = – 1
3

.

21. Notãm |x| = t ºi trebuie sã gãsim valorle lui a pentru care g(t) = t2 + ta + a2 – 1 > 0, ≤ t ≥ 0.
Sunt posibile douã cazuri: a) Δ < 0; b) Δ ≥ 0 ºi t1, t2 ∈ (0; +∞), unde cu t1 ºi t2 am notat rãdãcinile
eciaþiei g(t) = 0.
22. a) Punem condiþia a > 0 ºi Δ ≤ 0, obþinem a = 1; b) cum Δ ≥ 0, ≤ a ∈ R \ {0} avem x1, x2 ∈ R.

Punem condiþiile a > 0 ºi x1, x2 ∈ [–2, +∞) ºi obþinem a ≥ 1
2

.

23. a) x ∈ (–∞, 3) ∪ (10, +∞); b) x ∈ [9; 11]; c) x ∈ (–∞, 0) ∪ (4, +∞); d) x ∈ (–1; 0) ∪ (1; +∞);

c) x ∈ ( )1;
2

−∞  ∪ {1}; f) x ∈ (–∞; –1); g) x ∈ R; h) x ∈ {–1; 1}.

24. a) S = ( ){ }358 97(10, 3); ,
37 37

− − ; b) S = {(1, 1); (–8, 7)}; c) S = ( ) ( ){ }1 1 1 1, ; ,
2 3 15 10

− ;

d) S = {(–1, –2); (3, 2)}; e) S = ( ){ }5 5(0, 0); ,
9 27

; f) S = ( ){ }1 5, ; (1, 1)
9 3

− .

25. a) S = {(1; 1); (–1; –1); (1; –1); (–1; 1)}; b) S = {(1; 1)}; c) S = {(2; 5); (5; 2)};
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d) S = {(–1; 4); (4; –1)}; e) S = 12 142 ;2
⎧⎛ − −⎨⎜
⎝⎩

12 142 12 142 12 142; ;
2 2 2

⎫⎞ ⎛ ⎞− − − + − + − − ⎬⎟ ⎜ ⎟⎠ ⎝ ⎠⎭
;

f) S = {(1; 2); (2; 1)}; g) S = {(1; 2); (2; 1)}; h) S = {(1; 1)}; i) S = {(–2; 4); (4; –2)}; j) S = {(1; 2); (2; 1)}.

Pag. 153 – Test de evaluare

1. a) i) m > 0: f strict descrescãtoare pe ( )1; m
m
−−∞  ºi strict crescãtoare pe ( )1 ;m

m
− + ∞ ;

ii) m < 0: f strict crescãtoare pe ( )1; m
m
−−∞  ºi strict descrescãtoare pe ( )1 ;m

m
− + ∞ .

b) i) m > 0, fm are punctul de minim V ( )1 1;m
m m
− − ; ii) m < 0: fm admite punct de maxim.

2. yV > 0 ⇔ 1
m
−  > 0 ⇔ m < 0. 3. x = 

2
b
a

−  = 0 ⇔ 1m
m
−  = 0 ⇔ m = 1.

4. i) m > 0: fm(R) = )1 ;
m
−⎡ + ∞⎢⎣

; ii) m < 0; fm(R) = ( 1;
m
− ⎤−∞ ⎥⎦

.

5. Ecuaþia fm(x) = 0 are rãdãcinile x1 = 1m
m
−  ºi x2 = 1. Se obþine x ∈ 1 ; 1m

m
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
.

6. xV = 1 – 1
m

, yV = 1
m
− ; yV = xV – 1. Deducem cã V aparþine dreptei y = x – 1.

7. m(x2 – 2x + 1) + 2x – y – 2 = 0, ≤ m ∈ R* ⇔ 
2 2 1 0

2 2 0
x x
x y

⎧ − + =
⎨ − − =⎩

 ⇔ 
1
0

x
y

=⎧
⎨ =⎩

. Parabolele trec prin

punctul fix P(1; 0).

8. Se discutã sistemul 
2 2( 1) 2

2( 1)
y mx m x m
y m x

⎧ = − − + −
⎨ = − −⎩

. Avem mx2 + m – 2 = 0 ⇔ x2 = 2 m
m
− .

i) dacã 2 m
m
−  > 0 avem m ∈(0; 2); dreapta intersecteazã parabola în douã puncte distincte (secantã).

ii) dacã 2 m
m
−  < 0 avem m ∈(–∞; 0) ∪ (2; +∞); dreapta nu intersecteazã parabola (exterioarã);

iii) dacã m = 2 dreapta este tangentã la parabolã.

9. 
2

2
1

4 3
x y

x x y

⎧ − =⎪
⎨

− + − =⎪⎩
 ⇔ 

1
0

x
y

=⎧
⎨ =⎩

. Parabolele sunt tangente în punctul T(1; 0).

Capitolul 7

Pag. 158
1. Cercul C(O, )AB

����
. 2. Dreapta care trece prin O si are directia vectorului AB

����
.

3. Semidreapta cu originea O având directia si sensul vectorului AB
����

.

Pag. 160
1. ( ) 0AB BC CA AC CA+ + = + =
���� ���� ���� ���� ���� �

. 2. Avem: PA PM MA− =
���� ����� �����

, PM PB BM− =
����� ���� �����

 ºi MA BM=
����� �����

.

3. Din ipotezã deducem cã P ∈ [BC]. Avem: PA PB PD+ +
���� ���� ����

 = ( )PB BA+
���� ����

 + PB
����

 + ( )PC CD+
���� ����

 =

( )PB PC+
���� ����

 + PB
����

 + CD
����

 – AB
����

 = ( )BP PB+
���� ����

 + CD AB−
���� ����

 = 0 CD AB+ −
� ���� ����

 = CD AB−
���� ����

.

4. BC BA AC= +
���� ���� ����

 = ( )MA MA+
����� �����

 + ( )AN AN+
���� ����

 = ( )MA AN+
����� ����

 + ( )MA AN+
����� ����

 = MN MN+
����� �����

 ⇒

⇒ BC NM MN+ =
���� ����� �����

. 5. a) PC BP PC PB+ = −
���� ���� ���� ����

; b) AD CP BC CP+ = +
���� ��� ���� ���

; c) AP CB CD+ +
���� ��� ����

= AP CA+
���� ����

 =

= CA AP CP+ =
���� ���� ���

; d) PC AB BC AP− − +
���� ���� ���� ����

 = PC CB BA AP+ + +
���� ��� ���� ����

 = 0PP =
���� �

.
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6. a) AB AO BO− =
���� ���� ����

; b) BO AD BO BC− = −
���� ���� ���� ����

; c) CO OB−
���� ����

 = OA OB BA− =
���� ���� ����

; d) AD AB BA− =
���� ���� ����

;

e) AC AD OD− +
���� ���� ����

 = DC OD+
���� ����

 = OC
����

; f) ( )BC AO DO− +
���� ���� ����

 = AD AO DO− −
���� ���� ����

 = OD OD+
���� ����

 =

= BO OD BD+ =
���� ���� ����

; g) AD CO OD+ −
���� ���� ����

 = ( )BC CO OD+ −
���� ���� ����

 = BO OD−
���� ����

 = 0BO BO− =
���� ���� �

.

7. Avem: AB BM AM+ =
���� ����� �����

 (1); AC CN AN+ =
���� ���� ����

(2). Adunând (1) + (2) ⇒ 
0

AB AC BM CN AM AN+ + + = +
�

���� ���� ����� ���� ����� ����
����� .

Pag. 162

1. Avem: PA PM MA= +
���� ����� �����

 (1); PB
����

= PM MB+
����� �����

 (2); PC
����

 = PM MC+
����� �����

 (3); PD PM MD= +
���� ����� �����

 (4);

Adunând (1) + (2) + (3) + (4) ⇒ PA PB PC PD+ + +
���� ���� ���� ����

 = 4 PM
�����

 + 
0

MA MB MC MD+ + +
�

����� ����� ����� �����
����������� .

2. Avem: 2AB AM=
���� �����

, 2AC AN=
���� ����

; MN AN AM= −
����� ���� �����

 = 
2 2 2

AC AB BC− =
���� ���� ����

.

3. Prelungim mediana AM cu un segment [MN] de aceeaºi lungime (AM = MN), avem 2AN AM=
���� �����

.
Deducem cã ABNC este paralelogram. Conform regulii paralelogramului AB AC AN+ =

���� ���� ����
.

4. În ΔMBD: 2
MB MDMN +=
����� ����������

; în ΔABC: 
2

AB CBMB +=
���� ��������

; în ΔACD: 2
AD CDMD +=
���� ���������

. Rezultã

1 ( )
4

MN AB CB AD CD= + + +
����� ���� ��� ���� ����

 = 1 ( )
4

AB CB CD AB BC CD⎡ ⎤+ + + + +⎣ ⎦
���� ��� ���� ���� ���� ����

 = ( )1
2

AB CD+
���� ����

.

Pag. 164
1. Fie M mijlocul [BC]. ªtim cã 3AM OM=

����� �����
, 2AO OM=
���� �����

. Avem 2 2 3AB AC AM OM+ = = ⋅
���� ���� ����� �����

 =

= 3 2 3OM AO⋅ =
����� ����

. 2. Avem: ( )AB AD AC+ +
���� ���� ����

 = AC AC+
���� ����

 = 2 2 2 4AC AO AO= ⋅ =
���� ���� ����

.

3. În paralelogramele ABCO ºi AOEF avem: AB AO AC+ =
���� ���� ����

 ºi AO AF AE+ =
���� ���� ����

;

AB AC AD AE AF+ + + +
���� ���� ���� ���� ����

 = ( )AB AB AO+ +
���� ���� ����

 + ( )2AO AO AF AF+ + +
���� ���� ���� ����

 = ( )4 2AO AB AF+ +
���� ���� ����

 =

= 4 2AO AO+
���� ����

 = 6AO
����

. 4. ( )GA GB GC+ +
���� ���� ����

 = 2 0GA GM GA AG+ = + =
���� ����� ���� ���� �

.

5. MB kMC=
����� �����

 ⇔ ( )AB AM k AC AM− = −
���� ����� ���� �����

 ⇔ (1 – k) AM
�����

 = AB k AC−
���� ����

 ⇔ 1
1 1

kAM AB AC
k k

= −
− −

����� ���� ����
.

Pag. 165 – Test de evaluare

1. AB
����

, DC
����

, ON
����

 au aceleaºi sens. 2. Fie O centrul paralelogramului. Avem 2PA PC PO+ =
���� ���� ����

 (1) (în ΔPACAC,

PO medianã); 2PB PD PO+ =
���� ���� ����

 (2) (în ΔPBD, PO medianã). Din (1) ºi (2) avem PA PC PB PD+ = +
���� ���� ���� ����

.

3. a) PA PM PN+ =
���� ����� ����

 (în paralelogramul APMN); b) AN PM AN NC AC+ = + =
���� ����� ���� ���� ����

;

c) AN MB PM MB PB AP+ = + = =
���� ����� ����� ����� ���� ����

; d) AB MN AP PB MN+ = + +
���� ����� ���� ���� �����

 = AP NM MN+ +
���� ����� �����

 = AP
����

.

4. BC = 13; AM = 13
2

, M mijlocul lui [BC]; 2AB AC AM+ =
���� ���� �����

 ⇒ | |AB AC+
���� ����

 = 2| |AM
�����

 = 2 ∙ 13
2

= 13.

5. a) 
2

ACMN =
���������

; 
2

BDMQ =
���������

 ⇒ MN MQ+
����� �����

 = ( )1
2

AC BD+
���� ����

; b) În patrulaterul MPCB avem:

MP PC CB BM+ + +
����� ���� ��� �����

 = 0
�

; în patrulaterul MPDAA: MP PD DA AM+ + +
����� ���� ���� �����

 = 0
�

. Adunând cele douã

relaþii obþinem 2 MP AD BC= +
����� ���� ����

. Analog obþinem 2 QN AB DC= +
���� ���� ����

. Adunând avem 2 MP
�����

 + 2 QN
����

 =

= AD BC AB DC+ + +
���� ���� ���� ����

, de unde concluzia.

6. BC
����

 = BD
����

 + DC
����

 = BD
����

 + 1
λ

BD
����

 = 1λ +
λ

BD
����

 ⇒ BD
����

 = 
1

λ
λ + BC

����
; AD
����

 = AB
����

 + BD
����

 =

= AB
����

 + 
1

λ
λ +

BC
����

 = AB
����

 + 
1

λ
λ +

( BA AC+
���� ����

) = AB
����

 – 
1

λ
λ +

AB
����

 + 
1

λ
λ +

AC
����

 = 1
1λ +

AB
����

 + 
1

λ
λ +

AC
����

.
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6. a) AB AO BO− =
���� ���� ����

; b) BO AD BO BC− = −
���� ���� ���� ����

; c) CO OB−
���� ����

 = OA OB BA− =
���� ���� ����

; d) AD AB BA− =
���� ���� ����

;

e) AC AD OD− +
���� ���� ����

 = DC OD+
���� ����

 = OC
����

; f) ( )BC AO DO− +
���� ���� ����

 = AD AO DO− −
���� ���� ����

 = OD OD+
���� ����

 =

= BO OD BD+ =
���� ���� ����

; g) AD CO OD+ −
���� ���� ����

 = ( )BC CO OD+ −
���� ���� ����

 = BO OD−
���� ����

 = 0BO BO− =
���� ���� �

.

7. Avem: AB BM AM+ =
���� ����� �����

 (1); AC CN AN+ =
���� ���� ����

(2). Adunând (1) + (2) ⇒ 
0

AB AC BM CN AM AN+ + + = +
�

���� ���� ����� ���� ����� ����
����� .

Pag. 162

1. Avem: PA PM MA= +
���� ����� �����

 (1); PB
����

= PM MB+
����� �����

 (2); PC
����

 = PM MC+
����� �����

 (3); PD PM MD= +
���� ����� �����

 (4);

Adunând (1) + (2) + (3) + (4) ⇒ PA PB PC PD+ + +
���� ���� ���� ����

 = 4 PM
�����

 + 
0

MA MB MC MD+ + +
�

����� ����� ����� �����
����������� .

2. Avem: 2AB AM=
���� �����

, 2AC AN=
���� ����

; MN AN AM= −
����� ���� �����

 = 
2 2 2

AC AB BC− =
���� ���� ����

.

3. Prelungim mediana AM cu un segment [MN] de aceeaºi lungime (AM = MN), avem 2AN AM=
���� �����

.
Deducem cã ABNC este paralelogram. Conform regulii paralelogramului AB AC AN+ =

���� ���� ����
.

4. În ΔMBD: 2
MB MDMN +=
����� ����������

; în ΔABC: 
2

AB CBMB +=
���� ��������

; în ΔACD: 2
AD CDMD +=
���� ���������

. Rezultã

1 ( )
4

MN AB CB AD CD= + + +
����� ���� ��� ���� ����

 = 1 ( )
4

AB CB CD AB BC CD⎡ ⎤+ + + + +⎣ ⎦
���� ��� ���� ���� ���� ����

 = ( )1
2

AB CD+
���� ����

.

Pag. 164
1. Fie M mijlocul [BC]. ªtim cã 3AM OM=

����� �����
, 2AO OM=
���� �����

. Avem 2 2 3AB AC AM OM+ = = ⋅
���� ���� ����� �����

 =

= 3 2 3OM AO⋅ =
����� ����

. 2. Avem: ( )AB AD AC+ +
���� ���� ����

 = AC AC+
���� ����

 = 2 2 2 4AC AO AO= ⋅ =
���� ���� ����

.

3. În paralelogramele ABCO ºi AOEF avem: AB AO AC+ =
���� ���� ����

 ºi AO AF AE+ =
���� ���� ����

;

AB AC AD AE AF+ + + +
���� ���� ���� ���� ����

 = ( )AB AB AO+ +
���� ���� ����

 + ( )2AO AO AF AF+ + +
���� ���� ���� ����

 = ( )4 2AO AB AF+ +
���� ���� ����

 =

= 4 2AO AO+
���� ����

 = 6AO
����

. 4. ( )GA GB GC+ +
���� ���� ����

 = 2 0GA GM GA AG+ = + =
���� ����� ���� ���� �

.

5. MB kMC=
����� �����

 ⇔ ( )AB AM k AC AM− = −
���� ����� ���� �����

 ⇔ (1 – k) AM
�����

 = AB k AC−
���� ����

 ⇔ 1
1 1

kAM AB AC
k k

= −
− −

����� ���� ����
.

Pag. 165 – Test de evaluare

1. AB
����

, DC
����

, ON
����

 au aceleaºi sens. 2. Fie O centrul paralelogramului. Avem 2PA PC PO+ =
���� ���� ����

 (1) (în ΔPACAC,

PO medianã); 2PB PD PO+ =
���� ���� ����

 (2) (în ΔPBD, PO medianã). Din (1) ºi (2) avem PA PC PB PD+ = +
���� ���� ���� ����

.

3. a) PA PM PN+ =
���� ����� ����

 (în paralelogramul APMN); b) AN PM AN NC AC+ = + =
���� ����� ���� ���� ����

;

c) AN MB PM MB PB AP+ = + = =
���� ����� ����� ����� ���� ����

; d) AB MN AP PB MN+ = + +
���� ����� ���� ���� �����

 = AP NM MN+ +
���� ����� �����

 = AP
����

.

4. BC = 13; AM = 13
2

, M mijlocul lui [BC]; 2AB AC AM+ =
���� ���� �����

 ⇒ | |AB AC+
���� ����

 = 2| |AM
�����

 = 2 ∙ 13
2

= 13.

5. a) 
2

ACMN =
���������

; 
2

BDMQ =
���������

 ⇒ MN MQ+
����� �����

 = ( )1
2

AC BD+
���� ����

; b) În patrulaterul MPCB avem:

MP PC CB BM+ + +
����� ���� ��� �����

 = 0
�

; în patrulaterul MPDAA: MP PD DA AM+ + +
����� ���� ���� �����

 = 0
�

. Adunând cele douã

relaþii obþinem 2 MP AD BC= +
����� ���� ����

. Analog obþinem 2 QN AB DC= +
���� ���� ����

. Adunând avem 2 MP
�����

 + 2 QN
����

 =

= AD BC AB DC+ + +
���� ���� ���� ����

, de unde concluzia.

6. BC
����

 = BD
����

 + DC
����

 = BD
����

 + 1
λ

BD
����

 = 1λ +
λ

BD
����

 ⇒ BD
����

 = 
1

λ
λ + BC

����
; AD
����

 = AB
����

 + BD
����

 =

= AB
����

 + 
1

λ
λ +

BC
����

 = AB
����

 + 
1

λ
λ +

( BA AC+
���� ����

) = AB
����

 – 
1

λ
λ +

AB
����

 + 
1

λ
λ +

AC
����

 = 1
1λ +

AB
����

 + 
1

λ
λ +

AC
����

.

273

Indicaþii ºi rãspunsuri

7. Fie O centrul hexagonului. În paralelogramul ABOF avem AO AB AF= +
���� ���� ����

, cu AB ED=
���� ����

 ºi

2AD AO=
���� ����

. Deducem 2AD AO=
���� ����

= ( AB AF+
���� ����

) = 2( ED AF+
���� ����

) = 2 2ED AF+
���� ����

.

Capitolul 8

Pag. 181
2. 2PA PC PO+ =
���� ���� ����

 ºi 2PB PD PO+ =
���� ���� ����

. 3. 2AB AD AN+ =
���� ���� ����

; 2CB CD CN+ =
��� ���� ����

; 2NA NC NM+ =
���� ���� �����

.

4. PA PD DA− =
���� ���� ����

; PB PE EB− =
���� ���� ����

; PC PF FC− =
���� ��� ����

 ºi 0AD BE CF+ + =
���� ���� ��� �

.

5. Dacã O este centrul hexagonului avem, conform regulii paralelogramului, AB AC AE AF+ + +
���� ���� ���� ����

 =

= ( )AB AB AO+ +
���� ���� ����

 + ( )AO AF+
���� ����

 + AF
����

 = 2 ( )AB AF+
���� ����

 + 2AO
����

 = 2AO AD+
���� ����

 = 2AD AD AD+ =
���� ���� ����

.

6. a) În paralelogramul HBA′C avem HB HC HA′+ =
���� ���� �����

; b) În triunghiul HAA′, [HO] este medianã

ºi avem 2HA HA HO′+ =
���� ����� �����

; c) HA HB HC+ +
���� ���� ����

= ( )HG GA+
����� ����

 + ( )HG GB+
����� ����

 + ( )HG GC+
����� ����

 =

= 3 ( )HG GA GB GC+ + +
����� ���� ���� ����

 = 3 0 3HG HG+ =
����� � �����

. d) Din 2 3HO HG=
����� �����

 deducem cã punctele O, H, G

sunt coliniare. e) OA OB OC+ +
���� ���� ����

 = ( ) ( ) ( )OG GA OG GB OG GC+ + + + +
���� ���� ���� ���� ���� ����

 = 3 ( )OG GA GB GC+ + +
���� ���� ���� ����

 =

= 3 0OG +
���� �

 = 3OG
����

 = 13
3

OH OH⋅ =
���� ����

.

7. Fie k = DB AB c
bDC AC
−= =

���� ����
���� ����  (teorema bisectoarei). a) Avem 1

1 1
kAD AB

k k
= −

− −
���� ���� ��

AC AD
�� ����

=

= ( )1 b AB c AC
b c

⋅ + ⋅
+

���� ����
; b) În ΔPBC avem: 1

1 1
kPD PB PC

k k
= −

− −
���� ���� ���� b PB cPC

b c
⋅ += +

���� �������
.

Dacã P coincide cu A obþinem punctul a).

8. a) 2AB AC AD+ =
���� ���� ����

 ⇔ 2 2 2AF AE AD+ =
���� ���� ����

; b) ( 2AB AC AD+ =
���� ���� ����

 ºi AB AC AL+ =
���� ���� ����

) ⇒ 2AD AL=
���� ����

⇒ A, D, L coliniare; c) 2AL AD=
���� ����

 
)a

=  2( )AE AF+
���� ����

.

9. 1 1
5 5

MN AN AM AC AB= − = −
����� ���� ����� ���� ����

 = 1 ( )
5

AC AB−
���� ����

 = 1
5

BC
����

.

10. a) ; ; ;AO BO a a a a aAO AC BO BD AE AD BF BC
b a b a b a b a bOC OD

= = ⇒ = = = =
+ + + +

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
���� ���� .

11. AD BC AB DC− = −
���� ���� ���� ����

 = ( 2 )BC BM−
���� �����

 – (2 )DM AD+
����� ����

 = 2( )BC AD MB MD− + +
���� ���� ����� �����

 =

= 2 2BC AD MN− + ⋅
���� ���� �����

. 2AD BC MN− =
���� ���� �����

. Din ipotezã 4AD BC MN− =
���� ���� �����

, de unde 2 4MN MN=
����� �����

 ⇔

⇔ 0MN =
����� �

 ⇔ M ≡ N ⇔ ABCD paralelogram.

Pag. 183 – Test de evaluare

1.
1

λ
λ +

 = 2
3

−  ⇔ 3λ = –2λ – 2 ⇔ λ = – 2
5

.  2. a) AB
����

 = (xB – xA) i
�

+ (yB – yA) j
�

 = –3 i
�

 + 2 j
�

;

BC
����

= –2 i
�

 – 5 j
�

; CA
����

 = 5 i
�

 + 3 j
�

; avem 0AB BC CA+ + =
���� ���� ���� �

; b) OA
����

 = xA i
�

 + yA j
�

 = 2 i
�

 + j
�

;

OB
����

 = – i
�

 – 3 j
�

, OC
����

 = –3 i
�

 – 2 j
�

;  c) Fie M ( )1 , 1
2

, N ( )12,
2

− , P ( )1 1,
2 2

− −  mijloacele segmentelor

[AB], [BC], [CA], ;  1
2

OM =
�����

i
�

 + j
�

; ON
����

 = –2 i
�

 + 1
2

j
�

; 1 1
2 2

OP i j= − −
� �����

.

 3. AB
����

 = –3 i
�

 – 3 j
�

, BC
����

 = –5 i
�

 – 5 j
�

, 8 8AC i j= − −
� �����

, AB BC AC+ =
���� ���� ����

.

4. M ( )11,
2

− − ; OM
�����

 = – i
�

 – 1
2

j
�

. 5. G(1, –2); OG
����

 = i
�

 – 2 j
�

.

6. a) Fie [AA′, [BB′ bisectoarea unghiului A, respectiv B. Avem A′ ( )5 , 3
2

, B′ ( )54,
3

 (teorema

bisectoarei) ºi OA′
�����

 = 5
2

i
�

 + 3 j
�

, OB
����

 = 4 i
�

 + 5
3

j
�

;
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b) Fie I centrul cercului înscris în ΔABC, avem: a OA b OB c OCOI a b c
⋅ + ⋅ + ⋅= + +

���� ���� �������
, unde OA

����
 = 4 i

�
, OB
����

 =

3 j
�

, OC
����

 = 4 i
�

 + 3 j
�

, a = 4, b = 3, c = 5. Deducem OI
���

 = 3 i
�

 + 2 j
�

.
7. Þinând seama cã tangentele duse dintr-un punct exterior la cerc sunt congruente, avem AP = AN,

BP = BM, CM = CN. Obþinem PA MB NC
PB MC NA

⋅ ⋅  = 1. Conform reciprocei teoremei lui Ceva, rezultã cã

dreptele AM, BN, CP sunt concurente.

Capitolul 9
Pag. 186

1. 
18
π ; 5

36
π ; 5

12
π ; 7

12
π ; 2

3
π ; 5

6
π ; 5

4
π ; 7

4
π ; 11

20
π . 2. 135°; 15°; 22°30′; 225°; 315°; 102°.

3. 75°; 5
12

π . 4. a) 10
9

π ; b) 4
3
π . 5. Panta este tg β = 2

5
; tg α = 1

15
 ⇔ 1

5
h
d

=  ⇔ d = 6 mm.

Pag. 195

2. a) T = 12π; b) T = 2π; c) T = 8
3
π ; d) T = 5π; e) T = 24; f) f(x + T) = f(x) ⇔ |sin|x + T|| =

= |sin|x|| ⇔ sin|x + T| = ± sin|x|. Pentru T = π avem sin|x + π| = ± sin x; analog dacã T = 2π.

Perioada funcþiei f este π.  3. a) T = π; b) T = 
10
π ; c) T = 2π.

4. Condiþia ca funcþia f(x) = sin x  sã fie periodicã este ca ≤ x ∈ R, sã existe T ∈ R, T ≠ 0 astfel
încât sin x T+  = sin x  ⇔ x T+  = (–1)k x  + kπ, k ∈ Z ⇔ x + T = x + k2π2 + 2(–1)kkπ x  ⇔
⇔ T = k2π + 2(–1)kkπ x . Rezultã cã nu putem avea T = constant când x ≠ 0, adicã T nu este

independentã de x. Aºadar, funcþia f nu este periodicã.  5. T = 2
a
π .

6. a) Cele mai mici numere care satisfac relaþia mπ = 2
5
nπ  sunt m = 2 ºi n = 5 ⇒ T = 2π; b) T = 2π.

7. a) f nu este nici parã, nici imparã; b) nu este nici parã, nici imparã; c) Dacã n este par f este
imparã, iar dacã n este impar, atunci f este parã; d) Dacã n este par, f este parã, iar dacã n este impar,
f este imparã; e) f este parã.

9. a) T = 
2
π ; b) f este neperiodicã; c) T = 6π; d) T = π; e) T = 

4
π ; f) T = 

3
π . 10. a) f este parã;

b) f este imparã; c) f este parã; d) f nu este nici parã nici imparã; e) f este parã; f) f este parã.

11. Avem f(x) = 5 + 2
4

sin 2x
, x ∈ ( )0,

2
π  ⇒ minf(x) = 5 + 2

4
max sin 2x

 = 5 + 4
1

 = 9 ºi se obþine

pentru x = 
4
π . 12. a) minf(x) = 1

4
; maxf(x) = 1; b) minf(x) = – 9

8
; maxf(x) = 2; c) Dacã –

2
m  ≤ –2,

adicã m ≥ 2, avem min f(x) = 1 – m + n ºi max f(x) = 1 + m + n; dacã –1 < 
2
m  < 1, adicã m ∈ (–2, 2),

avem min f(x) = –
2 4

4
m n−  ºi max f(x) = 1 + |m| + n; dacã m ≤ –2, avem min f(x) = 1 + m + n;

max f(x) = 1 – m + n. 13. min f(x) = 1 ºi max f(x) = 5.
15. Funcþia este periodicã de perioadã T = π ºi este parã; f este strict crescãtoare pe fiecare interval de

forma ,
2

k kπ⎡ ⎤− + π π⎢ ⎥⎣ ⎦ , k ∈ Z, ºi strict descrescãtoare pe fiecare interval de forma ,
2

k kπ⎡ ⎤π + π⎢ ⎥⎣ ⎦ , k ∈ Z.

16. a) x = 5
6
π  ⇒ f ( ) 1

3 2
π = − ; b) Notãm x – 

2
π  = t, obþinem f(t) = cos t – 1.
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b) Fie I centrul cercului înscris în ΔABC, avem: a OA b OB c OCOI a b c
⋅ + ⋅ + ⋅= + +

���� ���� �������
, unde OA

����
 = 4 i

�
, OB
����

 =

3 j
�

, OC
����

 = 4 i
�

 + 3 j
�

, a = 4, b = 3, c = 5. Deducem OI
���

 = 3 i
�

 + 2 j
�

.
7. Þinând seama cã tangentele duse dintr-un punct exterior la cerc sunt congruente, avem AP = AN,

BP = BM, CM = CN. Obþinem PA MB NC
PB MC NA

⋅ ⋅  = 1. Conform reciprocei teoremei lui Ceva, rezultã cã

dreptele AM, BN, CP sunt concurente.
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1. 
18
π ; 5

36
π ; 5

12
π ; 7

12
π ; 2

3
π ; 5

6
π ; 5

4
π ; 7

4
π ; 11

20
π . 2. 135°; 15°; 22°30′; 225°; 315°; 102°.

3. 75°; 5
12

π . 4. a) 10
9

π ; b) 4
3
π . 5. Panta este tg β = 2

5
; tg α = 1

15
 ⇔ 1

5
h
d

=  ⇔ d = 6 mm.
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2. a) T = 12π; b) T = 2π; c) T = 8
3
π ; d) T = 5π; e) T = 24; f) f(x + T) = f(x) ⇔ |sin|x + T|| =

= |sin|x|| ⇔ sin|x + T| = ± sin|x|. Pentru T = π avem sin|x + π| = ± sin x; analog dacã T = 2π.

Perioada funcþiei f este π.  3. a) T = π; b) T = 
10
π ; c) T = 2π.

4. Condiþia ca funcþia f(x) = sin x  sã fie periodicã este ca ≤ x ∈ R, sã existe T ∈ R, T ≠ 0 astfel
încât sin x T+  = sin x  ⇔ x T+  = (–1)k x  + kπ, k ∈ Z ⇔ x + T = x + k2π2 + 2(–1)kkπ x  ⇔
⇔ T = k2π + 2(–1)kkπ x . Rezultã cã nu putem avea T = constant când x ≠ 0, adicã T nu este

independentã de x. Aºadar, funcþia f nu este periodicã.  5. T = 2
a
π .

6. a) Cele mai mici numere care satisfac relaþia mπ = 2
5
nπ  sunt m = 2 ºi n = 5 ⇒ T = 2π; b) T = 2π.

7. a) f nu este nici parã, nici imparã; b) nu este nici parã, nici imparã; c) Dacã n este par f este
imparã, iar dacã n este impar, atunci f este parã; d) Dacã n este par, f este parã, iar dacã n este impar,
f este imparã; e) f este parã.

9. a) T = 
2
π ; b) f este neperiodicã; c) T = 6π; d) T = π; e) T = 

4
π ; f) T = 

3
π . 10. a) f este parã;

b) f este imparã; c) f este parã; d) f nu este nici parã nici imparã; e) f este parã; f) f este parã.

11. Avem f(x) = 5 + 2
4

sin 2x
, x ∈ ( )0,

2
π  ⇒ minf(x) = 5 + 2

4
max sin 2x

 = 5 + 4
1

 = 9 ºi se obþine

pentru x = 
4
π . 12. a) minf(x) = 1

4
; maxf(x) = 1; b) minf(x) = – 9

8
; maxf(x) = 2; c) Dacã –

2
m  ≤ –2,

adicã m ≥ 2, avem min f(x) = 1 – m + n ºi max f(x) = 1 + m + n; dacã –1 < 
2
m  < 1, adicã m ∈ (–2, 2),

avem min f(x) = –
2 4

4
m n−  ºi max f(x) = 1 + |m| + n; dacã m ≤ –2, avem min f(x) = 1 + m + n;

max f(x) = 1 – m + n. 13. min f(x) = 1 ºi max f(x) = 5.
15. Funcþia este periodicã de perioadã T = π ºi este parã; f este strict crescãtoare pe fiecare interval de

forma ,
2

k kπ⎡ ⎤− + π π⎢ ⎥⎣ ⎦ , k ∈ Z, ºi strict descrescãtoare pe fiecare interval de forma ,
2

k kπ⎡ ⎤π + π⎢ ⎥⎣ ⎦ , k ∈ Z.

16. a) x = 5
6
π  ⇒ f ( ) 1

3 2
π = − ; b) Notãm x – 

2
π  = t, obþinem f(t) = cos t – 1.
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Pag. 199

1. a) sin 600° = sin 10
3

π  = –sin
3
π  = – 3

2 ; b) – 1
2

; c) 1; d) 3
3 . 2. a) 3

2 ; b) 2
2 ; c) 3

2 ; d) 1.

3. a) E = 0; b) E = cos 32° – sin 32°. 4. E = 1 + sin x ∙ cos x.

Pag. 204

1. cos (a – b) = 63
65

; sin (a + b) = 56
65

. 2. Avem cos (a – b) = 3
2 , cu 0 < a – b < 

2
π ; rezultã

a – b = 
6
π . 3. tg (a – b) = 16

63
; ctg (a + b) = 33

56
. 4. a + b = 

3
π  + kπ, k ∈ Z.

5. a) E = –
( )2

2
2 3 1 ctg

1 3ctg
a

a
+

−
; b) E = tg (a – b); c) E = ctg (a – b); d) E = ctg a. 10. E = q.

13.  cos x ∙ cos y ∙ cos z – cos∑ x ∙ sin y ∙ sin z = cos x (cos y ∙ cos z – sin y ∙ sin z) – sin x (sin z ∙ cos y +

+ cos x ∙ sin y) = cos x cos (y + z) – sin x sin (y + z) = cos (x + y + z) = 1
2

. 14. E = 3
2

. 15. E = 4.

Pag. 211

1. E = 5. 2. cos 4a = 7
25

. 3. sin 2a = 24
25

; cos 2a = 7
25

; tg 2a = 24
7

; ctg 2a = 7
24

. 4. sin 3a = 99
125

.

5. sin a = ± 4
5

. 6. sin 2a = – 2
2 ; cos 2a = 2

2 ; tg 2a= –1.

12. a) ( )2

2y yx x
a b a b

− = + – 1; b) b2(a2 – 1)4 – b2(a2 – 1)2 + 1 = 0. 14. u ± 2v = (2k + 1)π, k ∈ Z.

15. E = 
5 2 2

2
3 2 8a a a a

a
− + + − . 16. E = 

1 3 , ( , 3) (0, )
2
1 3 , ( 3, 0)
2

x x
x

x x
x

+⎧ ⋅ ∈ −∞ − ∪ + ∞⎪
⎨ +− ⋅ ∈ −⎪⎩

.

17. {f(x)| x ∈ [–π, π]} = {g(y)| y ∈ [–1, 1]}, unde g(y) = –2y2 + (5 – a2)y + a2 + 1.

19. tg 2
2
a =  ± 1. 20. E = n. 21. sin 15° = ( )1 6 2

4
− ; cos 15° = ( )1 6 2

4
+ . 25. tg 6 2

2
a = −  – 1.

Pag. 218

1. a) 3 1
2
+ ; b) 3 2 6

4
− ; c) 1 3

2
− ; d) 

( )6 3 1
4

− ; e) 3
2cos 20 cos40° °

; f) 3  – 1.

2. a) 2cos2

2
x  ∙ tg x; b) sin (x + y)cos(x – y); c) sin(x – y)∙ cos(x + y). 3. 4 cos 45° ∙ cos 15°.

4. a) E = 4 cos2(x – y); b) E = sin4x ∙ sin 2y; c) E = 4 cos2x – 1. 5. E = 1.
6. E = n ∙ sec β ∙ sec α ∙ sin(β – α); b) E = n ∙ sec β ∙ sin (β – α);

c) E = 4 cos 2α cos ( )6
π + α  ∙ cos ( )6

π − α ; d) E = 4 cosα ∙ cos 2β ∙ cos 3γ.

10. Avem cos
2

a b−  = p ∙ cos
2

a b+  ºi sin 
2

a b+  = –q cos
2

a b− , de unde rezultã:

a) sin 
2

a b+  = –
2 21

pq

p q+
; b) cos 

2
a b+  = 

2 2

1

1 p q+
; c) tg 

2
a b+  = – pq; d) cos 

2
a b−  = 

21 q

p

p q+
;

e) sin 
2

a b−  = 
2 2 2

2 2
1

1
p p q

p q
− +

+
; f) tg 

2
a b−  = 

2 2 21 p p q
p

− +
.

11. sin a – cos a = ± 22 m− , m ∈ [– 2 , 2 ]. 19. E(a) = 2
2tg 4 16

631 tg 4
a

a
=

−
.
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20. Generalizare: sin(2 1)
sin

n x
x
+  – 2 cos 2x – 2 cos 4x – ... – 2 cos nx = 1, ≤ x ∈ R \ {kπ}, k ∈ Z.

Pag. 219 – Test de evaluare

1. cos α = – 12
13

; tg α = – 5
12

. 2. cos α = 4 3
7 , cos β = 3 3

14 . Din cos(α – β) = 1
2

, cu 0 < β – α < 
2
π  ⇒

⇒ β – α = 
3
π  ⇒ α – β = –

3
π .

4. Folosind formulele pentru a2 – b2, sin x ± sin y ºi cos x ± cos y obþinem F = ctg 3x.

5. E = sin2a; F = 3
2

. 6. sin2α = 1 cos 2
2

− α ; E = 2. 7. cos2α = 1 cos2
2

+ α ; E = 1.

Capitolul 10

Pag. 226

1. a) 5 13
2 ; b) 15 2 ; c) – 123

2
; d) 0. 2. m = 16, n = 4 3 . 3. cos A = – 7

32
 ⇒ unghiul A este obtuz.

4. cos A + cos B + cos C = 
2 2 2

2
b c a

bc
+ −  + 

2 2 2

2
a c b

ac
+ −  + 

2 2 2

2
a b c

ab
+ −  = 39

32
.

6. a = 44; b = 24 2 ; sin B = 6 2
11

.

8. a) c = 4, b = 6; sin B = 3
5

, sin C = 2
5

; b) B 
12
π ; a = 12

sin 12
π

, c = 12
5sin 12

sin
2

π

π ;

sin
12
π  = 6 2

4
−  ºi sin 5

12
π  = 6 2

4
+  ⇒ a = ( )6 2+  ºi c = 12 ( )2 3+ .

Pag. 229

3. a) c= 8; sin A = 6 2
4
−  ⇒ A = 

12
π  ºi sin B = 3

2  ⇒ B = 2
3
π ;

b) C = 5
12

π ; a = 6 3 6− , b = 9 2 3 6− ; c) A = 
2
π ; cos B = 3

2
 ⇒ B = 

6
π ; C = 

3
π ;

d) B = 
2
π ; b = 16 ( )6 2+ ; c = 16(2 + 6 3); e) C = 5

12
π ; b = 12 ( )3 1+ ; c = 12 ( )3 1+ ;

f) B = 2
3
π ; a = 10 3

3
, c = 10 3

3
.

Pag. 233
1. Avem AB

����
 = DC
����

, AD BC=
���� ����

, BD BA AD= +
���� ���� ����

, AC AB BC= +
���� ���� ����

. Ridicând la pãtrat obþinem:
2

BD
����

 = ( BA AD+
���� ����

)2 = ( AD AB−
���� ����

)2 = AD2 + AB2 – 2 AD AB⋅
���� ����

 (1) ºi 
2

AC
����

 = ( AB BC+
���� ����

)2 = AB2 + BC2 +

+ 2 AB BC⋅
���� ����

 = AB2 + AD2 – 2 AD AB⋅
���� ����

 (2). Adunând (1) ºi (2) deducem BD2 + AC2 = 2(AB2 + AD2).

2. Soluþia 1 (vectorialã). Fie ΔABC cu m(ŒA) = 90°, AD ⊥ BC, D ∈ [BC]. Avem CD
����

 = CA
����

 + AD
����

 | ∙ CB
���

⇒ CD
����

∙ CB
���

 = CA
����

∙ CB
���

 + AD
����

∙ CB
���

 = CA
����

∙ CB
���

  (deoarece AD
����

⊥ CB
���

 ⇔ AD
����

∙ CB
���

 = 0
�

);

CD
����

∙ CB
���

 = CA
����
$ ( CA
����

 + AB
����

) = 
2

CA
����

+ CA
����

∙ AB
����

 = 
2

CA
����

. 

(deoarece CA
����

 ⊥ AB
����

 ⇔ CA
����

∙ AB
����

= 0
�

) ⇒
2

CA
����

= CD
����

 ∙ CB
���

 ⇒ CA2 = CB ∙ CD.

Soluþia 2 (sinteticã). ΔADC ~ ΔBAC ⇒ AC DC
BC AC

=  ⇔ AC2 = BC ∙ DC. Analog pentru cealaltã catetã.

$

$ $ $ $

$$

$ $

$
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20. Generalizare: sin(2 1)
sin

n x
x
+  – 2 cos 2x – 2 cos 4x – ... – 2 cos nx = 1, ≤ x ∈ R \ {kπ}, k ∈ Z.

Pag. 219 – Test de evaluare

1. cos α = – 12
13

; tg α = – 5
12

. 2. cos α = 4 3
7 , cos β = 3 3

14 . Din cos(α – β) = 1
2

, cu 0 < β – α < 
2
π  ⇒

⇒ β – α = 
3
π  ⇒ α – β = –

3
π .

4. Folosind formulele pentru a2 – b2, sin x ± sin y ºi cos x ± cos y obþinem F = ctg 3x.

5. E = sin2a; F = 3
2

. 6. sin2α = 1 cos 2
2

− α ; E = 2. 7. cos2α = 1 cos2
2

+ α ; E = 1.

Capitolul 10

Pag. 226

1. a) 5 13
2 ; b) 15 2 ; c) – 123

2
; d) 0. 2. m = 16, n = 4 3 . 3. cos A = – 7

32
 ⇒ unghiul A este obtuz.

4. cos A + cos B + cos C = 
2 2 2

2
b c a

bc
+ −  + 

2 2 2

2
a c b

ac
+ −  + 

2 2 2

2
a b c

ab
+ −  = 39

32
.

6. a = 44; b = 24 2 ; sin B = 6 2
11

.

8. a) c = 4, b = 6; sin B = 3
5

, sin C = 2
5

; b) B 
12
π ; a = 12

sin 12
π

, c = 12
5sin 12

sin
2

π

π ;

sin
12
π  = 6 2

4
−  ºi sin 5

12
π  = 6 2

4
+  ⇒ a = ( )6 2+  ºi c = 12 ( )2 3+ .

Pag. 229

3. a) c= 8; sin A = 6 2
4
−  ⇒ A = 

12
π  ºi sin B = 3

2  ⇒ B = 2
3
π ;

b) C = 5
12

π ; a = 6 3 6− , b = 9 2 3 6− ; c) A = 
2
π ; cos B = 3

2
 ⇒ B = 

6
π ; C = 

3
π ;

d) B = 
2
π ; b = 16 ( )6 2+ ; c = 16(2 + 6 3); e) C = 5

12
π ; b = 12 ( )3 1+ ; c = 12 ( )3 1+ ;

f) B = 2
3
π ; a = 10 3

3
, c = 10 3

3
.
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1. Avem AB

����
 = DC
����

, AD BC=
���� ����

, BD BA AD= +
���� ���� ����

, AC AB BC= +
���� ���� ����

. Ridicând la pãtrat obþinem:
2

BD
����

 = ( BA AD+
���� ����

)2 = ( AD AB−
���� ����

)2 = AD2 + AB2 – 2 AD AB⋅
���� ����

 (1) ºi 
2

AC
����

 = ( AB BC+
���� ����

)2 = AB2 + BC2 +

+ 2 AB BC⋅
���� ����

 = AB2 + AD2 – 2 AD AB⋅
���� ����

 (2). Adunând (1) ºi (2) deducem BD2 + AC2 = 2(AB2 + AD2).

2. Soluþia 1 (vectorialã). Fie ΔABC cu m(ŒA) = 90°, AD ⊥ BC, D ∈ [BC]. Avem CD
����

 = CA
����

 + AD
����

 | ∙ CB
���

⇒ CD
����

∙ CB
���

 = CA
����

∙ CB
���

 + AD
����

∙ CB
���

 = CA
����

∙ CB
���

  (deoarece AD
����

⊥ CB
���

 ⇔ AD
����

∙ CB
���

 = 0
�

);

CD
����

∙ CB
���

 = CA
����
$ ( CA
����

 + AB
����

) = 
2

CA
����

+ CA
����

∙ AB
����

 = 
2

CA
����

. 

(deoarece CA
����

 ⊥ AB
����

 ⇔ CA
����

∙ AB
����

= 0
�

) ⇒
2

CA
����

= CD
����

 ∙ CB
���

 ⇒ CA2 = CB ∙ CD.

Soluþia 2 (sinteticã). ΔADC ~ ΔBAC ⇒ AC DC
BC AC

=  ⇔ AC2 = BC ∙ DC. Analog pentru cealaltã catetã.

$

$ $ $ $

$$

$ $

$
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3. Soluþia 1 (vectorialã). Fie ΔABC cu m(ŒA) = 90°, AD ⊥ BC, D ∈ [BC]. Avem AD
����

 = AB
����

 + BD
����

ºi AD
����

 = AC
����

 + CD
����

. Înmulþind scalar cele douã egalitãþi avem 
2

AD
����

= ( AB
����

+ BD
����

)( AC
����

+ CD
����

) =

= 
0

AB AC⋅
���� ����
�����  + AB

����
∙ CD
����

 + BD
����

∙ AC
����

 + BD
����

∙ CD
����

 = AB
����

∙ CD
����

 + BD
����

( AC
����

+ CD
����

) = AB
����

∙ CD
����

+ BD
����

 ∙ AD
����

 =

= AB
����

∙ CD
����

(deoarece BD
����

⊥ AD
����

 ⇔ BD AD⋅
���� ����

 = 0
�

. Cum AB AD DB= +
���� ���� ����

, avem ( )2
AD AD DB CD= + ⋅
���� ���� ���� ����

 =

= AD CD DB CD⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����

DB CD= ⋅
���� ����

 (deoarece AD CD⋅
���� ����

 = 0). Deducem cã AD2 = BD ∙  CD.

Soluþia 2 (sinteticã). ΔABD ~ ΔCAD ⇒ AD BD
CD AD

=  ⇔ AD2 = BD ∙ CD.

Pag. 237

2. A = 
4
π , B = 

3
π ; C = 5

12
π ; c = 3  + 1; S = 3 3

2
+ . 3. a = 2 19 .

7. S = 84; R = 65
8

; r = 4; cos A = 3
5

; sin B = 56
65

.

8. B = 
3
π  ºi A = C = 

3
π . În concluzie, triunghiul ABC este echilateral.

9. 
2 1 3 6
a b c= =

+
 = x ⇒ a = 2x, b = ( )1 3+ x, c = 6 x;

cos A = 2
2  ⇒ A = 

4
π ; cos B = 6 2

4
−  ⇒ B = 5

12
π ; cos C = 1

2
 ⇒ C = 

3
π .

Pag. 239 – Test de evaluare
1. a) 1v

�
⊥ 2v
�

 ⇔ m( 1v
�

, 2v
�

) = 90° ⇔ cos ( 1v
�

, 2v
�

) = 0 ⇔  1v
�

 ∙ 2v
�

 = 0 ⇔
⇔ (x1 i

�
 + y1 j

�
)(x2 i
�

+ y2 j
�

) = 0 ⇔ x1x2 + y1y2 = 0;
b) Folosind a) avem 1v

�
⊥ 2v
�

 ⇔ 1v
�

∙ 2v
�

 = 0 ⇔ (λ + 1)(λ+ 2) – λ(λ + 5) = 0 ⇔ λ = 1.

4. cos A + cos B = sin C ⇔ 2cos
2

A B+  cos
2

A B−  = 2sin
2
C cos

2
C  ⇔ sin

2
C  $ cos

2
A B−  =

= sin cos
2 2
C C⋅  ⇔ sin ( )cos cos

2 2 2
C A B C− −  = 0 ⇔ cos

2
A B−  = cos

2
C  ⇔ 

2 2
A B C− = ± .

Din A – B = C ⇒ A = 
2
π ; din A – B = –C ⇒ B = 

2
π . Prin urmare, ΔABC este dreptunghic în A sau B.

5. Din teorema cosinusului ºi prima relaþie obþinem cos A = 1
2

, de unde m(ŒA) = 60°. Folosind ºi

relaþia a doua avem cos(B – C) – cos (B + C) = 3
2

 ºi obþinem B – C = 0; m(ŒB) = m(ŒC) = 60°.

6. Transformând în produse egalitatea avem a ( )tg tg
2

A BA +−  = b ( )tg tg
2

A B B+ −  ºi folosind

teorema sinusurilor obþinem sin
2

A B− (tg A – tg B) = 0 ⇔ A = B.

Capitolul 11

Pag. 239 – Algebrã
1. Nu; se foloseºte teorema împãrþirii cu rest.
2. a) n ∈ {1; 3}; pentru n ≥ 5 ultima cifra a numãrului din enunþ este 3, deci nu poate fi pãtrat
perfect; b) n2 < n(n + 1) < (n + 1)2; c) (n – 1)3 < (n – 1)n(n + 1) < n3.
3. a) 8! + 2, 8! + 3, 8! + 4, 8! + 5, 8! + 6, 8! + 7, 8! + 8; b) (n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, ...,
(n + 1)! + (n + 1).

$ $ $$$ $

$

$

$

$
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4. a) Fie { /(3 2)
/(4 3)

d n
d n

+
+  ⇒ { /4(3 2)

/3(4 3)
d n
d n

+
+  ⇒ { /(12 8)

/(12 9)
d n
d n

+
+  ⇒ d / (12n + 9 – 12n – 8) ⇒ d / 1.

5. a) Fie { / 2
/2 3

d n
d n

+
+  ⇒ { /2( 2)

/2 3
d n
d n

+
+  ⇒ { /2 4

/2 3
d n
d n

+
+  ⇒ d / (2n + 4 – 2n – 3) ⇒ d / 1.

6. a) 2 2  1 ,n k+ =  (k ∈ N) ( ) ( )  1n k n k⇔ − + = − ⇒ n = 0; b) n2 + 2003 = k2 (k ∈ N) ⇔

⇔ (n – k)(n + k) = 2003 ⇒ n =1001.
7. a) 14 10x y+ = ; 10x a=  ºi 10y b=  cu a, b ∈ N, a + b = 14; b) analog a).
8. a) k = 2; b) k = 3. 9. a) (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + ca);
b) a3 + b3 + c3 – 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca).
10. Metoda reducerii la absurd. 11. a3 + b3 + c3 = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca) + 3abc.

12. x2 + y2 + z2 = 
22 2x xy y

x y
⎛ + + ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 13. 4(a2 + ab + b2)2.

14. Notãm 1x −  = a, 1y −  = b; 1z −  = c; (a – 1)2 + (b + 1)2 + (c – 1)2 = 0 ⇔

⇔ (a = 1, b = –1, c = 1), dar 1y −  = –1 este imposibil pe R.

15. Notãm x  = a, 1y − = b; 2z −  = c; (a – 1)2 + (b – 1)2 + (c – 1)2 = 0 ⇔ a = b = c = 1;

(x, y, z) = (1, 2, 3). 16. (x, y) = (2, 1) soluþie unicã. 17. a) ma ≥ mh pentru 1
1 a b+ +

, 1
1 b c+ +

, 1
1 c a+ +

.

18. a) b + c = x, c + a = y, a + b = z; b) a2 + 1 ≥ 2a; c) a2 + p2 ≥ 2ap. 19. (a – b)(b – c)(c – a) ≥ 0.
20. Se foloseºte inegalitatea Cauchy-Schwartz; b) Inegalitatea Cauchy; egalitatea are loc pentru

a1 = a2 = ... an = 1
n

. 21. Notãm radicalii cu x, y, z; avem x + y = 2z ⇒ x2 + y2 ≥ 2z2.

23. a) ab
a b+

 ≤ 
4

a b+ ; b) 
1

ab
ab +

≤ 
4

a b+ ; c) ab
ab p+  ≤ 

4
a b

p
+ ; d) 

2

1
a

a +
 ≥ 8 4

9 9
a − ; e) 

2a
a p+

 ≥ 48
9 9

pa − ;

f) (a – b)2 ≥ 0; g) se foloseºte f); h) a(b – 1)2 + b(a – 1)2 ≥ 0; i) se foloseºte f); j) a(b – m)2 +
+ b(a – m)2 ≥ 0; k) se foloseºte h); l) (a – b)2 ≥ 0; m) se foloseºte f); n) se foloseºte f).
25. inegalitatea este echivalentã cu (αy – βx)2 ≥ 0; b) se foloseºte a); c) se foloseºte a).
27. X = {1, 2, 3, 8, 9}. 29. m ∈(–∞; –1] ∪ [1; +∞). 30. –8 + 0 = –8. 31. (0; 0), (0; 1); douã perechi.
32. Pentru prima inegalitate se ridicã la pãtrat. Egalitatea are loc pentru (a, b, c) ∈ {(1, 0, 0);
(0, 1, 0); (0, 0, 1)}. Pentru a doua inegalitate se foloseºte inegalitatea Cauchy. Egalitatea are loc

pentru a = b = c = 1
3

; b) Vezi punctul a). 33. 1 1
2

x
x
− ≤ .

34. a – c = c – b = k ⇒ a = c + k, b = c – k; a4 + b4 = (c + k)4 + (c – k)4 = 2c4 + 12c2k2 + 2k4 ≥ 2c4.
39. a) x ∈ [–1; 3]; b) x ∈ [1 – a; 1 + a]; c) x ∈ [a – 2; a + 2]; d) x ∈ [a – b; a + b];
e) x ∈ (–∞; –1] ∪ [3; +∞); f) x ∈ (–∞; 1 – a] ∪ [1 + a; +∞); g) x ∈ (–∞; a – 2] ∪ [a + 2; +∞);

h) x ∈ (–∞; a – b] ∪ [a + b; +∞); i) x ∈ ( )3; 2−∞ ; j) x ∈ ( )2; 2
a +−∞ ; k) x ∈ ( ); 2

a b+−∞ ;

l) x ∈ (–∞; 0) ∪ (3; +∞); m) x ∈ (–∞; 0) ∪ (a + 2; +∞); x ∈ [0; a + b]; o) x ∈ (–∞; 0) ∪ (4; +∞);

p) x ∈ (–∞; 0) ∪ ( )2 2 2 ;3
a b c+ + + ∞ . 40. x ∈ {–4; –2; 0}; b) x ∈ ∅; c) x ∈ ∅; d) x ∈ ∅; e) [0; 1];

f) x ∈ [0; a]; g) x ∈ [–1; 1]; h) [–a; a]; i) x ∈{0; 2}; j) x ∈ {0; 2a}; k) x ∈ { }2( )0; 3
a b+ .

41. a) x ∈ { }3 333; 2; 2
±− ; b) x ∈ {–2; 6; 3 21± }; c) x ∈ { }12; 2− ; d) x ∈ { }1 1;12 2− ;
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d n
d n

+
+  ⇒ { /4(3 2)

/3(4 3)
d n
d n

+
+  ⇒ { /(12 8)

/(12 9)
d n
d n

+
+  ⇒ d / (12n + 9 – 12n – 8) ⇒ d / 1.

5. a) Fie { / 2
/2 3

d n
d n

+
+  ⇒ { /2( 2)

/2 3
d n
d n

+
+  ⇒ { /2 4

/2 3
d n
d n

+
+  ⇒ d / (2n + 4 – 2n – 3) ⇒ d / 1.

6. a) 2 2  1 ,n k+ =  (k ∈ N) ( ) ( )  1n k n k⇔ − + = − ⇒ n = 0; b) n2 + 2003 = k2 (k ∈ N) ⇔

⇔ (n – k)(n + k) = 2003 ⇒ n =1001.
7. a) 14 10x y+ = ; 10x a=  ºi 10y b=  cu a, b ∈ N, a + b = 14; b) analog a).
8. a) k = 2; b) k = 3. 9. a) (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + bc + ca);
b) a3 + b3 + c3 – 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca).
10. Metoda reducerii la absurd. 11. a3 + b3 + c3 = (a + b + c)(a2 + b2 + c2 – ab – bc – ca) + 3abc.

12. x2 + y2 + z2 = 
22 2x xy y

x y
⎛ + + ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

. 13. 4(a2 + ab + b2)2.

14. Notãm 1x −  = a, 1y −  = b; 1z −  = c; (a – 1)2 + (b + 1)2 + (c – 1)2 = 0 ⇔

⇔ (a = 1, b = –1, c = 1), dar 1y −  = –1 este imposibil pe R.

15. Notãm x  = a, 1y − = b; 2z −  = c; (a – 1)2 + (b – 1)2 + (c – 1)2 = 0 ⇔ a = b = c = 1;

(x, y, z) = (1, 2, 3). 16. (x, y) = (2, 1) soluþie unicã. 17. a) ma ≥ mh pentru 1
1 a b+ +

, 1
1 b c+ +

, 1
1 c a+ +

.

18. a) b + c = x, c + a = y, a + b = z; b) a2 + 1 ≥ 2a; c) a2 + p2 ≥ 2ap. 19. (a – b)(b – c)(c – a) ≥ 0.
20. Se foloseºte inegalitatea Cauchy-Schwartz; b) Inegalitatea Cauchy; egalitatea are loc pentru

a1 = a2 = ... an = 1
n

. 21. Notãm radicalii cu x, y, z; avem x + y = 2z ⇒ x2 + y2 ≥ 2z2.

23. a) ab
a b+

 ≤ 
4

a b+ ; b) 
1

ab
ab +

≤ 
4

a b+ ; c) ab
ab p+  ≤ 

4
a b

p
+ ; d) 

2

1
a

a +
 ≥ 8 4

9 9
a − ; e) 

2a
a p+

 ≥ 48
9 9

pa − ;

f) (a – b)2 ≥ 0; g) se foloseºte f); h) a(b – 1)2 + b(a – 1)2 ≥ 0; i) se foloseºte f); j) a(b – m)2 +
+ b(a – m)2 ≥ 0; k) se foloseºte h); l) (a – b)2 ≥ 0; m) se foloseºte f); n) se foloseºte f).
25. inegalitatea este echivalentã cu (αy – βx)2 ≥ 0; b) se foloseºte a); c) se foloseºte a).
27. X = {1, 2, 3, 8, 9}. 29. m ∈(–∞; –1] ∪ [1; +∞). 30. –8 + 0 = –8. 31. (0; 0), (0; 1); douã perechi.
32. Pentru prima inegalitate se ridicã la pãtrat. Egalitatea are loc pentru (a, b, c) ∈ {(1, 0, 0);
(0, 1, 0); (0, 0, 1)}. Pentru a doua inegalitate se foloseºte inegalitatea Cauchy. Egalitatea are loc

pentru a = b = c = 1
3

; b) Vezi punctul a). 33. 1 1
2

x
x
− ≤ .

34. a – c = c – b = k ⇒ a = c + k, b = c – k; a4 + b4 = (c + k)4 + (c – k)4 = 2c4 + 12c2k2 + 2k4 ≥ 2c4.
39. a) x ∈ [–1; 3]; b) x ∈ [1 – a; 1 + a]; c) x ∈ [a – 2; a + 2]; d) x ∈ [a – b; a + b];
e) x ∈ (–∞; –1] ∪ [3; +∞); f) x ∈ (–∞; 1 – a] ∪ [1 + a; +∞); g) x ∈ (–∞; a – 2] ∪ [a + 2; +∞);

h) x ∈ (–∞; a – b] ∪ [a + b; +∞); i) x ∈ ( )3; 2−∞ ; j) x ∈ ( )2; 2
a +−∞ ; k) x ∈ ( ); 2

a b+−∞ ;

l) x ∈ (–∞; 0) ∪ (3; +∞); m) x ∈ (–∞; 0) ∪ (a + 2; +∞); x ∈ [0; a + b]; o) x ∈ (–∞; 0) ∪ (4; +∞);

p) x ∈ (–∞; 0) ∪ ( )2 2 2 ;3
a b c+ + + ∞ . 40. x ∈ {–4; –2; 0}; b) x ∈ ∅; c) x ∈ ∅; d) x ∈ ∅; e) [0; 1];

f) x ∈ [0; a]; g) x ∈ [–1; 1]; h) [–a; a]; i) x ∈{0; 2}; j) x ∈ {0; 2a}; k) x ∈ { }2( )0; 3
a b+ .

41. a) x ∈ { }3 333; 2; 2
±− ; b) x ∈ {–2; 6; 3 21± }; c) x ∈ { }12; 2− ; d) x ∈ { }1 1;12 2− ;
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e) x ∈ { }1 5; 1 2 5± ± ; f) x + 4 = t; g) x2 + 10x = t, (t + 16)(t + 24) = 4t + 125;

h) x2 – 7x + 8 = t, (t – 2)(t + 2) = 12; i) x2 + 3x – 7 = t, x ∈ { }3 41 3 33;2 2
− ± − ± ;

j) (2x + 3)(x2 + 3x + 6) = 0; k) x + 2 = t, x ∈ { }2 5− ± ; l) x + a + 1 = t; m) x ∈ { }4 61; 3;
2

± .

42. a) x = 2; b) D = [2; +∞), S = {11; 38}; c) D = [a; b], x = 
2 2( 2)

2
a b b a+ + − −

; d) x ∈ [5; 10];

e) x ∈ {1; 2}; f) D = (–∞; –1] ∪ [2; +∞), x = – 2 5+ ; g) x = 1; h) x ∈ {a; b}; i) x = 2;

j) x ∈ {–14; 1}; k) x = a2 + a; l) x ∈ { };a c
b d− − ; m) x = 1; n) D = [–2; 2], x = –2.

43. a) x ∈ {16; 81}; b) x ∈ [16; 81]. 44. a) x = 3; b) 2x a+  = t; c) 2x a+  = t.

45. (x, y, z) = (a + 1, b + 1, c + 1). 46. a) x ∈ { }1 4;3 3− ; b) x = 4
3

. 47. x = 
2

a b+ .

48. a) x ∈ {1; 3; 5}; b) x ∈ {–4; –1; 2; 5}; c) x ∈ {1; 4}; d) x ∈ {11; 16; 21; 26}; e) x ∈ {–5; –2};

f) x ∈ {–14; –10; –6}; g) x ∈ { }1 ; 13
; h) x ∈ { }1 1; ; 1

2 4
− ; i) xk = k(n + 1) – 2n + 1, unde

k ∈ {–n, –n + 1, –n + 2, ..., 0, 1, 2}; ecuaþia are (n + 3) soluþii; j) xk = (2n + 1)k – 6n – 2, unde
k ∈ {2n + 1, 2n + 2, ..., 4n}; ecuaþia are 2n soluþii; k) xk = (n + 2)k + n, unde k ∈ {–2n, –2n + 1,

..., –n}; ecuaþia are (n + 1) soluþii; l) xk = 1
1

n k
n
⋅ +

+
, unde k ∈ {–n + 2, –n + 3, ..., –2, –1, 0, 1};

ecuaþia are n soluþii. 50. M = {–19; 5}; S = –14.

51. A = {–14; –5; –2; –1; 0; 1; 4; 13}. 52. m ∈ ( )1 1;
4 4

− . 53. a = 2, b = 2
3

.

54. (a + b + c – x) ( )1 1 1
x a x b x c

+ +− − −  = 0; x1 = a + b + c ∈ R, x2 ºi x3 sunt soluþiile ecuaþiei

3x2 – 2(a + b + c)x + ab + bc + ca = 0 cu Δ = a2 + b2 + c2 – ab – bc – ac ≥0, deci x2, x3 ∈ R;

x1, x2, x3 ∉ {a, b, c}. 55. A = {–2; 0; 1}, S = –1. 56. A = {1; 2; 3}. 57. x1x2 – 3(x1 + x2) = 5
2

 ∉ Z.

58. x4 = x13 ºi x3 = x8; card A = 98. 59. m ∈ (–1; 2). 63. a) xV = m n
m

− − , yV = 
2n

m
− .

Dacã n = 0, obþinem dreapta x = –1; dacã n ≠ 0 obþinem dreapta y = n(x + 1);

b) AB = |x1 – x2| = 2 n
m

; VF = 
2

4
n

a m
−Δ = , deci 2VF = |n|AB;  c) Punctul fix cãutat este P(–1, 0).

64. F(1; 0). 65. F(1; 0). 66. fm(x) = mx2 – 2mx + 3(1 – m), m ∈ R*. 67. xV = yV ⇔ m = 1
4

.

68. m ∈ [–11; 5]. 69. m ≤ 1
4

. 70. a) (2x + m)2 ≥ 0; b) m ∈ 40,
3

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

. c) Fie a2 + ma + m2 = n,

 n ∈ N; pentru n = 2m2, m ≠ 0 ⇒ a1,2 = 5
2

m m− ±  ∈ R \ Q; pentru m = 0, avem a = 2 ∈ R \ Q.

71. m ∈ 3 3,4 4
⎡ ⎤−⎢ ⎥⎣ ⎦

. 74. m ∈ (–∞, 0) ∪ (2, +∞).
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76. b) f(x) = nx2 – 2(a1 + a2 + ... + an)x + 2 2 2
1 2 ... na a a+ + + ; f(x) ≥ f ( )2

b
a− , ≤ x ∈ R.

77. a) f(x) = x + 2; b) f(x) = x + a; c) f(x) = x – b.
78. b) x1 = a + b, 2x2 – (a + b)x + 2(a2 – ab + b2) = 0.
82. f(x) = –x2 + 2mx + 7m. 83. Se scad ecuaþiile.

84. Δ1 = 2
1a  – 4b1, Δ2 = 2

2a  – 4b2; Δ1 + Δ2 = (a1 – a2)
2 ≥ 0 ⇒ cel puþin un discriminant este pozitiv..

85. Inegalitatea Cauchy–Schwartz: (x + 2y + 3z)2 ≤ (x2 + y2 + z2)(12 + 22 + 32)

⇒ x2 + y2 + z2 ≥ 
2

14
a  = 14 ⇔ a = ±14; b) Generalizare la punctul a): a = ± ( 1)(2 1)

6
n n n+ + .

86. 24x1x2 = 5(x1 + x2) + 4.
87. Presupunem Δ1 < 0, Δ2 < 0, Δ3 < 0 ºi obþinem (a + b + c)2 < 0, contradicþie.
88. Presupunem Δ1 < 0, Δ2 < 0, Δ3 < 0; obþinem Δ1 + Δ2 + Δ3 = 3(a + b + c)2 < 0, contradicþie.

89. 1 4
2 3 3 8

m n m n
m n m n

− + −= =
+ + −

 ⇔ (m, n) = (3, 1). 90. m ∈ {0} ∪ [1; +∞). 91. min
x∈�

f(x) = b – a.

92. Ecuaþia (m – 1)x2 – 2(m + 1)x – (m + 1) = 0 are douã soluþii distincte Δ > 0 ⇔ 8m(m + 1) > 0 ⇔

⇔ m ∈ (–∞; –1) ∪ (0; +∞). 93. m ∈ { }5 13
2

± .

94. Ecuaþia de gradul al doilea în x: 2x2 + 5xy + 2y2 – 14 = 0 are (Δ = 9y2 + 112 = p2 cu
p ∈ Z) ⇔ 9y2 – p2 = –112 ⇔ (3y – p)(3y + p) = –24 $ 7 etc.

95. m ∈ ( )10,
5

.  96. Se aplicã proprietatea pentru x, y; apoi z, t ºi se înlocuieºte t = 3xyz
xy yz zx+ +

.

97. T = 3. 98. f(x) = x2 + k, k ∈ R. 99. T = 4. 100. T = 2b. 101. x ∈ )8 50, ,
3 2

⎡ ⎤ ⎡∪ + ∞⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
.

102. abx(x – 1)2 + bcx(x – 1)2 + ac(x2 – 1)2 ≥ 0. 103. m ∈ [–4; 0]. 104. card A = 1.
105. m ∈ (–1; 5). 106. f(x) = 2x2 – 1. 107. f(x) = x – b. 108. f(R) = [–1, +∞).

109. x → 2a – x; f(x) = 3
5

g(a – x) – 2
5

g(x + a). 110. Im f = )1 ,
8

⎡− + ∞⎢⎣
.

111. f(x) = 
1 , dacã 1

0, dacã [1, 2]
2, dacã 2

x x
x

x x

− <⎧⎪ ∈⎨
⎪ − >⎩

. 112. Pentru m = 8
3

 rãdãcina comunã este x0 = 2.

113. Δ > 0, P < 0; m ∈ (–∞; –10) ∪ (0; +∞).  114. Δ1 < 0, Δ2 < 0, m ∈ ( )1 ; 1 2 2
4

+ .

115. (a; b) ∈ {(0; 0); (2; 3); (3; 2); (1; 5); (5; 1); (2; 2)}. 116. b ≥ a = c. 117. E = 25.

118. m ≤ 1. 119. x1 = a + b,  x2 = 
2

a b+ . 120. a) Δ = 5(m – 1)2 ≥  0; b) m ∈ ( ) ( ); 5 5;−∞ − ∪ + ∞ .

121. a) f(1) = 1; b) f(1) = 1. 122. a) f(2) = 2; b) f(a) = a. 123. a) f(1) = 1; b) f(1) = 1.
124. a) (x; y) = {(4; 5); (5; 4)}; b) (x; y) ∈ {(5; 5); (–5; –5)}; c) (x; y) ∈ {(2; 3); (–2; –3)};

d) (x; y) = (2; 1); e) (x; y) = (2; –1); f) (x; y) = (a; b); (x; y) ∈ ( ) ( ){ }1 1(1; 3); (3; 1); 1, ; , 1
3 3

;

h) (x; y) ∈ ( ) ( ){ }1 1(1; 2); (2; 1); ; 1 ; 1;
2 2

; i) se scad ecuaþiile; j) y = 
2 9
3

x − , x4 – 18(x + 1)2 = 0;

k) (x; y; z) = (0; 1; 3); l) (x; y; z) = (0; 1; k); m) (x; y; z) = (1; 1; 2); n) (x; y; z) =(2; 2; –2);
o) x = y = z ∈ {±1}.
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76. b) f(x) = nx2 – 2(a1 + a2 + ... + an)x + 2 2 2
1 2 ... na a a+ + + ; f(x) ≥ f ( )2

b
a− , ≤ x ∈ R.

77. a) f(x) = x + 2; b) f(x) = x + a; c) f(x) = x – b.
78. b) x1 = a + b, 2x2 – (a + b)x + 2(a2 – ab + b2) = 0.
82. f(x) = –x2 + 2mx + 7m. 83. Se scad ecuaþiile.

84. Δ1 = 2
1a  – 4b1, Δ2 = 2

2a  – 4b2; Δ1 + Δ2 = (a1 – a2)
2 ≥ 0 ⇒ cel puþin un discriminant este pozitiv..

85. Inegalitatea Cauchy–Schwartz: (x + 2y + 3z)2 ≤ (x2 + y2 + z2)(12 + 22 + 32)

⇒ x2 + y2 + z2 ≥ 
2

14
a  = 14 ⇔ a = ±14; b) Generalizare la punctul a): a = ± ( 1)(2 1)

6
n n n+ + .

86. 24x1x2 = 5(x1 + x2) + 4.
87. Presupunem Δ1 < 0, Δ2 < 0, Δ3 < 0 ºi obþinem (a + b + c)2 < 0, contradicþie.
88. Presupunem Δ1 < 0, Δ2 < 0, Δ3 < 0; obþinem Δ1 + Δ2 + Δ3 = 3(a + b + c)2 < 0, contradicþie.

89. 1 4
2 3 3 8

m n m n
m n m n

− + −= =
+ + −

 ⇔ (m, n) = (3, 1). 90. m ∈ {0} ∪ [1; +∞). 91. min
x∈�

f(x) = b – a.

92. Ecuaþia (m – 1)x2 – 2(m + 1)x – (m + 1) = 0 are douã soluþii distincte Δ > 0 ⇔ 8m(m + 1) > 0 ⇔

⇔ m ∈ (–∞; –1) ∪ (0; +∞). 93. m ∈ { }5 13
2

± .

94. Ecuaþia de gradul al doilea în x: 2x2 + 5xy + 2y2 – 14 = 0 are (Δ = 9y2 + 112 = p2 cu
p ∈ Z) ⇔ 9y2 – p2 = –112 ⇔ (3y – p)(3y + p) = –24 $ 7 etc.

95. m ∈ ( )10,
5

.  96. Se aplicã proprietatea pentru x, y; apoi z, t ºi se înlocuieºte t = 3xyz
xy yz zx+ +

.

97. T = 3. 98. f(x) = x2 + k, k ∈ R. 99. T = 4. 100. T = 2b. 101. x ∈ )8 50, ,
3 2

⎡ ⎤ ⎡∪ + ∞⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
.

102. abx(x – 1)2 + bcx(x – 1)2 + ac(x2 – 1)2 ≥ 0. 103. m ∈ [–4; 0]. 104. card A = 1.
105. m ∈ (–1; 5). 106. f(x) = 2x2 – 1. 107. f(x) = x – b. 108. f(R) = [–1, +∞).

109. x → 2a – x; f(x) = 3
5

g(a – x) – 2
5

g(x + a). 110. Im f = )1 ,
8

⎡− + ∞⎢⎣
.

111. f(x) = 
1 , dacã 1

0, dacã [1, 2]
2, dacã 2

x x
x

x x

− <⎧⎪ ∈⎨
⎪ − >⎩

. 112. Pentru m = 8
3

 rãdãcina comunã este x0 = 2.

113. Δ > 0, P < 0; m ∈ (–∞; –10) ∪ (0; +∞).  114. Δ1 < 0, Δ2 < 0, m ∈ ( )1 ; 1 2 2
4

+ .

115. (a; b) ∈ {(0; 0); (2; 3); (3; 2); (1; 5); (5; 1); (2; 2)}. 116. b ≥ a = c. 117. E = 25.

118. m ≤ 1. 119. x1 = a + b,  x2 = 
2

a b+ . 120. a) Δ = 5(m – 1)2 ≥  0; b) m ∈ ( ) ( ); 5 5;−∞ − ∪ + ∞ .

121. a) f(1) = 1; b) f(1) = 1. 122. a) f(2) = 2; b) f(a) = a. 123. a) f(1) = 1; b) f(1) = 1.
124. a) (x; y) = {(4; 5); (5; 4)}; b) (x; y) ∈ {(5; 5); (–5; –5)}; c) (x; y) ∈ {(2; 3); (–2; –3)};

d) (x; y) = (2; 1); e) (x; y) = (2; –1); f) (x; y) = (a; b); (x; y) ∈ ( ) ( ){ }1 1(1; 3); (3; 1); 1, ; , 1
3 3

;

h) (x; y) ∈ ( ) ( ){ }1 1(1; 2); (2; 1); ; 1 ; 1;
2 2

; i) se scad ecuaþiile; j) y = 
2 9
3

x − , x4 – 18(x + 1)2 = 0;

k) (x; y; z) = (0; 1; 3); l) (x; y; z) = (0; 1; k); m) (x; y; z) = (1; 1; 2); n) (x; y; z) =(2; 2; –2);
o) x = y = z ∈ {±1}.
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Pag. 252 – Geometrie
1. Dacã n = 2k, k ∈ N*, atunci M este mijlocul segmentului [AkAk+1], iar dacã n = 2k + 1, k ∈ N*, atunci

M coincide cu Ak+1. Obþinem: 1 2 ... nPA PA PA+ + +
����� ����� �����

 = 1 2( ) ( ) ... ( )nPM MA PM MA PM MA+ + + + + +
����� ������ ����� ������ ����� ������

 =

= n PM
�����

 + 1 2( ... )nMA MA MA+ + +
�

������ ������ ������
�����������  = 0nPM nPM+ =

����� � �����
.

2. Construim paralele prin P la laturile ΔABC. Avem: 12PP PM PQ= +
���� ����� ����

, 22PP PT PN= +
����� ���� ����

,

32PP PS PR= +
����� ��� ����

; adunãm cele trei relaþii ⇒ 2( 1 2 3PP PP PP+ +
���� ����� �����

) = ( PQ PT+
���� ����

) + ( PN PR+
���� ����

) +

+ ( PS PM+
��� �����

) = PA PB PC+ +
���� ���� ����

 = ( PO OA+
���� ����

) + ( PO OB+
���� ����

) + ( PO OC+
���� ����

) = 3 PO
����

 + ( OA OB OC+ +
���� ���� ����

) =

= 3 0PO +
���� �

 = 3 PO
����

. Deducem 1 2 3PP PP PP+ +
���� ����� �����

 = 3
2

PO
����

.

3. a) AM AO OM= +
����� ���� �����

, AN AO ON= +
���� ���� ����

. AM AN⋅
����� ����

 = 
2

AO AO ON OM AO OM ON+ ⋅ + ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����� ���� ����� ����

 =

= AO2 + 
0

( )AO OM ON⋅ +
�

���� ����� ����
�����  + 

2R

OM ON
−

⋅
����� ����
�����  = AO2 – R2 = const.; b) Fie C ′ punctul diametral opus lui C în

cercul dat; avem m(ŒCBC′) = 90°; ( )AB AC AC C B AC′ ′⋅ = + ⋅
���� ���� ����� ���� ����

 = AC AC C B AC′ ′⋅ + ⋅
����� ���� ���� ����

 = AC AC′ ⋅
����� ����

(deoarece C B AC′ ⊥
���� ����

 ⇒ C B AC′ ⋅
���� ����

 = 0) ⇒ AB AC AC⋅ =
���� ���� ����� ��

AC′ ⋅
���� a)

= AO2 – R2 = const.

4. a) MA MI IA= +
����� ���� ���

; MB MI IB= +
����� ���� ���

; MA2 – MB2 = ( MA MB+
����� �����

)( MA MB−
����� �����

) =

= ( 2MI IA IB+ +
�

���� ��� ���
����� )( IA IB−

��� ���
) = (2 0)( )MI BI IA+ +

���� � ��� ���
 = 2MI BA⋅

���� ����
 = 2IM AB⋅

���� ����
;

b) dreaptã perpendicularã pe AB; c) dreaptã perpendicularã pe linia centrelor O1O2.

5. AC AB BC= +
���� ���� ����

; BD BC CD= +
���� ���� ����

; ( )( )AC BD AB BC BC CD⋅ = + +
���� ���� ���� ���� ���� ����

 = AB BC AB CD⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����

 +

+ BC BC⋅
���� ����

 + BC CD⋅
���� ����

 = ( )AB CD BC AB BC CD⋅ + + +
���� ���� ���� ���� ���� ����

 = AB CD BC AD⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����

.

6. Fie E ºi F  mijloacele segmentelor [AB] ºi [CD]. 2PA PB PE EA PE EB PE+ = + + + =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

;
2PC PD PF FC PF FD PF+ = + + + =

���� ���� ��� ���� ��� ���� ���
; PE PF PO+ =
���� ��� ����

 = const. b) Se foloseºte exerciþiul anterior ºi
AB CD⋅
���� ����

 = 0 (AB ⊥ CD). c) 
2 2

AB CD+
���� ����

 = 8R2 – 4OP2 = const.

7. a) Cercul de centru I ºi raza 2

2
k IA− , cu condiþia k > 2IA2 ⇔ k > 

2

2
AB ; b) Cercul de centru G

cu condiþia k > GA2 + GB2 + GC2.
9. Fie M , N mijloacele coardelor [AD], [CD]. Avem OMPN dreptunghi. Obþinem:

PA PB PC PD+ + +
���� ���� ���� ����

 = PO OA PO OB PO OC PO OD+ + + + + + +
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 = 4 ( ) ( )PO OA OB OC OD+ + + +
���� ���� ���� ���� ����

 =

= 4 2 2PO OM ON+ +
���� ����� ����

 = 4 2PO OP+
���� ����

 = 2PO
����

.

11. a) AM BN CP+ +
����� ���� ���

 = 1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

AB AC BC BA CB CA+ + + + +
���� ���� ���� ���� ��� ����

 = 1 ( )
2

AB BA+ +
���� ����

1 1( ) ( )
2 2

BC CB CA AC+ + + +
���� ��� ���� ����

 = 0
�

; b) GA GB GC+ +
���� ���� ����

 = 2 2 2
3 3 3

AM BN CP− − −
����� ���� ���

 =

2 ( )
3

AM BN CP− + +
����� ���� ���

 
a)
=  0
�

; c) GM GN GP+ +
����� ���� ����

 = 1 1 1
3 3 3

AM BN CP+ +
����� ���� ���

 = 1 ( )
3

AM BN CP+ +
����� ���� ���

 
a)
=  0
�

.

12. G ≡ G′ ⇔ 0AA BB CC′ ′ ′+ + =
����� ���� ���� �

.

13. Fie k valoarea comunã a rapoartelor din enunþ. Avem MA
MB

�����
�����  = k ⇔ MA kMB=

����� �����
 = ( )k MA MB= +

�� ����� �����
 ⇔

⇔ 
1

kMA AB
k

=
−

����� ����
. Analog 

1
kNB BC

k
=

−
���� ����

, 
1

kPC CA
k

=
−

���� ����
.

Obþinem ⇔ ( ) 0
1

kMA NB PC AB BC CA
k

+ + = + + =
−

����� ���� ���� ���� ���� ���� �
. Cu ex. 12 ⇒ ΔMNP ºi ΔABC au acelaºi centru

de greutate.
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14. P ,4 4
A B C D A B C Dx x x x y y y y+ + + + + +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

21. a) Alegând un sistem de coordonate cu originea în A ºi semiaxe ( ,AB AC
���� ����

) 
not

( , )i j=
� �

. Obþinem

A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1), D(0, 1), M ( )7 , 0
8

, N ( )11,
3

. Avem (DN): 2x + 3y = 3, (CM): 8x – y = 7.

Rezultã P ( )12 5,13 13 , de unde AP
���� 12 5

13 13
i j= +
� �

; b) | |AP
����

= 1.

22. În coordonate condiþia datã se scrie |x – a| $ |x – b| = k|x – c| $ |x – d| ⇔ |(x – a)(x – b)| =
= k|(x – c)(x – d)| ⇔ (x – a)(x – b) = ±k(x – c)(x – d). Poziþia punctului M se determinã calculând
pe x din relaþia de mai sus.

23. a) Fie O intersecþia diagonalelor; în ΔMAC, MO medianã: 2MA MC MO+ =
����� ����� �����

 (1); în ΔMBD, MO

medianã: 2MB MD MO+ =
����� ����� �����

 (2). Din (1) ºi (2): MA MC MB MD+ = +
����� ����� ����� �����

; b) Se foloseºte relaþia medianei

în triunghiurile MAC ºi MBD; în ΔMAC: MO2 = 
2 2 2

2 4
MA MC AC+ − ; în ΔMBD: MO2 = 

2 2 2

2 4
MB MD BD+ − .

Cum AC = BD, relaþia cerutã este imediatã; c) Se ridicã la pãtrat egalitatea vectorialã a) ºi se þine
seama de b).

24. Avem: 1 ( )
2

AM AB AC= +
����� ���� ����

, 1 ( )
2

BN BA BC= +
���� ���� ����

, 1 ( )
2

CP CA CB= +
��� ���� ���

. Prin adunare obþinem:

0 0 0

1 ( )
2

AM BN CP AB BA AC CA BC CB+ + = + + + + +
� � �

����� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���
����� ����� ����� = 0

�
.

25. MA MB BA MB k BC′ ′= + = + ⋅
����� ����� ����� ����� ����

, MB MC CB MC k CA′ ′= + = + ⋅
����� ����� ���� ����� ����

, MC MA AC MA k AB′ ′= + = + ⋅
������ ����� ����� ����� ����

.

Adunând cele trei egalitãþi obþinem: MA MB MC MB MC MA′ ′ ′+ + = + +
����� ����� ������ ����� ����� �����

 + k( )AB BC CA+ +
���� ���� ����

 =

MA MB MC= + +
����� ����� �����

 (1). Dacã G este centrul de greutate al ΔABC, avem: MA MB MC+ +
����� ����� �����

 = 3 MG
�����

 (2).

Dacã G′ este centrul de greutate al ΔA′B′C ′, avem: 3MA MB MC MG′ ′ ′+ + =
����� ����� ������ �����

′  (3). Din (1), (2), (3)

⇒ G ≡ G′.

26. Avem CE CA AE= +
��� ���� ����

 ºi BG BA AG= +
���� ���� ����

; ( )( )CE BG CA AE BA AG⋅ = + +
��� ���� ���� ���� ���� ����

 = CA BA CA AG⋅ + ⋅ +
���� ���� ���� ����

AE BA AE AG+ ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����

. Dar CA AG⋅
���� ����

 = 0
�

 (CA ⊥ AG), AE BA⋅
���� ����

 = 0
�

 (AE ⊥ BA), iar CA AB AE AB⋅ + ⋅ =
���� ���� ���� ����

AB AC AE AG= ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����

 = bc cos A + bc cos (π – A) = bc cos A – bc cos A = 0, de unde CE ⊥ BG.

27. În ΔMBC, MD medianã: 2MB MC MD+ =
����� ����� �����

 (1). În ΔMAD, G împarte latura AD în raportul

AD
GD

 = 2. Avem: 
(1)2

1 2 3
MA MD MA MB MCMG + + += =+

����� ����� ����� ����� ����������
 ⇒ 3 MG MA MB MC= + +

����� ����� ����� �����
. Ridicând la pãtrat

obþinem: 
2 2 2 2

9 2 2 2MG MA MB MC MA MB MB MC MC MA= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

, de unde se obþine relaþia cerutã.

28. a) În patrulaterul ABFE avem: 0EF FB BA AE+ + + =
��� ��� ���� ���� �

 (1). În patrulaterul CDEF avem:

0EF FC CD DE+ + + =
��� ���� ���� ���� �

 (2). Adunând (1) ºi (2) ⇒ 2 ( ) ( ) 0EF FB FC AE DE BA CD+ + + + + + =
��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� �

 ⇔

⇔ 2 EF AB CD= −
��� ���� ����

; b) Ridicând a) la pãtrat ºi þinând seama cã AB CD⋅
���� ����

 = 0 (AB ⊥ CD) se obþine

4
2 2 2 2 2

2( )EF AB CD AB CD AB CD= + − ⋅ = +
��� ���� ���� ���� ���� ���� ����

;

c) |AD AB BD CD= + ⋅
���� ���� ���� ����

 ⇒ AD CD AB CD BD CD⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ����

 BD CD= ⋅
���� ����

;

d) |AD AC CD AB= + ⋅
���� ���� ���� ����

 ⇒ AD AB AC AB CD AB⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ����

 AC AB= ⋅
���� ����

.
30. A(–9; –2), B(3, 2), C(–1, 4) sau A(–9; –2), B(–1, 4), C(3, 2). 33. 15.
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14. P ,4 4
A B C D A B C Dx x x x y y y y+ + + + + +⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.

21. a) Alegând un sistem de coordonate cu originea în A ºi semiaxe ( ,AB AC
���� ����

) 
not

( , )i j=
� �

. Obþinem

A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1), D(0, 1), M ( )7 , 0
8

, N ( )11,
3

. Avem (DN): 2x + 3y = 3, (CM): 8x – y = 7.

Rezultã P ( )12 5,13 13 , de unde AP
���� 12 5

13 13
i j= +
� �

; b) | |AP
����

= 1.

22. În coordonate condiþia datã se scrie |x – a| $ |x – b| = k|x – c| $ |x – d| ⇔ |(x – a)(x – b)| =
= k|(x – c)(x – d)| ⇔ (x – a)(x – b) = ±k(x – c)(x – d). Poziþia punctului M se determinã calculând
pe x din relaþia de mai sus.

23. a) Fie O intersecþia diagonalelor; în ΔMAC, MO medianã: 2MA MC MO+ =
����� ����� �����

 (1); în ΔMBD, MO

medianã: 2MB MD MO+ =
����� ����� �����

 (2). Din (1) ºi (2): MA MC MB MD+ = +
����� ����� ����� �����

; b) Se foloseºte relaþia medianei

în triunghiurile MAC ºi MBD; în ΔMAC: MO2 = 
2 2 2

2 4
MA MC AC+ − ; în ΔMBD: MO2 = 

2 2 2

2 4
MB MD BD+ − .

Cum AC = BD, relaþia cerutã este imediatã; c) Se ridicã la pãtrat egalitatea vectorialã a) ºi se þine
seama de b).

24. Avem: 1 ( )
2

AM AB AC= +
����� ���� ����

, 1 ( )
2

BN BA BC= +
���� ���� ����

, 1 ( )
2

CP CA CB= +
��� ���� ���

. Prin adunare obþinem:

0 0 0

1 ( )
2

AM BN CP AB BA AC CA BC CB+ + = + + + + +
� � �

����� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���
����� ����� ����� = 0

�
.

25. MA MB BA MB k BC′ ′= + = + ⋅
����� ����� ����� ����� ����

, MB MC CB MC k CA′ ′= + = + ⋅
����� ����� ���� ����� ����

, MC MA AC MA k AB′ ′= + = + ⋅
������ ����� ����� ����� ����

.

Adunând cele trei egalitãþi obþinem: MA MB MC MB MC MA′ ′ ′+ + = + +
����� ����� ������ ����� ����� �����

 + k( )AB BC CA+ +
���� ���� ����

 =

MA MB MC= + +
����� ����� �����

 (1). Dacã G este centrul de greutate al ΔABC, avem: MA MB MC+ +
����� ����� �����

 = 3 MG
�����

 (2).

Dacã G′ este centrul de greutate al ΔA′B′C ′, avem: 3MA MB MC MG′ ′ ′+ + =
����� ����� ������ �����

′  (3). Din (1), (2), (3)

⇒ G ≡ G′.

26. Avem CE CA AE= +
��� ���� ����

 ºi BG BA AG= +
���� ���� ����

; ( )( )CE BG CA AE BA AG⋅ = + +
��� ���� ���� ���� ���� ����

 = CA BA CA AG⋅ + ⋅ +
���� ���� ���� ����

AE BA AE AG+ ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����

. Dar CA AG⋅
���� ����

 = 0
�

 (CA ⊥ AG), AE BA⋅
���� ����

 = 0
�

 (AE ⊥ BA), iar CA AB AE AB⋅ + ⋅ =
���� ���� ���� ����

AB AC AE AG= ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����

 = bc cos A + bc cos (π – A) = bc cos A – bc cos A = 0, de unde CE ⊥ BG.

27. În ΔMBC, MD medianã: 2MB MC MD+ =
����� ����� �����

 (1). În ΔMAD, G împarte latura AD în raportul

AD
GD

 = 2. Avem: 
(1)2

1 2 3
MA MD MA MB MCMG + + += =+

����� ����� ����� ����� ����������
 ⇒ 3 MG MA MB MC= + +

����� ����� ����� �����
. Ridicând la pãtrat

obþinem: 
2 2 2 2

9 2 2 2MG MA MB MC MA MB MB MC MC MA= + + + ⋅ + ⋅ + ⋅
����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

, de unde se obþine relaþia cerutã.

28. a) În patrulaterul ABFE avem: 0EF FB BA AE+ + + =
��� ��� ���� ���� �

 (1). În patrulaterul CDEF avem:

0EF FC CD DE+ + + =
��� ���� ���� ���� �

 (2). Adunând (1) ºi (2) ⇒ 2 ( ) ( ) 0EF FB FC AE DE BA CD+ + + + + + =
��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� �

 ⇔

⇔ 2 EF AB CD= −
��� ���� ����

; b) Ridicând a) la pãtrat ºi þinând seama cã AB CD⋅
���� ����

 = 0 (AB ⊥ CD) se obþine

4
2 2 2 2 2

2( )EF AB CD AB CD AB CD= + − ⋅ = +
��� ���� ���� ���� ���� ���� ����

;

c) |AD AB BD CD= + ⋅
���� ���� ���� ����

 ⇒ AD CD AB CD BD CD⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ����

 BD CD= ⋅
���� ����

;

d) |AD AC CD AB= + ⋅
���� ���� ���� ����

 ⇒ AD AB AC AB CD AB⋅ = ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ���� ���� ����

 AC AB= ⋅
���� ����

.
30. A(–9; –2), B(3, 2), C(–1, 4) sau A(–9; –2), B(–1, 4), C(3, 2). 33. 15.
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Indicaþii ºi rãspunsuri

34. æ u v+
� �

æ = 97
6 , æ u v−

� �
æ = 97

6 . 36. Se aplicã teorema medianei în ΔMAC ºi ΔMBD.

37. Se aplicã teorema medianei. 39. Se aplicã teorema medianei. 40. MA2 + MB2 + MC2 = 3R2 + a2.

41. MA2 + MB2 + MC2 = 3MG2 + 1
3

(a2 + b2 + c2) = min. ⇔ M ≡ G.

45. tg
2
B  = ( )( )

( )
p a p c

p p b
− −

− ; ctg
2
C  = ( )

( )( )
p p c

p a p b
−

− − . 46. Relaþia Stewart.

49. a), b), c) Se foloseºte teorema cosinusului; d) Se foloseºte teorema sinusurilor.

50. Relaþia este echivalentã cu cos cos
2 2

A C B− = . Triunghiul este dreptunghic în A.

51. Se foloseºte teorema sinusurilor ºi teorema cosinusului.

52. a) tg
2
A  = ( )( )

( )
p b p c

p p a
− −

− ; b) vezi a); c) cos
2
A  = ( )p p a

bc
− ; d) sin

2
A  = ( )( )p b p c

bc
− − ;

e) ctg
2
A  = ( )

( )( )
p p a

p b p c
−

− − ; f) vezi e); g) vezi c); h) vezi d); i) se foloseºte h); j) se folosesc g) ºi h);

k) tg
2
A  = ( )( )

( )
p b p c

p p a
− −

− .

54. Egalitatea este echivalentã cu cos sin 2
2 2
A A+ =  ⇔ A = 

2
π . 55. Se foloseºte teorema sinusurilor.

59. m(ŒA) = 120°. 60. E = 2. 63. tg
12
π  = 2 3− ; tg 5

12
π  = 2 3+ . 64. 7

37
.

65. tg 1° $ tg 89° = 1; P1 = P2 = 1.

66. Pentru x = 0 ºi x = π, obþinem
0
0

a b
a b

+ =⎧
⎨− + =⎩

 ⇔ a = b = 0.

67. Pentru x = 0, x = π, x = 
2
π , obþinem

0
0
0

a b c
a b c
a b c

+ + =⎧⎪− + − =⎨
⎪ + − =⎩

 ⇔ a = b = c = 0.

70. Se înmulþesc egalitãþile cu 2sin
7
π .

71. Se foloseºte inegalitatea mediilor sau inegalitatea Cauchy–Schwartz. Egalitatea are loc dacã ºi
numai dacã tg α1 = tg α2 = ... = tg αn ⇔ α1 = α2 = ... = αn. 72. |a + b| ≤ |a| + |b|; |a – b| ≤ |a| + |b|.

73. „⇒“ x = 0 ⇒ m = 4; „⇐“ m = 4 ⇒ 2 2 2 2(sin 1) (cos 1)x x+ + +  = 3.

74. sin4 x + cos4 x = (sin2 x + cos2x)2 – 2sin2 x cos2 x = 1 – 2 sin2 x cos2 x;
sin6 x + cos6 x = (sin2 x + cos2 x)3 – 3 sin2 x cos2 x (sin2 x + cos2 x) = 1 – 3 sin2 x cos2 x.
75. b) sin6 a + 3 sin2 a cos2 b + cos6 b = (sin2 a + cos2 a)3 ⇔ (cos2 a – cos2 b)(cos4 a + cos4 b +

+ 3 sin2 a + cos2 a cos2 b) = 0 ⇔ a = b ∈ 0,
2
π⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
.
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